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RESUMEN

En esta investigacion estudiamos la existencia de integrales primeras convergen- °
tes para foliaciones de codimensién mayor a dos, extendiendo el resultado formal
del Teorema de Frobenius singular formal con la construccién del algoritmo de
Godbillon-Vey. Realizamos un estudio tedrico de las foliaciones, explosiones y teo-
remas de integrabilidad de Frobenius. La existencia de integrales primeras permite

entender la topologia de las hojas de la foliacidén
Abstract

In this research we study the existence of convergence first integrate for foliations
with codimension bigger than two, we extended the formal research of singularities
of Frobenius theorem with the construction of Godbillon-Vey algorithm. We do
the theoric- study of foliations, blowup and theorems of Frobenius “integrable. The
existence of firts integrate allows us to understand the topology of leaves foliations.

Keywords: foliations, first integrate convergence



INTRODUCCION

El Informe Final de la investigacion 2015 “Existencia de integrales primeras
holomorfas para foliaciones de codimensién mayor a dos” tiene el propédsito de
presentar de manera completa el llamado Teorema de Frobenius, pero extendiendo
los relsultados a las integrales primeras holomorfas para foliaciones de codimensién
mayor a dos.

En la parte de la revisién literaria presentamos el contexto de las foliaciones,
- explosiones, los campos vectoriales y el dual de las 1-formas diferenciales y el im-
portante teorema de Briot-Bouquet. A

. En la parte de los resultados nos centramos en lograr demostrar la existencia
de las integrales primeras para foliaciones de codimensién mayor a dos, bajo las
siguientes inferencias: por el algoritmo de Godbillon-Vey construimos formalmente
la existencia de una iﬁtégral primera formal, la hipotesis de la codimensién mayor a
dos proviene de los teoremas del dlgebra c‘onmutativa de Rharﬁ-Saitd; presentamos
la conversién de uha integral primera formal e holomorfa para puntos simples y fo-
liaciones de dimensién dos; aplicando resultados de explosiones se logra el resultado
que deseamos. A

José Luis Condori C.



Capitulo 1

REVISION DE LITERATURA

En la presente revision de literatura comenzamos por presentar las foliaciones.. =

complejas, que es el ambiente donde investigamos las 1 formas integrales. También
introducimos las explosiones, los campos de planocs, y finalmente el importante
teorema de Briot-Bouquet. Hemos consultado varias bibliografias. Para las equiva-
lencias del Teorema de Frobenius consultamos el segundo capitulo y el apéndice de

[1], profundizando en [3] otras deducciones del teorema anterior.

1.1. Conceptos de foliaciones complejas

Presentamos las ideas estdndares de la Teoria de Foliaciones Complejas, aun-
que comenzé en el contexto de los nimeros reales. Enunciamos las placas de las
foliaciones, ejemplos clasicos de las foliaciones, las equivalencias de foliaciones, las
foliaciones singulares, la explosién, etc.

Veremos en este estudio la interrelacién de un conjunto de ideas de la Topologia
Diferencia;QAnélisis Complejo de Varias Variables y la Geometria Algebraica Com-
pleja. También describimos el fendmeno de la explosién en un punto singular de
una foliacién.

Ahora. definimos la foliacién compleja, que es central en el estudio de Sistemas

Dindmicos Complejos, y en nuestra investigacidn.



1.1.1. Foliaciones complejas

Existen -dos tipos de foliaciones, las llamadas foliaciones regulares y las folia-

ciones singulares. Nos centramos en la primera de ellas, donde el conjunto singular
dado es vacio.
Entendemos una variedad compleja M de dimensién m y clase C*, como
un espacio topolégico de Hausdorff, de base enumerable y conexo, que localmen-
te es homeomorfo a un abierto de C™; ademdés, los cambios de coordenadas son
difeomorfismo de clase C* en abiertos de R*™.

Podemos definir 1a foliacién en la variedad compleja dada.

Definicién 1. Sea M una variedad complejo de dimension m y clase C*. Una
foliacion de clase C" (0 < r < o)y dimension n (0 < n < m) de M,

denotada por F, es un atlas mazimal con las siguientes propiedades:

a) Si la carta (U,¢) € F, con U abierto en M, entonces ¢(U) = Uy x Uy C
C* x C™ ™, donde Uy y Uy son polidiscos abiertos y centrados en el oTigen

de C* y de C™™™, respectivamente.

b) Si(U,¢) y (V,4) son dos cartas de la foliacion F tales que UNV # §, entonces
el cambio de coordenadas serd de clase C™ y es dada por $pog™! : g(UNV) —
Y(UNV) bajo la siguiente regla

b o ¢ (z,y) = (ulz, ), ha(y)),
donde hy : ¢(UNV) = C* hy : ¢(UNV) = C™ " son funciones de clase C".

Existen otras dos formas equivalentes de foliaciones regulares, con las submer-
siones locales y las formas locales y numerables de cada hoja.
Describamos las placas de las foliaciones. Sea la siguiente situacién, sea una. carta
local cualquiera de la foliacién (U, ¢) de F tal que la imagen ¢(U) = U; x Uy C
C™ x Cﬁ_ﬁ estd dada como el producto de dos polidiscos Uy, Us,. Las preimagenes
de la forma ¢~ (U; x {c}) C U, ¢ € U, son llamadas placas de F, ellas rapida-

mente verifican ser subvariedades conexas de dimensién n y clase C™ de M, pero

no necesariamente mergulladas.



Uncamino de placas de F es una secuencia finita ag,..., o de placas de
F tal que los reépectivos dominios indexados a; N ;11 # @ para todo los valores
j €41,...,k—1}. Definimos en la foliacién F la siguiente relacién de equivalencia
en M:

‘Sea dos puntos Acualesquiera p,q € M, definimos la relacién binaria p R g si existe
un camino de placas aq,...,0, con p € o y g € ag. Las clases de equivalencia de
la relacién R son llamadas hojas de F, es decir, una hoja de la foliacién es de la

forma,
Fp ={g € M| existen placas a; = 1,...k tal que p € ay,9 € ag, aq Ny # 0};

se puede decir que la hoja que pasa por p es el conjunto de todas las placas que se

intersectan unas a continuacién de otras, donde p € M.

Toda hoja de F tiene las siguientes propiedades topo'légicas: es Conexo (unién

ﬁo vacia de placas), conexo por caminos (cada placa es conexo por caminos y

jusxtéuponemos los caminos en cada placa) y posee una estructura de variedad C”

de dimensién n, que es la dimensién de la foliacidn F; la estructura de variedad se

deduce tomando constante y = ¢ y considerar el cambio de coordenadas |
Yo7z, ¢) = (hi(z,¢), ha(c)),z € GUNV)NR™

N
€ placa

También por el hecho que las hojas de F son clases de equivalencias, tenemos las

siguientes afirmaciones:
» Sipy g son dos puntos de M, entonces, F, = F,.
& M =|J,cp Fp: union disjunta.
» Cada F, es una subvariedad ae M, no necesariamente mergullada.

A continuacién proponemos los siguientes ejemplos, tanto en el caso de las

foliaciones reales y complejos.

Ejemplo. Sea M = R? el plano real que es una variedad real de dimensién dos

y variedad compleja de dimensién uno, y sea la proyeccién canénica f{z,y) = z,



tenemos una foliacion | real | -de dimensién 1 y las hojas de esa foliacién son las
rectas verticales en R2, por la razén que id *(z,c¢) = (z,¢), fijando ¢. Cada placa
se convierte en una‘hoja. Las rectas verticales son conexas, conexas por caminos y
son subvariedades rergulladas en el plano cartesiano.

En general, si f : M — N es una submersién de variedades sobre N. Por la
formea local de las submersiones, existen cartas locales (U, ¢) en My (V,¢) en N
tal que ¥ o f¢™! coincide con la segunda proyeccidn (xz,y) — y. Luego, las cartas
locales (U, ¢) definen una estructura de variedad foliada en el dominio M, donde
las hojas son las componentes conexas de las sﬁperﬁcies de nivel siguiente f~1(c),
para c € N.

Con estas ideas corrientes, deduzeamos la conocida foliacidén de Reeb.

o
Ejemplo Sea la foliaci@n e?f/él solido cilindro sin ningin bqrde, M=D*x[0,1],
donde D? = {(z,y) € R?| D+ y* < 1} es la bola abierta en el plano real. Primero
se considera la submersién f : D? x B — R, f(z1,%2,73) = alr)expzs, donde
a{r) = exp[—exp 1/(1 — 7)), r = /27 + z; la submersién se debe a En D? x [0, 1]
identificamos los puntos del borde de manera siguiente: {z1,x,0) = (y1,y2,1) s
v solamente si {z:,z2) = {(y1,y2), de esta manera se obtiene una equivalencia en
el cilindro; se deduce un toro. Entonces la foliacion de Jas superiicies de nivel, que
son los graficos de za = exp1/(1 — r?), inducen una foliacién en D? x R Namads,

la foliacién de Reeb.

1.1.2. Explosiéon

Pefinamos inicialmente lo gue viene a ser la explosién en C? en el origen de
coordenadas 0 = (0,0} del plano complejo. Concepto que va a ser utilizado para
explotar la foliacidn en los llamados puntos singulares de la fbliacién, Sing (F). Sea
CP(1) el espacio proyectivo de dimensidn compleja 1, cs decir, ¢l conjunto de las
rectas pasando por el origen 0 € €2, vy las coordenadas de ella, las dos aplicaciones

homeomorfas siguientes:
o C = CP),an{t) = {{z,y) e C*ry=tz} =[z:y]=[1:4},
ay: C—= CP(1), ae(u) = {(J,y) eCt gz = wyl =z y] = [u:1)}.

9



‘Obsérvese-que el .cambio de coordenadas asociadas & un punto de CP(1) esta da-
da por tu = 1; luego, estd verificada que CP(1) es una variedad compleja de di-
mensiéon uno.

Denotemos algunos elementos del espacio proyectivo, sea p = (py,pg) # 0 € C?,
'Op'simbohza la recta que pasa por el origen y el punto p en C2. Oz el eje X, Oy el

gjie Y.

Definicién. La explosién de C? en el origen 0 € C? es el subconjunto de C*x CP(1)
dada por
C5 = {(p,0p), p # 0} U ({0} x CP(1)).
Lo que hace la explosién es reemplazar 0 € C? por ‘el espacio proyectivo CP(1).
Justifiquemos que la explosién C3 es una superficie corﬁpleja:
Sea la aplicacién n : C2 — CP(1) llamada pfoyeccién confih_ua vy dada de la

siguiente forma n(p, Op) = Op, (0, 0p) = Op. Sean los conjuntos abiertos en CP(1),

Vi = CP() - {0y}, Vh=CP(1) - {0},
Calculemos n~ (V1) = {(p,0p),Vv(0,0p) : p; # 0}; ahora, calculemos n~*(V;) =
{(p,0p) v (0,0p) : po # 0}; estos van a ser los abiertos coordenados de la variedad
C2. Definamos las cartas 8; : n7+(Vi) — C?(i=1,2).

Bi(p. 0p) = (P 017 (0p)),  £1(0,0p). = (0, 01 (0p))
Ba(p,0p) = (a3'(0p),ps), B2(0,0p) = (a;'(0p),0); y tenemos el siguiente dia-

grama del cambio de coordenadas
nH(Vin V)

CxC* = Bof' CxC

10



De donde deducimos -que Bz o By *(z,1) = 3,%t) = (u,y). Una proyeccién
importante es @y : C2 — C? dada por ¢o(p,0p) = p, ¢0(0,0p) = 0. Escrita en
coordenadas tenemos .@o(z,t) = (z,zt), do(u,y) = (uy,y). Lo que implica que ¢q
-es holomorfa. Ademds por la forma de estas reglas de correspondencias y como
$71(0,0) = CP(2), entonces la restriccién ¢o : C2 — CP(2) — C2 — (0,0) es un
biholomorfismo. De esta manera entendemos que se reemplaza €] punto (0,0) por
el espacio proyectivo CP(2).

Veamos algunos resultados que involucran varias nociones de formas diferencia-
les, campos vectoriales y foliaciones. Ellas son resumidas en el llamado Teorema de

Frobenius.

1.2. Nociones basicas

Enunciamos algunas definiciones de campos vectoriales. Sean XY dos campos
de vectores en una variedad M de dimensién n, donde X es de clase C?, Y de clase
C'. Denotamos por X; el flujo de X definido en R x M. Fijadope Myt c Rel
vector |

v(t) = X](Y)(p) = DX_+(Xe(p)) - Y(Xe(p))

es tangente a M en p, luego, t — v(t) es una curva de clase C* en T, M.
El corchete de Lie entre los campos X e Y es el campo de vectores [X, Y] definido

en M por
v

[X,Y](p) = d_t

(0).

Dado un campo de k-'planos P en M, diremos que el (;ampo de vectores X
es tangente a P si X (¢) € P(q) para todo ¢ en el dominio de X.

Un campo de k-planos P de clase C"(r > 1) es llamado involutivo si dados
X,Y campos de clase C* tangentes a P entonces [X, Y] es tangente a P.

Diremos que P es completamente integrable si existe una foliacién F de
dimensién k y clase C" en M tal que TF = P, donde T'F es el campo de planos
tangente a F.

11



Con estas definiciones presentamos la primera versién del Teorema de Frobenius

como sigue.

Teorema 1. Sea P un campo de k-planos de clase C7, (r > 1) definido en M.
Entonces P -es -completamente integrable si y sélamente es involutivo. '

Ademds si se cumple la equivalencia la foliacidn tangente a P es inica.

Dejamos la prueba de la equivalencia para el informe final. Nos centramos en

la segunda versién del teorema.

1.3. Campos de planos

Un campo de k-planos en una variedad M es una aplicacién P que asocia a cada
punto g € T, M un subespacio vectorial de dimensién k de T, M.

Un campo de 1-plano se le llama un campo de lineas. Por ejemplo sea X un
campo de vectores sin singularidad en M, podemos definir un campo de lineas P
en M haciendo P(g) = R- X(g), un subespacio de dimensién uno de T, M generado
por X(g). |

Diremos que un campo de k-planos P en M es de clase C” si para todo q € ]\J
existen k campos de vectores C7, ¥, ..., X* definidos en una vecindad V de ¢ tal
que para todo z € V se tiene que {X(z),...,¥*(z)} es una base de P(z).

Un hecho relevante en foliaciones es la siguiente proposicién.

Proposicién 1. Toda foliacion F de dimension k y clase C*, r > 1, en M, define

un campo de k-planos de clase C™™1 en M, el cual serd denotado por T F.

Prueba Sea P(z) = T, F el subespacio de T, M tangente en x a la hoja que pasa
por x. Dado zg € M, sea (U,y¢),20 € U, una carta local distinguida de F. Se
‘comprueba que para todo z € U P(z) es el subespacio generado por los vectores
0i(z) = (Dp(z)) *(e:),i=1,...,k, siendo los e; vectores candénicos de R™. E

Se dice que un campo de planos P es involutivo si dados dos campos'de vectores
X,Y tal que para todo g € M si se cumple X(¢),Y(q) € P(q) entonces el corchete
de Lie [X,Y](¢) € P(g).

p—
no



1.4. Campos de planos definidos por formas di-
ferenciales

Veremos una versién del Teorema de Frobenius en términos de formas diferen-

ciales.

Sean w?, ..., w”* 1-formas diferenciales de clase C”(r > 0) definidas y linealmen-

te independientes en un .abierto U C M™. Para cada q € U definamos
P(g)={ve T,M| wi(v)=--=uwk)=0}.

Como w;, e ,_ws son elementos linealmente independientes de (T, M)*, resulta que
el conjunto P(g) es un subespacio de codimensién k de T,M (dim = n — k),
afirmacién que resulta de aplicar completaciones de base y la base dual y el teorema

de la dimensién finita a la aplicacién lineal

we = (w,...,wh) : TM — R,

Afirmamos que el campo de planos P : ¢ — P(q) es de clase C". En efecto,
dado p € U, seap € U yo‘ado una carta local z : V. — R* conp € V C U,
donde denotamos por z(q) = (z1(g).-..,2a(g)), z; : V = Rpara j = 1,...,n.
Consideremos para cada j ’e {1,...,n} las 1-formas de clase C*. Entonces, el
conjunto de 1-formas {dz;(p),. .., dz.(p)} es una base de (T, M)*, luego, es posible

determinar indices iy, ..., i,k tal que

{w;., - ,w;f, dz;, (p),...,dz;_ ()}

es una base de (T,M)*. Coloquemos por comodidad dz;, = w***,... dz; _, = w",
de tal forma que {wy, ..., wy} es una base de (T,M)*.
Por continuidad, es posible determinar una vecindad W de p con W C V tal
que {w, ..., w}} sigue siendo una base de (T,M)* para todo g € W.
Consideremos campos de vectores X?, ..., X™ definidos en W, tal que para todo
g € W el conjunto {X(q), ..., X™(q)} es la base dual de {wy, ..., w}}. Es facil ver

ahora que los campos z',. .., z" son de clase C7, y ademéds de esto que P(q estAj
|

generada por los vectores X**1(q),..., X"(q), g € W.

13



Reciprocamente, dado un «campo de planos P de codimensién k y clase C7
definidos en U C M; afirmamos -que es posible -definir P «como el nucleo de k 1-
formas de clase C". En efecto, dado p-€ U consideremos n — k campos de vectores
de clase Cr, Xkl ., X™ tal que P(q) es el subespacio de T,M generado por
X"*(q),...,X™(q) para todo g € V C U. Con argumentos andlogos hechos para
el caso de formés, es posible definir k campos de vectores z*,. .., X* de clase C*®
en V tal que X*,..., X™ son linealmente independientes en una vecindad W con
p € W C V. Basta considerar la base dual {w!,...,w"}, la cual esté coggtituido

de formas de clase C7. Entonces se cumple

q

P(g)={veT,M| w,(v)=...=wi(v) =0}

Resumimos el conjunto de razonamientos anterior en la siguiente proposicién.

Proposicion 2. Un campo de planos de codimension k y clase C™(r > 0) puede
ser definido localmente como el nicleo de k I-formas linealmente independientes de
clase CT.

k

Reciprocamente, si w', ..., w* son formas de clase C™ linealmente independien-

tes entonces

P(q) ={veT,M| w;(v) == ws(v) =0}
define un campo de planos de codimensién k y clase C”.

La proposicién sugiere que deb®haber una versién del teorema de Frobenius en

términos de formas diferenciales. Esta version esta dada por el siguiente teorema.

Teorema 2. Sea P un campo de planos de codiemnsion k y clase C™(r > 1) ‘deﬁ-

nido en un abierto U C M por k I-formas de clase CT linealmente independientes
1 k

Entonces P es completamente integrable si y sélo si para todo j € {1,...,k}
tengamos

dw Awt A AwF =0 (%)

Antes de probar el teorema necesitamos de los siguientes dos lemas.

14



‘Lema 1. Sean una 2-forma en U tal que n Aw' A ... Aw*. Dado p € U eriste una

vecindad V de p con V C U y k I-formas.q, ..., o tal que
n=a N w4 ap A wk.

Prueba Como las 1-formas w?,. .., w" son linealmente independientes es posible
definir n— k I-formas de clase C®, w**, ..., w™ y una vecindad V de p con Vcu
tal que para todo ¢ € V| se tiene una base {wy,...,w)} de (TgM)*. Podemos
escribir 7 = 3, a;w* Aw’. Por la hipdtesis se tiene
O ayw' Aw?) At A A =0,
i<y '

oseaa¥ij:0sisecumplek<i<j.

Luego, 1 = 3 ey ic; QW Aw? = Ele a; Aw', donde a; = — >

ST

Lema 2. Sea w una I-forma de clase C™(r > 1) y X,Y dos campos de vectores C*

definidos en un abierto U C R™. Entonces
dw(X,Y) =dw(X)) Y —dwl)) - X +w(X,Y]).
Por el stmbolo w(X) denota la funcién g — wqe(X(q)).

Prueba Supongamos que w = ) ., a;dz; donde a; : U — R-es de clase C7
parai = 1,...,ny {dz1,...,dz,} es la base dual de la base candnica eg,. .., e,.
Coloquemos también X =3 ,_ bie; y Y = > ._,; cie;. Tenemos entonces que

n

(1) wX) = Zaibi,w(Y)=Zaici

=1

w([XY]) = ZaiZ(bjajci—cjajbi).
i=1  j=1

= Z ai(bjajc,: - Cjajbi).

,J

(77) dw = ZCL - 74jd'El N dCCj, a5 = aia,j - aja,;;

i<y

dw(X,Y) = > ay(bic; — bica).

1<

15



Por (i) tenemos

Y = Za a;b;) -« chazc?b—!—baa,)

uJ

dw(¥)) X = 0iac)-by = bi(aidjci + ci;a;).
Luego, ; ;
(i) dw(X)-Y —dw(Y)-X = > ai(c0bi —b05¢) +
+’ > 8jai(bicy — bjes).
4

Sumando la expresién de w([X,Y]) de (i) con (ii7) obtenemos

dw(X) Y —dw(Y)- X +w(X,Y)) Zaa,bc] iCi).

Sin embargo,

Z(?jai(bicj - bjCi) = Z(ajai - aiaj)(bic]- - bjci) = dw(X, Y)

i<y

Prueba del Teorema Supongamos que X, Y son dos campos de clase C* tangentes

a P. Como dw? Aw* A--- AwF =0, del lema 1 obtenemos

k
dw’ = Za{ At
i=1
y por tanto,
dw!(X,Y) Za - (X)Y) =0,
una vez que para todo i = 1,...,k tenemos w*(X) = w'(Y) = 0.

Por otro lado, del lema 2 obtenemos

0=duw(X,Y)=dw (X)) Y - dw(Y)) X +uw(X,Y]).

Como w’(X) = w/(Y) = 0, vemos que w’([X,Y]) = 0, para todo j = 1,...

o sea [X,Y] es tangente a P.

16
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Veamos la reciproca, es decir, vamos -a probar la ecuacién
dw Awt A--AwF =0

para todo j € {1,...,k}. Observamos la presencia de una k + 2 forma diferencia
definidos en €l abierto U C M. Para comprobar que sea una k+2 forma diferencial
nula tenemos que evaluar en una cantidad de k + 2 campos vectoriales. En el caso
particular que dimP = n—k = 1 entonces, k+ 2 = n+ 1 implica automaticamente
que la k + 2 forma es nula.

En otro caso, dimP > 1 entonces tomemos dos campos independientes X, Y
de P y completamos a una base de campos vectoriales de dimensién n; como se
anula en w;(X) = w;(Y) = 0 entonces se cumple dw’(X,Y) = —w’([X,Y]) = 0,

por consiguiente la k + 2 forma se anula. | - )

1.5. Teorema de Briot-Bouquet

. El Teorema de Briot-Bouquet se enuncia del siguiente modo.

Teorema 3. La ecuacidn diferencial ordinaria

)\121 -+ Al(Z), (1 5 1)
N 0.

)
“1

con los cocientes A /X 0 Ao/A1 €¢ NU {0}, multA; > 2,7 = 1,2. El cambio de A

coordenadas z = £(w) analitico,

2z = wy + & (w),

(1.5.2)
7 = Wy + & (w)
transforma la ecuacidn diferencial anterior en
wh, = AMwr + wywaag (w),
1= dawn () (1.5.3)

wh = AWy + W waas(w)

La dltima ecuacién tiene las rectas w; = 0 y wy = 0 invariantes; esto significa

que si escribimos el campo vectorial respectivo como



0

Z = ()\1’11)1 + 'wl'wzal(w)) a—w2/

Fun + (Aaws + wiwa(w))

la solucién de la forma (ws,0) satisfacen
0

Z(w17 O) = >\1w1'a,—w1

tiene solucién en la curva wy = 0.
El mismo andlisis en la otra curva w; = 0. Entonces tenemos dos separatri-
ces invariantes que pasan por el origen (0,0), ambas separatrices son analiticas y

convergentes.

Otra versién del teorema dice si se tiene una separatriz formal en el punto
singular simple, dada por la direccién de un autovalor no nulo, entonces se tiene

que la separatriz formal es convergente.

Teorema 4. Sea F un germen de foliacion sobre C* con una singularidad simple.
en el origen. Supongamos que F tiene una curva integral convergente no singular
C. Entonces, F posee una unica curva integral formal I’ diferente de C. Ademds, la
curva I' es lisa, transversal a C y su espacio tangente Ty’ es una direccion propia

para F. Cuando Ty F es una direccion fuerte, la curva I' es convergente.
Prueba Elegimos un sistema de coordenadas (z,y) en las cuales

C:{z=0) w=(y+GClz,y)de—(u+ Hzy)dy
con G € (z,y)?y H € (z,y). Se busca I' para metrizado por

t(t) = (£ ) ant™).

n>2

La condicién y*w = 0 equivale a tener la relacién de coeficientes
()‘—n/'l')a'n:Pn(aQa"'7an—1>> ’I’LZQ

los P, son polinomios en las variables as,...,a,_1. Como se cumple A — nyu #* 0
para todo n, existe una tnica solucién. Por un cambio formal de coordenadas, dada

por

(I,y) = (7’. Y- Zanrn>
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se puede suponer que y = 0 es también una.curva integral. En coordenadas formales

w se escribe como

~ d

zy(\+ 3z, y) G+ Bo ) %)

—-
con @(0,0) = 0,/b\(0, 0) = 0. Supongamos que existe otra curva integral I'; diferente
de C. Por el Teorema de Puiseux formal I'y se tiene la curva 7, de la forma

z =1,

M
y=agt? + ag ittt 4+, gy #0

para una buena eleccién del pardmetro t. La condicién v{w = 0 implica las rela-

clones (rA — gu)a, = 0 : contradiccién; la curva I' es tnica.

Falta probar la convergencia cuando u # 0. La ipdtesis permiten escribir w,

bajo una unidad multiplicativa, bajo ola forma de Briot - Bouquet siguientes

A )
w=(—y— Anziy®)dz — zdy.
w (uy Z *TY") y
i+k>2
Se va a demostrar que la serie o(t) = 3 a,t" construido precedentemente converge.

Para esto, precisamos que los polinomios F,, se tiene

(2 —n)an = Po({Ajk}tjrizn;  {ai}ign-1)

donde los P, son los polinomios universales y los Aj, y a; dan los coeficientes de
" en la expresion A(t,o(t)) con A = > Aja?y*. Observamos que los P, tienen
coeficientes enteros positivos. Sea « el ntimero real estrictamente positivo definido
por ‘

o= Inf{|2——n|:n=2,3,...,}.

Consideramos la curva analitica real dada por

a-v= Z | Aji|uw? v
j+k>2

Desde que o # 0, el teorema de la funcién implicita asegura la existencia de una

tnica solucién convergente v = b(u) = > 22 b;ju’. Los coeficientes b; son dados por

abn = Pu({l 4]} j+rn {bihign-1)-
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Como los P, tienen coeficientes enteros positivos, se demuestra por recurrencia.que
" lan| < b, para todo n > 2, de donde se sigue la convergencia de 7. &
Si la direccién tangente a I' no es fuerte, entonces I' no es necesariamente

convergente; esto se ve en particular en el siguiente ejemplo debido a Euler:
(y — z)dz — 2°dy
que tiene la curva integral formal y = > . nlz".

Una consecuencia de la descomposicién de Jordan de un campo vectorial com-

plejo X es dada poe el siguiente teorema.

Teorema 5. Sea F un germen de foliacidn con una singularidad simple. Existe un
sistema de coordenadas formales T,y en las que el germen formal OoF es descrito

por una de las tres formas siguientes:

By = TYE T )AL + AL + dlbye)

donde \,u € C, r,q,k € N.
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MATERIALES Y METODOS

Esta investigacién es un tipo de investigacién bésica en la lectura de los libros y
articulos referidos en la bibliografia. Trata de probar la existencia de las integrales
primeras holomorfas para foliaciones de codimensién mayor a dos.

Tipo de investigacion: basica Nivel de investigacion: explicativa Método: deduc-
tivo, inductivo y analitico Disefio: explicativo Instrumentos: bibliografia especiali-

zada,
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Capitulo 2

RESULTADOS

Veamos algunos resultados naturales de las 1-formas que definen localmente
las foliaciones de codimensién uno; ellos son algunos elementos de las foliaciones

holomorfas en general.

2.1. Divisién de Rham-Saito para 1-formas

La divisién de Rham-Saito para 1-formas concluye que se pueden factorizar las

1-formas si el producto de dos de ellas es cero.

Proposicién 3. Consideramos dos 1-formas diferenciales wy, we definidos en el

polidisco A(m, p) C C™. Escribamos

n

wy; = E a;dz;

j=1

con las funciones a; € Ocn(A(m, p)) y consideramos el conjunto analitico
Singw; = {a; =ag = ... =a, =0} C A(m, p).
Supongamos que cod Singw, > 2. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
» Wy Awy =0

s Eziste h € Oca(A(m, p)) tal que wy = hw;.
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Prueba Se cumple de manera -directa la relaciéon w; A ws. Reciprocamente, si
consideramos la 1-forma wy, = Z;‘zl b;dz;, la condicién wy A wy = 0 se despliega
por

ajbk—akbj = O, j,kZ 1,2,,..‘.,77,.

Sean los valores m’' € A(m,p) — Singw;; existe un entero 1 < k < n tal que
p g

ag(m’) # 0. En una vecindad reducida de m' se tiene
h= bk / Q.

Como se cumplen las igualdades h = b;/a; definimos, un elemento holomorfo h €
Ocn(A(m, p)) — Singw;. Por construccién realizada se satisface la relacién wy, =

hwl. n

Podemos extraer algunas consecuencias de la proposicién de Rham-Saito. En
primer lugar, si consideramos w; = w, entonces se cumple wi Aw; = 0. En segundo
lugar, sabemos que localmente la, 1-forma w, es una forma cerrada, asi, existe una
funcién f € O, diferenciable tal que ws = df; entonces, tenemos que si se eumple
wiAdf = 0 implica que w; = hdf, para alguna funcién holomorfa h. En tercer lugar,

por independencia de las 1-formas dz;, dz;, donde ¢ # j, se cumple que dz;Adz; # 0.

Veamos el siguiente caso en el plano complejo de dimensién dos. Tomemos dos

1-formas w; = z1dzy, wWe = 2z9dze. Veamos algunos célculos
w1 A wy = 2122d22 AN d22 =0.

Ahora calculemos la singularidad: Singw; = {0} x C, Singw, = Cx {0}. Se cumple
que la codimensién de las singularidades son uno; geométricamente ambas singula-
ridades se cruzan transversalmente. También wy = #Zw;. La funcidén h(z, z) = 2

no es holomorfa salvo si z; # 0.

2.2. Rectificacién de un campo de vectores

Ahora, presentamos una forma equivalente y local de expresar campos vecto-

riales alrededor de puntos regulares con campos constantes.
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Considere dos variedades complejas M, N y dos campos-de vectores X, Y sobre
las variedades M, N respectivamente. Se dice que X,Y son conjugados si existe

un difeomorfismo ®: M — N tal que ®,X =Y, es decir,
Ddo X =Y,

donde D® : TM — T'N es la aplicacién tangente.
Sean m y ¢ dos puntos de M y N, respectivamente. Se dice que X,Y son
localmente conjugados en m y ¢ si existen dos abiertos me U CM,qeVC Ny

un difeomorfismo @ : U — V tal que
@(m) =dq, D@O<Xiu) —_—YIVOcI).

Se llama campo constante sobre el espacio afin C* a todo campo de vectores de
la forma
0 0 0
A — 4 Age—— e N ——
! 0z + 2822 o "0z,

donde los A; € C. Observemos que tales campos constantes no nulos son conjugados

al campo constante 5.
2]

Teorema 6 (Teorema de rectificacion). Sea M una variedad analitica compleja, X
un campo de vectores sobre M y m un punto de M tal que X(m) # 0. Entonces X

es localmente conjugado en m a un campo constante.

Prueba Sin perder generalidad, bajo el difeomorfismo del sistema de coordenadas,
se puede suponer que el campo X esté definida en un abierto de C* y que m es el

origen de coordenadas.Por una aplicacién lineal se tiene

0

lo=g-

Consideramos la aplicacién definida por

D(21,...,20) = (exp(z1X))(0, 22, . - ., Zn)-

El teorema de la funcién inversa muestra que ® es un difeomorfismo que, por
construccidén, conjuga X y el campo constante 9/9z;. |
‘ E
Observe que el campo constante es el més simple, es decir, /0z;. Tomemos el
siguiente campo vectorial X = z10; + 21220, ella se anula en el conjunto-de puntos

{0} x C, donde no se sabe c6mo se comportan los diagramas de fases.
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2.3. Teorema de Frobenius. Codimension 1

Veamos una manera simple de expresar las 1-formas integrables alrededor de
puntos regulares.
Consideramos w una 1-forma sobre M, U un abierto de M y m un punto de M;

pongamos las notaciones sigulentes:
» Kerw(U) ={X € On(U)]ixwly = 0}.
v Ker wy ={X € Opmlixwm = 0}.

Observamos que h € O,, y h # 0, entonces Kerw,, = Ker(hw)n,.

Se dice que w es integrable si w A dw = 0.

Lema 3. Sea M una variedad analitica compleja. St w es una I-forma integrable

sobre M. Entonces Ker w,, y Ker w(U) son estables por corchetes de Lie.

Prueba La propiedad buscada es local, asi, es suficiente considerar el caso de
Ker w,,. Podemos considerar el caso donde los coeficientes de w no tienen factor
comun y por consecuencia Cod Singw > 2. Si X € Ker w,, entonces se cumple
ix w =0y luego,
Lxw =ixdw + d(i;w) = ixw.
Por otra parte,
0=1ix(wAdw)=ix(w)Adw—wA (ixdw) = —w A Lyw.
- Por el lema de divisién se implica la existencia de un elemento h € Oy, tal que
Lyxw = hw. Consideremos dos campos vectoriales X ,‘Y en el Ker w,,, se tiene
i[x’y]w = Lx(iyw) — iy(Lx’w) = —iy(hwm) = O.

[ |
Ahora vamos a probar el teorema de Frobenius convergente de codimension

uno.

Teorema 7. Sea M una variedad analitica compleja, w una forma integrable sobre
M y m un punto de M tal que w(m) # 0. Entonces, existen dos gérmenes de

funciones u, f en Oy tal que
U('I?'L) # 0" dflm 7é 03 Wm = Udf
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Prueba Escribimos wen forma local -como sigue
w = a;dz + agdze + cdots + andz,

, donde los coeficientes a; € O Bajo un cambio lineal de coordenadas se puede
suponer que a;(m) # 0,a;(m) = 0) para todo 7 = 2,...,n. Los gérmenes de los

campos de vectores

forman una base del Oy, médulo libre ker w,,. Se tiene
0
X Xl = fop—
(X, X = i o

donde fjx € Opm. El lema anterior asegura que el corchete de Lie de [X;, Xi]
pertenece a ker wn,. Se deduce que {X;7,X;k] = 0 para todo .k =2...,n

Consideramos la aplicacion
D(z1,...,2n) = [exp(22X2) 0 - - - exp(2, X)] (21,0, ..., 0)

y VU es un difeomorfismo local porque D¥(0) = Id. Como los campos X; conmutan,

se tiene
P(z1,...,2n) = lezp(ze Xo + - + 2. X)) (21, 0,...,0).
Por construccién, ¥ conjuga X; al campo constante 9/0z; para todo j = 2,...,n,
porque
\Il*w—(a)—O Vi =2 n
- (92] Y J=4 .51,
se tiene V*w = udzq, con u(0) # 0. |

Es decir, el teorema de Fobenius concluye una manera simple de expresar 1-

formas integrables en puntos regulares y de modo local.

2.4. Divisién de Rham-Saito

Nosotros vamos a redefinir dos casos especiales de la divisién de Rham-Saito.
Para ello, repasamos algunos términos del algebra conmutativa. Ello nos da el
fundamento algebraico de la presente investigacion. También, al final de la seccidn,

damos otras expresiones del teorema de Frobenius.
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Sea.J un ideal deiQ,, = C{zy,- .., z.} y A-el dlgebra analitica O0,,/J. Recordemos
que st A C A es un ideal, la profundidad de A es el méis grande entero ¢ para
los cuales existen -elementos a;,...,a, de A con la propiedad siguiente: a; no es
un divisor de cero en A/(ay,...,a;-1) para todo j = 1,...,q. La denotamos por
prof A.

Otra manera equivalente de enunciar: la profundidad del ideal A es el ma-
yor eentero j para los cuales existe un elemento b & (a1,...,a;-1) tal que ab €

((1,1, ey aj_l).

Consideramos el O,-médulo Qcn, = @, Q. o de gérmenes de formas diferen-

ciales de cualquier orden k en el origen de C™ y

k
A= @A
dénde

k
NA=0%,&Q) A
On

el A-médulo de formas diferenciales con coeficientes en A. Un elemento de A" A se

escribe en la base dz;, Adz;, A -+ Adz;, como

Zgjl_h"‘jkdzj] Ao Ndzg,

donde g;,..;, = a;..;,+J es un elemento de O,. Notamos por A"A=Ay \"T A=
0 para 5 > 1.
El siguiente lema se usara para relacionar la profundidad de un ideal engendra-

do.

Lema 4. Sea w = }_a;dz; un elemento no nulo de NA Sige N A verifica

B Aw =0, entonces existen 0; en /\k—l A tal que

Prueba Basta aplicar los campos % por producto interior a la igualdad fAw = 0.
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Teorema 8. Seaw =) .a.dz; en N' A y A el ideal engendrado por los coeficientes
de w. Si B es un -elemento de /\kA tal que w AP =0 y si k < profA, entonces
existe 0 € /\k—lA tal que B =w A 6.

Prueba Un bosquejo de la prueba dice, primero se hace recurrencia sobre k. Si

k=0,8=>be¢e A, verifica bw = 0, es decir,

ba. =0

-7 ?

Vi=1,2,...,m;

Como profA > 0 se deduce que b = 0. Supongamos el resultado establecido para
los indices 7 < k, se aplica el lema anterior para la existencia del elemento 8’ €
Nk —1A. E

Los resultados que vamos logrando tratan de diversas condiciones o hipdtesis
para despejar formas factores o divisores de cero en funcién a 1& otra forma. El

teorema que sigue toma en cuenta la codimensién de la singularidad de la 1-forma.

Teorema 9 (Teorema de Rham-Saito). Consideramos el germen de la 1-forma
holomorfa w = Zgjndzj en el origen de C™ y B un germen de k-forma tal que
wAB=0. 5k < codSing(w), entonces existe un germen 6 de (k — 1)-forma tal

que B=wA§.

En particular cuando w tiene una sihgularidad aislada, el enunciado se aplica a
toda forma £ de grado inferior o igual a n — 1.
Prueba Sea J el ideal engendrado por los coeficientes de w. Es suficiente observar
que prof J > codimSing(w).
[
Fijemos un germen w = Z?zl a;dz; de 1-formas integrales en el origen de C™ tal
que cod Smgw > 3. Presentemos el siguiente algoritmo formal de Godbillon-Vey

que produce una integral primera formal de w.

Como w es integrable se cumple w A dw = 0. El primer teorema de Rham Saito

asegura la existencia de un germen de forma w; € Q%:n’o, tal que

dw = w A w;.



Dhiferenciando la igualdad precedente se obtiene
=dw A w —wAdw = —w A dw.

De nuevo existe wy tal que

dwl =1 f\-’lUp_.

Por recurrencia, se-construye un conjunto de gérmenes de 1-formas w; € (2%, o tal
que

k
dw; = w A w1 + ) Ciwr A Wi r4i-
1<k

Signiendo la idea de Martinet, nos ayudamos de una variable ¢ y se considera la

forma diferencial formal

3=0
Se tiene
- .
div = Z F(u, Awign + Z C';‘)wk A Wi_geq1)
J=0 <k<j
dt A
"G

De donde

i
A = w A E nfty
i=1
Por consecuencia la 1-forma formal 1 es no singular e integrable. El teorema

de Frobenius formal, que es una adaptacidn elemental del primer teorema asegura

la existenci de dos series formales F, G en C[z, .. ., 2,)] tal que
G(0) #0, @w=GdF.
Para t = 0 esta igualdad conduce al enunciado siguicnte.

Teorema 10. Siw = 3 5 a;dz; es un germen de I-forma integrable en el origen
de C™ tal que Cod Singw > 3, enionces w posee una integral primera formal; es
decir, existen dog series formales f, 7€ Clle, ..., 2. tal que

—~

G0)#£0, w="gdf.

Este teorema establece la formalidad de las 1 formas integrales sin interesar que

el origen sea punto singular de C™
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2.5. Teorema de Frobenius singular

El siguiente lema resuelve el problema del paso de la integral primera formal a
integral primera holomorfa en las singularidades simples.
Se dice que el origen es una singularidad simple en el origen de una foliacién F

dada localmente por w = a(z,y)dz + b(z, y)dy si la matriz jacobiana

—b:(0) —b,(0)

Jo(w; z,y) =
A P R

tiene dos valores propios distintos A, u tal que u # 0y A/p & Q7. La definicién no
depende de la eleccién de w ni de las coordenadas (z,y).

Observe , en particular, que si A = 0 y u es cualquier valor no nulo entonces el
cociente \/p = 0 & Q7. Luego, el origen es una singularidad simple; en este caso ,

llamamos al origen una singularida simple silla nodo.

Lema 5. Sea F un germen de foliacidn con una singularidad simple en el origen
del plano C?. Si F posee una integral primera formal no constante }?, entonces F

tiene una integral primera holomorfa f.

Prueba Las componentes irreducibles de fAson las curvas integrales formales y F
tiene una singularidad simple en el origen, luego, existe un sistema de coordenadas
formales (Z,y) tal que
F-ry

donde 7, g son nimeros enteros primos relativos. Por consiguiente F es formalmente
linealizable y descrito por |

— dz dy

TY\r—+q—

vr—=+g¢ 7 ) |

. El teorema de Briot- Bouquet asegura la convergencia de las curvas T = 0,3 = 0.

Existe un sistema de coordenadas convergentes (z,y) en las que F es dada por
w=rydr +qz(1+ U(z,y))dy, U(0,0)=0.
También se tiene

fla,y) = 2"y W(z,y) = TF
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donde W (z,,vy) es una unidad formal w (0) = 1 Consideramos €l campo de vectores

. 0 0
X =qz(l+U(z,y)) 5= —rym-

y-el flujo ®; = ezptX el grupo de 1 pardmetro es decir, tiene la forma
®(z,y) = (zezp (qt)V(z,y,1), yezp(—rt))

con V(0,0,t) = V(z,y,0) = 1. Designamos por X para representar el germen del
mismo X definido sobre la bola B C C? centrado en el origen. Si B es suficiente-
mente pequehio , la aplicacién (z,y,t) — Uy(z,y) estéd definido sobre B x D(0,7)
donde D(0,7) es el disco de radio 7 centrado en el origen. Como X j?= 0 para todo
t € D(0,7) se tiene ]?o@zm = ]?El difeomorfismo @y, (z.y) = (xV (z,y, 2i7),y) ==
(zVi(z,y),y) es tangente a la identidad, se deduce -

Vi (2, y)W(zVh,y) = W(z,vy).

El teorema de la funcién implicita aplicado a la ecuacién precedente conduce a
Vi =1, es decir, ®g;r = [dee
Notamos por D®,(0) la diferencial de ®; en el punto 0 e introducimos la apli-
cacion .
H(z,y) =/O (Dyir(0)) ™ Coimy (2, y)dt
que és holomorfo sobre una vecindad del origen de C2. Observamos que DH(0) =

Id. Para un ntimero real s vecindad de 0 se tiene
Ho®y,, = /Ol(Dq)Ziﬂt(O))—1CI>2i7r(t+s) (z,y)dt
= [ DO (DRans(0) i )
— D22n(0) | (DBaer(O) it o)
Como t = $g;ry s periddico de perfodo 1, se puede escribir

1 1
/ (D®;i;lr(f,+s)(o))q)2i7r(t+s) (.’l?, y) dt = / (D@%wt(O))_l(I)Zim (',L') y>dt = H(.’L‘, y)
0 0

Finalmente, (H o ®g;rs(z,y) = (DPoirs(0) 0 H)(z,y) para todo s suficientemente

pequeno; como H es holomorfo, se tiene
Ho q)t = D@t(O)) o H.
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Tenemos -que H lienealiza X. Kl campo X v w poseen una integral primera conver-
gente f, que puede €legirse bajo la forma z"y9.
‘Quiere decir, si F wes €l germen de una foliacién «con una singularidad simple
entonces la integral primera formal y holomorfa son equivalentes.
El caso general la obtenemos a partir de las singularidades simples y del com-

portamiento-de las integrales primeras por explosiones.

Observacién Sea f = z"y? donde 7,.¢ son primos entre si. Observamos en la
prueba anterior, que si § es una integral primera formal de F, luego, existe ¢ € Cl[t])

tal que g =to f. Ademaés, g es convergente si y sélo si t es convergente.

Lema 6. Sea F € C[[z1,...,2,)] y7: E — (C"0) la explosion del origen de C™.
St eziste un punto m € 7 (0) tal que (ﬁ O T)m S€a convergente, entonces F es

convergente.

Prueba Haciendo un cambio lineal de coordenadas, es suficiente mostrar que la

convergencia de la serie formal

§ L e
a]l-njﬂ,pl zn
es equivalente a
T e i 2 R
§ Qjygn ] ) Z

La convergencia de la segunda serie asegura la existencia de una constante A > 1
tal que

o S1+2(gz+ - gn).
laj.j.] < A "
sigue |aj,..;.| < (A2)H2t0n y la primera serie converge. [ |

Proposicién 4. Sea F un germen de foliacion en el origen de C? que posee una

wntegral primera formal

o~ o~

f=hh

donde fl es irreducible y ﬁ, }\2 no poseen factores comunes. Eziste
T etC[]], 97/0t(0) #0

tal que T o f sea convergente. En particular F posee una integral primera conver-

gente.



Prueba La prueba :se hace por recurrencia sobre el nimero minimo ¢ de explo-
siones necesarias para reducir la singularidad de F.

Sig = 0 se.aplica el lema anterior -de dimensién -dos.

Supongamos ahora que el resultado sea verdad para las foliaciones donde la
reduccién de singularidades se hace en menos de ¢ -explosiones Sea 7 : E — C2
la. explosién en -el origen de C* y m € 7! el punto del divisor por el que pasa el
transformado estricto f{ = 0 de la curva formal ]?1 = (: La recurrencia se aplica al

germen en m del transformado estricto 7*F de F y se tiene

o~

(f © 7r)m = f{.,g\a
existe 7 € C[[t]] tal que 7o (f o 7).y, sea convergente: La convergencia de 7 o [ es

asegurado por el lema anterior. |

Lema 7. Sea F un germen de foliacion en el origen de C™ que posee una integral

primera formal j? Supongamos que existe

y:(C,0) = (C",0)

tal que f o~y converge y sea no constante , entonces f converge.

Prueba Searn: E — C"la explosién en el origen. Consideramos la elevacién
7 :(C,0) — E de v por la explosién 7. Supongamos que ¥(0) = m no sea parte de
Singlag,..;,| < Af+252+in) E] teorema de Frobenius clsico asegura la existencia
de coordenadas (y3,-...,ys) en m tal que 7*F sea dado por dy;, por consiguiente

(f o 7)m = U(y1) para un cierto 1 en C[[t]]. Porque

o~ o~

fomy=1U(y(7))

es convergente y no constante, T es convergente. Se sigue enseguida que (fo Tm
también. El lema anterior implica la convergencia' de f

[ |

Finalmente, probamos el importante teorema de Frobenius. El espacio donde

se trabaja es el espacio C™.

Teorema 11 (Teorema de Frobenius singular). Sea F un germen de foliacidn en
el origen de C" de codimensidén uno. Si Codim SingF > 3, entonces F posee una

integral primera convergente.

33



Prueba Si se tiene una germen de foliacién F de.codimensién uno, entonces existe
un germen de 1-forma w integrable. Del teorema de Frobenius formal , existen f'g\
en Cllz,...,2,)] tal que w = GdF, donde 9(0) s 0. Tenemos a ¥ una integral
primera formal de la foliacién. Sila aplicacién i : (C2,0) — (C™,0) es una inmersién
transversal a F, la cual existe por [4], luego , por -definicién Sing(i*F) = {0}; esto
significa que Codim Sing(i*F) = 2 donde se trabaja el espacio. Entonces, pasando
al espacio C? tenemos
#w = (goi)d(foi)

y la composicién ﬁ) = ]?oz' satisface las hipdtesis de la proposicién 4, porque en caso
contrario si J/% no es irreducible, se tiene que :Codim 'Singdﬁ) = 1, contradiciendo
la inmersién transversal de i. Por consiguiente existe | en tC[[t]] tal que o f o i
sea convergente. La convergencia'de To j/‘\ es consecuencia del lema anterior, alli, se

aplica en élegir la curva v =i oy, donde
"N (C/O) - ((C2)O>

es tal que fo v sea no constante. La funcién holomorfa To fes la integral primera

holomorfa de F. ' [
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DISCUSION

Usando [2], hemos llegado a probar un teorema importante en el estudio de
las foliaciones holomorfas; esto nos permite relacionar e interactuar nociones de
campos vectdriales, 1-formas diferenciales y foliaciones integrales. Nuestro objeto
de investigacién son la integrales primeras, es decir, una funcién f € O(M) no
constante tal que w; A df = 0 donde {(U;, w;)} es ﬁn sistema de coordenadas para.
una foliacién F de la variedad M.

Podemos tomar las 1-formas del sistema de coordenadas y exigir la afirmacién de
las formas diferenciales del teorema de Frobenius en el caso particular de foliaciones
de codimensién 1, donde se cumple dw; A w; = 0 en cada particién U; de M.

Sabemos que se tiene localmente integrales primeras a la luz de la nueva hipdte-
sis dw; A w; = 0, queremos buscar alguna condicién global para las integrales

primeras holomorfas.
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CONCLUSIONES

1. Si F es una foliacién sobre C? con una singularidad simple en el origen, existe
una curva convergente siguiendo la direccién del autovalor no nulo en el origen

|y transversal a una curva integral dada de la foliacién.

2. Existe un germen de una integral primera formal para foliaciones que tengan

codimensién mayor a dos.

3. La explosién de una foliacién alrededor del origen preserva la convergencia
de series formales, es decir, si el explotado de la serie es convergente entonces

la serie original es convergente.
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EXISTENCIA DE INTEGRALES PRIMERAS HOLOMORFAS PARA
FOLIACIONES DE CODIMENSION MAYOR A DOS
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RESUMEN

En esta investigacién estudiamos la existencia de integrales primeras convergentes para foliaciones
de codimensién mayor a dos, extendiendo el resultado formal del Teorema de Frobenius singu-
lar formal con la construccién del algoritmo de Godbillon-Vey. Realizamos un estudio teérico de
las foliaciones, explosiones y teoremas de integrabilidad de Frobenius. La existencia de integrales
primeras permite entender la topologia de las hojas de la foliacién

Palabras claves: foliaciones, convergencia de integrales primeras

Abstrac :
Existence of first integrals for foliations with codimension holomorphic greater than two

In this research we study the existence of convergence first integrate for foliations with codimension
bigger than two, we extended the formal research of singularities of Frobenius theorem with the
construction of Godbillon-Vey algorithm. We do the theoric study of foliations, blowup and theo-
rems of Frobenius “integrable. The existence of firts integrate allows us to understand the topology
of leaves foliations.

Keywords: foliations, first integrate convergence

1. Introduccion

El articulo titulado “ Existencia de integrales primeras holomorfas para foliaciones de codi-
mensién mayor a dos” tiene el propdsito de presentar de manera completa el llamado Teorema de
Frobenius, pero extendiendo los resultados a las integrales primeras holomorfas para foliaciones de
codimensién mayor a dos.

Presentamos el contexto de las foliaciones, explosiones, los campos vectoriales y el dual de las
1-formas diferenciales y el importante teorema de Briot-Bouquet.

En la parte de los resultados nos centramos en lograr demostrar la existencia de las integrales
primeras para foliaciones de codimensién mayor a dos, bajo las siguientes inferencias: por el al-
goritmo de Godbillon-Vey construimos formalmente la existencia de una integral primera formal,
la hipétesis de la codimensién mayor a dos proviene de los teoremas del dlgebra conmutativa de
Rham-Saito; presentamos la conversién de una integral primera formal e holomorfa para puntos
simples y foliaciones de dimensién dos; aplicando resultados de explosiones se logra el resultado
que deseamos.

José Luis Condori C.

Presentamos la definicién de foliacién holomorfa.

Definicién 1. Sea M wuna variedad compleja de dimensién m y clase C®. Una foliacién de
clase C" (0 < r < o0)y dimensién n (0 <n < m) de M, denotada por F, es un atlas mazimal
con las siguientes propiedades:

a) Sila carta (U,¢) € F, con U abierto en M, entonces ¢(U) = Uy x Uy C C" x C™ ", donde Uy
y Us son polidiscos abiertos y centrados en el origen de C* y de C™™", respectivamente.

b) Si (U,¢) y (V,4) son dos cartas de la foliacion F tales que U NV # (), entonces el cambio de
coordenadas serd de clase CT y es dada por tho ¢~ : g(UNV) = (U NV) bajo la siguiente
regla ‘

Yo ¢_1($, y) = (hl (:C> y)a hZ(y)):
donde hy : pUNV) = C™ ha: ¢(UNV) — C™ ™ son funciones de clase CT.



Ahora presentamos la explosién en el plano C2.

Definicién. La explosién de C? en el origen 0 € C? es el subconjunto de C* x CP(1) dada por

C§ = {(p,0p),p # 0} U ({0} x CP(1)).

Lo que hace la explosién es reemplazar 0 € C? por el espacio proyectivo CP(1).

A continuacién veamos los campos vectoriales. Dado un campo de k-planos P en M, diremos
que el campo de vectores X es tangente a P si X(q) € P(g) para todo ¢ en el dominio de X.

Un campo de k-planos P de clase C"(r > 1) es llamado involutivo si dados X,Y campos de
clase C? tangentes a P entonces [X,Y] es tangente a P.

Diremos que P es completamente integrable si existe una foliacién F de dlmensmn k y clase
C" en M tal que T'F = P, donde T'F es €l campo de planos tangente a F.

2. Materiales y métodos

Esta investigacién es un tipo de investigacién bésica en la lectura de los articulos referidos en
la bibliografia, en especial [2]. Trata de buscar la expresién formal a la equivalencia de una serie de
coeficientes p-adicos con una serie polinomial més sencilla llamada PDJ. Se da algunos ejemplos y
se analiza en su generalidad.

Tipo de investigacién: bésica, nivel de investigacién: explicativa, método: deductivo, 1nduct1vo y-
analitico, disefo: explicativo, instrumentos: bibliografia especializada .

3. Resultados

En la primera subseccién presentamos el fundamento formal de nuestra investigacién con el
teorema de frobenius formal. En la siguiente subseccién probamos la veraCIdad de nuestra hipdtesis
de la existencia de integrales primeras holomorfas.

3.1. Divisiéon de Rham-Saito

Nosotros vamos a redefinir dos casos especiales de la divisién de Rham-Saito. Para ello, repasa-
mos algunos términos del dlgebra conmutativa. Ello nos da el fundamento algebraico de la presente
investigacién. También, al final de la seccidn, damos otras expresiones del teorema de Frobenius.

Sea J un ideal de O = C{z1,..., 2} ¥ A el dlgebra analitica O, /J. Recordemos que si ACA
es un ideal, la profundidad de A es el mas grande entero g para los cuales existen elementos
a1,...,a4 de A con la propiedad siguiente: a; no es un divisor de cero en A/(a1,...,a;-1) para
todo j =1,...,q. La denotamos por profA. _

Otra manera equivalente de enunciar: la profundidad del ideal A es el mayor eentero j para los
cuales existe un elemento b ¢ (a1,...,a;-1) tal que ab € (a1,...,a;-1).

Consideramos el Op-médulo Q¢- o = B, QC" de gérmenes de formas diferenciales de cualquler

orden k en el origen de C™ y
k
Aa=BAs

donde

k
ANA=09,K) 4
On

" el A-médulo de formas diferenciales con coeficientes en A. Un elemento de /\k A se escribe en la
base dzj; Adzj, A+ Adzj, como

[P Jkd/u]'1 FANCERIVAN de,c

donde g;,...;, = @j,...5 + J es un elemento de O,. Notamos por ANA=Ay N A=0para
j=21
El siguiente lema se usard para relacionar la profundidad de un ideal engendrado.

[]



Lema 1. Seaw =Y a;dz; un elemento no nulo ale_/\1 A Sipe /\k A verifica BAw = 0, entonces

existen 6; en \*"* A tal que
a;8=wnb;.

Prueba Basta aplicar los:campos 5 ~ por producto interior a la igualdad § A w = 0. n

Teorema 1. Sea w = Zgjdzj en /\1 Ay A el ideal engendrado por los coeficientes de w. Si B

es un elemento de /\k Atal quew AP =01y sik <profA, entonces existe § € /\k_lA tal que
B=wnb.

Prueba Un bosquejo de la prueba dice, primero se hace recurrencia sobre k. Sik =0, f=b € A,
verifica bw = 0, es decir,
ba;, =0, Vj=12,...,m

Como prof.A > 0 se deduce que b = 0. Supongamos el resultado establecido para los indices j < k,
se aplica el lema anterior para la existencia del elemento 8’ € Ak — 1A. E

Los resultados que vamos logrando tratan de diversas condiciones o hipdtesis para despejar
formas factores o divisores de cero en funcidn a la otra forma. El teorema que sigue toma en cuenta
la codimensién de la singularidad de la 1-forma.

Teorema 2 (Teorema de Rham-Saito). Consideramos el germen de la I-forma holomorfo w =
>_a;ndz; en el origen de C™ y B un germen de k-forma tal que w A 8 = 0. Si k < codSing(w),
entonces existe un germen 9 de (k — 1)-forma tal que B =w A 6.

En particular cuando w tiene una smgularldad aislada, el enunciado se aplica a toda forma 3
de grado inferior o igual a n — 1.
Prueba Sea J el ideal engendrado por los coeficientes de w. Es suficiente observar que prof.J >
codimSing(w).

[

Fijemos un germen w = Z;;] a;dz; de 1-formas integrales en el origen de C™ tal que cod Singw >
3. Presentemos el siguiente algoritmo formal de Godbillon-Vey que produce una integral primera
formal de w.

Como w es integrable se cumple w A dw = 0. El primer teorema de Rham Saito asegura la
existencia de un germen de forma w; € Q}cn,o, tal que

dw=wA w;.
Diferenciando la igualdad precedente se obtiene
O=dwAw —wAdw, = —wAdw;.

De nuevo existe wy tal que .
dw; = w A wa.

Por recurrencia, se construye un conjunto de gérmenes de 1-formas w; € Q& o, tal que
dw; = wA w41 + Z wak A Wj—g41-
1<k<j

Siguiendo la idea de Martinet, nos ayudamos de una variable t y se considera la forma diferencial
formal

oo

O

=0 ‘7
Se tiene
7
31

w/\wj.H + Z Cf)'u)k /\wj—k+1> .

o
=0 <k<j
-1
dt A —_—
‘+ ; (] _ l)l J



De donde _
1
dB =AY nfty
i=1
Por consecuencia la 1-forma formal @ -es no singular e integrable. El teorema de Frobenius
formal, que es una .adaptacién elemental del primer teorema asegura la existencia de dos series
formales F, G en Cllz1,. .., z,]] tal que

G(0) #£0, = GdF.
Para t = 0 esta igualdad conduce al enunciado siguiente.

Teorema 3. Siw = Z?=1 a;dz; es un germen de I-forma integrable en el origen de C™ tal que
Cod Singw > 3, -entonces w posee una integral primera formal; es decir, ezisten dos series formales
£.9€Cllz, ...,z tal que

30 #0, w="gdf.

Este teorema establece la formalidad de las 1 formas integrales sin interesar que el origen sea
punto singular de C*.

3.2. Teorema de Frobenius singular

El siguiente lema resuelve el problema del paso de la integral primera formal a integral primera
holomorfa en las singularidades simples. ‘

Se dice que el origen es una singularidad simple en el origen de una foliacién F dada localmente
por w = a(z,y)dz + b{z, y)dy si la matriz jacobiana

| [ =bg(0) —by(0)
JO(’LU,-’L',Z})—( a'z(()) Qy(o) > .

tiene dos valores propios distintos X, i tal que u# 0y \/u € Q. La definicién no depende de la
eleccidn de w ni de las coordenadas (z, ). ,

Observe , en particular, que si A = 0 y u es cualquier valor no nulo entonces el cociente
Ap=0¢Q". Luego, el origen es una singularidad simple; en este caso , llamamos al origen una
singularida simple silla nodo.

Lema 2. Sea F un germen de foliacidn con una singularided simple en el origen del plano c2.
Si F posee una integral primera formal no constante f, entonces F tiene una integral primera
holomorfa f. .

Prueba Las componentes irreducibles de f son las curvas integrales formales y F tiene una
singularidad simple en el origen, luego, existe un sistema de coordenadas formales (Z,7) tal que

f=aT
donde r, ¢ son nimeros enteros primos relativos. Por consiguiente F es formalmente linealizable y
descrito por
., dT dy
TY(r—= +¢=)
z Y

. El teorema de Briot- Bouquet asegura la convergencia de las curvas T = 0,7 = 0. Existe un
sistema de coordenadas convergentes (z,y) en las que F es dada por

w = rydz + ¢z(1 + U(z,y))dy, U(0,0)=0.

También se tiene ~ .
flzy) = 2"y W(z,y) =2"Y°

donde W(x, ,¥) es una unidad formal W(O) = 1 Consideramos el campo de vectores

0
X =qz(l+ U(z,y))& ~ g,



y el flujo ®; = exptX el grupo de 1 pardmetro es decir, tiene la forma

®4(z,y) = (zezp (gt)V (z,9,1), yezp(—rt))

con V(0,0,t) = V(z,y,0) = 1. Designamos por X para representar el germen del mismo X definido
sobre la bola B C C? centrado en el origen. Si B es suficientemente pequefio , la aplicacién
(z,y,1t) v Uz, y) estd definido sobre B x D(0,7) donde D(0, 7) es el disco de radio 7 centrado en
el origen. -Como X f = ( para todo t € D(0,7) se tiene f o ®oir = f El difeomorfisnio ®gir(z,y) =
(zV (z,y, 2i7),y) == (2V1(z,y), y) es tangente a la identidad, se deduce

Vi (@, y)W(zV1,y) = W(z,y).
El teorema de la funcién implicita aplicado a la ecuacién precedente conduce a Vi = 1, es decir,

@i = Idce
Notamos por D®,(0) la diferencial de @, en el punto 0 e introducimos la aplicacién

1
Hiz,y) = /0 (DD (0) 7 @i, )

que es holomorfo sobre una vecindad del origen de C?. Observamos que DH(0) = Id. Para un
nimero real s vecindad de 0 se tiene

) .
Ho @21'#5 = / (D¢27_l7rt (O))_lq)%ﬂ(t-i-s) (.’E, y)dt
JO .

1
/ Dq>2i773(0) (D®2iﬂ(t—i—s) (O))—lq)Zi'rr(t+s) (:L', y)dt
o}

1
D¢)2i7rs (0) / (D®21ﬂ(t+s) (O)>—1¢2i7r(t+s) (.’I), y)dt
0

Como t — ®g;, es periddico de periodo 1, se puede escribir

-1 1 ‘
/0 (D(p;i},r(t+s)(o))(b2i7r(t+s) (IE, y)dt = A (DQZirt(O))_l@Ziﬂ't(ma y)dt = H(I) y)

Finalmente, (H o ®aizs(z, y) = (D®P2ins(0) o H)(z,y) para todo s suficientemente pequenio; como
H es holomorfo, se tiene
Ho®, = D&,(0)) o H.

Tenemos que H lienealiza X. El campo X y w poseen una integral primera convergente f, que
puede elegirse bajo la forma z"y9. |
Quiere decir, si F es el germen de una foliacién con una singularidad simple entonces la integral
primera formal y holomorfa son equivalentes.
" El caso general la obtenemos a partir de las singularidades simples y del comportamiento de
las integrales primeras por explosiones.

Observacién Sea f = z7y?, donde r, ¢ son primos entre s{. Observamos en la prueba anterior, que
si g es una integral primera formal de F, luego, existe t € C[jt]] tal que § =t o f. Ademds, § es
convergente si y sélo si ¢ es convergente.

Lema 3. Sea F € Cllz1,...,za]] y 7 : E — (C",0) lo ezplosion del origen de C™. Si eziste un
punto m'€ 7~ *(0) tal que (F o), sea convergente, entonces F' es convergente.

Prueba Haciendo un cambio lineal de coordenadas, es suficiente mostrar que la convergencia de

la serie formal )
: E i
Gjijn®l z"

~.71‘4' Jnd2 L0 -
§ Gjy-ejn 2 z z"

La convergencia de la segunda serie asegura la existencia de una constante A > 1 tal que

es equivalente a

|, g ] < ATIF2G2EI0),

< (A?)1tiztdn y 1a primera serie converge. [

sigue |aj, ...,



Proposicién 1. Sea F un germen de foliacién en el origen de C? que posee una integral primera
formal R

f=nhh
donde fl es irreducible y ﬁ, f2 no poseen factores comunes. Eziste

7 etC[le]], O7/040) #0

tal que T o f sea convergente. En particular F posee una integral primera convergente.

Prueba La prueba se hace por recurrencia sobre el niimero minimo g de explosiones necesarias
para reducir la singularidad de.F. '

Si ¢ = O se aplica el lema anterior de dimensién dos.

Supongamos ahora que el resultado sea verdad para las foliaciones donde la reduccién de sin-
gularidades se hace en menos de ¢ explosiones Sea 7 : E — C? la exploEién en el origen de C? y
m € 77! el punto del divisor por el que pasa el transformado estricte fj = 0 de la curva formal
71 = 0: La recurrencia se aplica al germen en m del transformado estricto n*F de F y se tiene

o~

(Fom)m = 5

existe 7 € C[[t]] tal que To ( fo T)m sea convergente: La convergencia de 7o fes asegurado por el
lema anterior. : |

Lema 4. Sea F un germen de foliacidn en el origen de C™ que posee una integral primera formal
f- Supongamos que eziste

v:(C,0) = (C,0)
tal que fo Y converge y sea no constante , entonces f converge.

Prueba Sear:E — C™ la explosién en el origen. Consideramos la elevacién 7 : (C,0) = E de -
7 por la explosién 7. Supongamos que F(0) = m no sea parte de Singla;,...;, | < AN+20z+3n) El
teorema de Frobenius cldsico asegura la existencia de coordenadas (y1,...,y») en m tal que 7*F
sea dado por dy;, por consiguiente (Fom)m = I(y1) para un cierto I en C[[t]]. Porque

Fomy =1w (7))

es convergente y no constante, Tes convergente. Se sigue ensegulda que (., fo Tm tamblen El lema
anterior implica la convergencia de f .
. | |
Finalmente, probamos el importante teorema de Frobenius. El espacio donde se trabaja es el
espacio C™.

Teorema 4 (Teorema de Frobenius singular). Sea F un germen de foliacién en el origen de C*
de codimensidn uno. Si Codim SingF > 3; entonces F posee una integral primera convergente.

Prueba Si se tiene una germen de foliacién F de codimensién uno, entonces existe un germen
de 1-forma w integrable. Del teorema de Frobenius formal , existen f,g en C[[z1,...,2,]] tal que
w= 'jdf, donde §(0) # 0. Tenemos a funa integral primera formal de la foliacién. Si la aplicacién
i: (C?,0) — (C*,0) es una inmersién transversal a F, la cual existe por [4], luego ; por definicién
Sing(i*F) = {0}; esto significa que Codim Sing(i*F) = 2 donde se trabaja el espacio. Entonces,
pasando al espacio C? tenemos

i*w= (Goi)d(foi)

y_la composicién fo f o i satisface las hipétesis de la proposicién 1, porque en caso contrario si
fo no es irreducible, se tiene que Codimn Singd fo = 1, contradiciendo la inmersién transversal de )
i. Por consiguiente existe Ten tClit]] tal que lo f o i sea convergente. La convergencia de o f es
consecuencia del lema anterior, alli, se aplica en elegir la curva v =7 0 y;, donde

s

7 : (C,0) = (C2,0)

es tal que ]? o v sea no constante. La funcién holomorfa To f es la integral primera holomorfa de
F. ' : -



4. Discusion

Hemos llegado a probar un teorema Importante en el estudio de las foliaciones holomorfas;
esto nos permite relacionar e interactuar nociones de campos vectoriales, 1-formas diferenciales
y foliaciones integrales. Nuestro objeto .de investigacién son la integrales primeras, es decir, una
funcién f € O(M) no constante tal que w; Adf = 0 donde {{U;,w;)} es un sistema de coordenadas -
para una foliacién F de la variedad M.

Podemeos tomar las 1-formas del sistema de coordenadas y exigir la afirmacién de las formas
diferenciales del teorema de Frobenius en el caso particular de foliaciones de codimensién 1, donde
se cumple dw; A w; = 0 en cada particién U; de M. ,

Sabemos que se tiene localmente integrales primeras a la luz de la nueva hipétesis dw; Aw; = 0,
queremos buscar alguna condicién global para las integrales primeras holomorfas.
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