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RESUMEN 

El presente trabajo tiene por finalidad ofrecer un conocimiento amplio del flujo 

bidimensional en tramos curvos de canales abiertos y da las pautas para su 

aplicacion empleando metodos de calculo accesibles que permitan resolver de 

manera acertada las ecuaciones que rigen. Con la finalidad de mostrar el tema de 

una manera clara y detallada, se desarrolla la tesis en siete capitulos los cuales 

describimos en forma resumida a continuation. 

E l Capitulo uno, se presenta el planteamiento del problema, la justification e 

importancia del trabajo de investigacion. Ademas se hace un planteamiento sobre 

los objetivos que se persigue con la tesis. 

E l Capltulo dos, se desarrolla la revision historica (o estado del arte) del 

tratamiento del problema: se da un repaso de los criterios para el diseno de 

canales abiertos que se manejan en el medio, se presentan las ecuaciones que 

gobiernan el flujo bidimensional en coordenadas rectangulares, se describe el 

proceso de la transformation de coordenadas rectangulares a coordenadas 

curvilineas generales de las ecuaciones de hidrodinamica de la version 

rectangular a la version covariante con componentes fisicos, se determinan los 

parametros y tensores metricos de transformacion de coordenadas rectangulares 

a coordenadas polares. 

E l Capltulo tres, se presenta el desarrollo del modelo numerico para calcular el 

flujo bidimensional a superficie libre con regimen subcritico, el modelo utiliza un 

sistema de coordenadas curvilineas generales, se presenta un esquema de 

diferencias finitas, esquema explicito de segundo orden en el espacio de 

MacCormack para discretizar y resolver las ecuaciones de hidrodinamica en 
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coordenadas curvilmeas y coordenadas polares, junto con las condiciones de 

frontera y estabilidad del esquema. 

E l Capitulo cuatro, se demuestra la bondad del modelo numerico desarrollado en 

este estudio inmerso en el programa Bend Flow 2D. Para ello se escogio un tramo 

curvo de canal de seccion rectangular. S e muestra el proceso de introduccion de 

datos, calculo y obtencion de resuitados. 

E l Capitulo cinco, se presenta el programa Iber version 2.04 en donde se compara 

los resuitados obtenidos por el modelo numerico implementado en el programa 

Bend Flow 2D. 

E l Capitulo seis, se realiza la modelizacion del tramo curvo del canal en estudio 

mediante el programa Iber version 2.04, su correspondiente comparacion y 

calibracion de los resuitados con base en los respectivos datos medidos en 

campo. S e analizan tres escenanos distintos: uno, haciendo variar los caudales 

de ingreso: dos, variando el Radio de la curva y tres, variando el Angulo del talud; 

a fin de determinar la implicancia en los tirantes de ambos extremos de la seccion 

central de la curva y su correspondiente sobreelevacion. 

E l Capitulo siete, finalmente se expone las conclusiones y recomendaciones sobre 

el tema tratado en el presente trabajo. 
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1 . CAPITULO I. INTRODUCCION 

1.1 Planteamiento del Problema 

L a presente investigation se enfoca en el estudio del comportamiento del flujo 

bidimensional en tramos curvos de canales abiertos, a fin predecir y de tomar las 

consideraciones necesarias en su diseno hidraulico y topografico. 

L a presencia de curvas en el alineamiento de canales abiertos es inevitable, el 

flujo presente en estas curvas esta bajo la influencia de la aceleracion centrifuga 

la cual es responsable de la sobreelevacion y demas fenomenos que se producen 

en la superficie del flujo a lo largo de un canal curvo. L a velocidad longitudinal y el 

radio de la curva condicionan la determinacion de la aceleracion centrifuga y por 

ende de la sobreelevacion que es la inclination transversal de la superficie del 

flujo. Por otro lado es importante el calculo de la sobreelevacion en la superficie 

del flujo porque la diferencia de niveles delinea la planicie de inundacion y 

determina la altura requerida para proyectar estructuras hidraulicas. 

Dado que la geometria del canal condiciona las caracteristicas del flujo en canales 

curvos en este trabajo se abordara metodologias para la modelacion 

bidimensional, para esto es necesario el estudio de las leyes del flujo 

bidimensional que estan establecidas por las ecuaciones de Saint Venant o 
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ecuaciones de aguas someras promediadas en la profundidad conocidos tambien 

como ecuaciones de hidrodinamica para flujos bidimensionales horizontales a 

superficie libre, dichas ecuaciones constituyen un sistema hiperbolico de leyes de 

conservation no lineales y, debido a su complejidad, no poseen solucion analitica 

salvo en ciertos casos particulares. 

E n vista a esta dificultad se recurren a diversos metodos de so|uci6n 

encontrandose al metodo numerico como la alternativa que mejor solucion da al 

problema. 

E n muchos estudios desarrollados es comun el uso de modelos matematicos en 

la solucion de problemas de flujos a superficie libre, dependiendo del problema 

que se quiera resolver se puede usar modelos unidimensionales, bidimensionales 

o tridimensionales. 

Dada la escasa information cientifica que existe en el medio sobre el analisis del 

flujo bidimensional en el presente trabajo se desarrolla la interpretation completa 

de un modelo numerico para determinar las caracteristicas hidraulicas, 

correspondientes a tirantes, velocidades, sobreelevacion, radios de curvatura 

adecuados y demas parametros. 

Los modelos numericos suponiendo que el flujo es bidimensional, se basa en la 

ecuacion de continuidad y las ecuaciones de cantidad de movimiento en 

coordenadas rectangulares, de los resultados obtenidos permiten concluir que el 

uso de sistemas de coordenadas rectangulares para representar fronteras con 

curvatura o con alineamiento distinto a la direccion de los ejes rectangulares 

requiere hacer aproximaciones que puedan introducir grandes errores, una 

manera ventajosa de resolver el problema que presentan fronteras irregulares es 

emplear sistemas de coordenadas curvilineas para representar en forma 
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adecuada fronteras definidas por curvas, la ventaja radica en que al disponer de 

una malla en coordenadas curvilineas ajustadas a las fronteras, el espacio fisico 

se puede representar en el llamado piano computacional, el cual se define como 

un piano o conjunto de pianos rectangulares donde el tamano lateral de la celda 

que componen la malla rectangular es unitario y adimensional en el cual se puede 

aplicar los metodos de diferencias finitas en forma similar a como se aplica en 

coordenadas rectangulares los cuales han sido estudiados ampliamente y son 

relativamente sencillos. 

L a aplicacion practica de la presente investigacion se realizara en el canal de riego 

de Suytuccocha, perteneciente a la provincia de Andahuaylas del Departamento 

de Apurimac. 

1.2 Justification e importancia 

L a mayoria de consultores hoy en dia trabajan ciegamente, en el diseno 

topografico e hidraulico de los tramos curvos de canales abiertos sin tomar las 

consideraciones y previsiones necesarias para determinar de las caracteristicas 

geometricas de estos. 

El desarrollo y la generalization de los ordenadores personales cada vez mas 

economicos y potentes han permitido que la modelacion numerica se convierta en 

una herramienta practica, que muestra el proceso numerico permitiendo realizar 

un estudio exhaustivo del funcionamiento hidraulico de un canal durante el 

transcurso de una avenida. 

A partir del analisis del metodo numerico, se podra observar en detalle los 

parametros hidraulicos en todo el tramo curvo del canal, que permitan finalmente 

realizar un diseno adecuado de los radios de curvatura y demas parametros, 

teniendo en cuenta la vida util, as i como finalmente contar con una estructura 
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economica que garantice funcionalidad, sin perjuicio de las instituciones del 

estado de tener que construir nuevamente otra estructura hidraulica. 

L a presente investigacion permite mostrar el proceso de calculo, a traves de un 

modelo numerico inmerso en el programa Bend Flow 2D en donde se puede 

obtenerios parametros de diseno geometrico e hidraulico tales como tirantes, 

velocidades y otros de todo el tramo curvo del canal en estudio. 

L a importancia de la presente investigacion radica en la entrega del analisis 

completo de la formulacion matematica que forma parte del programa Bend Flow 

2D, que permita a estudiantes y consultores contar con una herramienta valiosa 

para el diseno geometrico e hidraulico en tramos curvos de canales abiertos. 

E n el desarrollo de este trabajo de investigacion se obtienen los parametros 

geometricos e hidraulicos del tramo curvo del canal abierto por el metodo de 

diferencias finitas 

1.3 Objetivos 

1.3.1 Objetivo General 

Realizar un analisis completo y detailado de un modelo numerico implementado 

en un programa computacional para el calculo del flujo bidimensional, que permita 

obtener los parametros geometricos e hidraulicos necesarios para el diseno de los 

tramos curvos de canales abiertos. 

1.3.2 Objetivos Especif icos 

• Compara los resuitados obtenidos del modelo numerico implementado en el 

programa Bend Flow 2D a traves del programa Iber version 2.04. 
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• Transitar caudales de diseno a traves del tramo curvo del canal en estudio, para 

obtener resultados correspondientes a tirantes, sobreelevacion y radios de la 

curva, analizar la implicancia en el diseno de la estructura. 

• Interpretar, comparar y calibrar los datos medidos en campo del canal en 

estudio con los resultados del programa Iber version 2.04. 
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2. CAPITULO II. REVISION HISTORICA (O ESTADO DEL ARTE) DEL 

TRATAMIENTO DEL PROBLEMA 

2.1 Criterio para diseno de canales abiertos 

2.1.1 Consideraciones generates 

Por definicion, un canal abierto es un conducto por el cual circula un flujo, que 

tiene una superficie libre expuesta a la atmosfera. Esta superficie es 

esencialmente una interface entre dos fluidos de diferente densidad. E n el caso 

de la atmosfera, la densidad del aire es mucho menor que la densidad del agua. 

El movimiento del flujo (agua) en los canales abiertos es producido por efecto de 

la gravedad, y la distribucion de presiones dentro del fluido es generalmente 

hidrostatica. E l termino canal abierto abarca los flujos que ocurren en canales 

naturales que recorren los campos, las calles residenciales, las autopistas; as i 

como, los conductos parcialmente llenos que transportan aguas negras, los 

canales de irrigation y los rios. 

2.1.2 Elementos basicos en el diseno de canales 

S e consideran elementos; topograficos, geologicos, geotecnicos, hidrologicos, 

hidraulicos, ambientales, agrologicos, entre otros. 
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2.1.2.1 Trazo de canales 

Para trazar un canal o un sistema de canales es necesario recolectar la siguiente 

information basica: 

• Fotografias aereas, imagenes satelitales, para localizar los poblados, caserios, 

areas de cultivo, v las de comunicacion, etc. 

• Pianos topograficos y catastrales. 

• Estudios geol6gicos, salinidad, suelos y demas information que pueda 

conjugarse en el trazo de canales. 

Una vez obtenido los datos precisos, se procede a trabajar en gabinete dando un 

trazo preliminar, el cual se replantea en campo, donde se hacen los ajustes 

necesarios, obteniendose finalmente el trazo definitive 

E n el caso de no existir information topograflca basica se procede a levantar el 

relieve del canal, procediendo con los siguientes pasos: 

a. Reconocimiento del terreno.- S e recorre la zona, anotandose todos los 

detalles que influyen en la determination de un eje probable de trazo, 

determinandose el punto initial y el punto final (geo referenciados). 

b. Trazo preliminar.- S e procede a levantar la zona con una brigada topograflca, 

clavando en el terreno las estacas de la poligonal preliminar y luego el 

levantamiento con teodolito, posteriormente a este levantamiento se nivelara la 

poligonal y se hara el levantamiento de secciones transversales, estas secciones 

se haran de acuerdo a criterio, si es un terreno con una alta distorsion de relieve, 

la seccion se hace a cada 5 m, si el terreno no muestra muchas variaciones y es 

uniforme la seccion es maximo a cada 20 m. 
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c. Trazo definitive- Con los datos del trazo preliminar se procede al trazo 

definitivo, teniendo en cuenta la escala del piano, la cual depende basicamente de 

la topograffa de la zona y de la precision que se desea: 

• Terrenos con pendiente transversal mayor a 25%, se recomienda escala de 

1:500. 

• Terrenos con pendiente transversal menor a 25%, se recomienda escalas de 

1:1000 a 1:2000. 

2.1.2.2 Radios minimos en canales 

E n el diseno de canales, el cambio brusco de direction se sustituye por una curva 

cuyo radio no debe ser muy grande, y debe escogerse un radio minimo, dado que 

al trazar curvas con radios mayores al minimo no significa ningun ahorro de 

energfa, es decir la curva no sera hidraulicamente mas eficiente, en cambio sr sera 

mas costoso al darle una mayor longitud o mayor desarrollo. L a s siguientes tablas 

indican radios minimos segun el autor o la fuente: 

Tabia 2-1 Radio minimo en funcidn al caudal 

Capacidad del canal Radio minimo 
Hasta 10 m3/s 3 * ancho de la base 
De 10 a 14 m3/s 4 * ancho de la base 
De 14 a 17 m3/s 5 * ancho de la base 
De 17 a 20 m3/s 6 * ancho de la base 
De 20 m3/s a mayor 7 * ancho de la base 

Fuente: "International InstituteForLandReclamation And Improvement" ILRI, Principles y Aplicaciones 
delDrenaje, Tomo IV, Wageningen The Netherlands 1978. 
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Tabta 2-2 Radio minimo para Q < 20 m3/s Capacidad del canal 

Capacidad del canal Radio minimo 

20 m3/s 100 m 

15 m3/s 80 m 

10 m3/s 60 m 

5 m3/s 20 m 

1 m3/s 10 m 

Fuente: Ministerio de Agricutturay Alimentacidn, Boleti'n Tecnico N° 7 "Consideraciones Generates 
sobre Canales Trapezoidales" Lima 1978. 

Tabla 2-3 Radio minimo en canales abiertos en funcion del espejo de agua 

Canal de riego Canal de drenaje 

Tipo Radio Tipo Radio 
Sub - canal 4T Colector principal 5T 
Lateral 3T Colector 5T 
Sub - lateral 3T Sub - colector 5T 

Fuente: SatzgitterConsult GMBH "Planificaci6n de Canales, Zona Piloto Ferreftafe" Tomo II/1- Proyecto 
Tinajones -Chiclayo 1984. 
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2.1.2.3 Elementos de una curva 

\ts 

Figura 2.1 Elementos de curva 

Fuente: Criterios de disenos de obras hidraulicas para la formulacion de proyectos 
hidraulicos Autoridad Nacional del Agua -Lima 2010. 

Donde: 

A : Arco, es la longitud de curva medida en cuerdas de 20 m. 

C : Cuerda larga, es la cuerda que sub - tiende la curva desde P C hasta PT . 

IS : Angulo de deflexion, formado en el P I . 

E : External, es la distancia de PI a la curva medida en la bisectriz. 

F : Flecha, es la longitud de la perpendicular bajada del punto medio de la 

curva a la cuerda larga. 

G : Grado, es el angulo central. 

L C : Longitud de curva que une P C con P T . 

P C : Principio de una curva. 

PI : Punto de inflexion. 

P T : Punto de tangente. 

P S C : Punto sobre curva. 
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P S T : Punto sobre tangente. 

R : Radio de la curva. 

S T : Sub tangente, distancia del P C al P I . 

2.1.2.4 Rasante de un canal 

Una vez definido el trazo del canal, se proceden a dibujar el perfil longitudinal de 

dicho trazo, las escalas mas usuales son de 1:1000 6 1:2000 para el sentido 

horizontal y 1:100 6 1:200 para el sentido vertical, normalmente la relation entre 

la escala horizontal y vertical es de 1 a 10. E l procesamiento de la informacion y 

dibujo se puede efectuar empleando el software AUTOCAD CIVIL 3D (AUTOCAD 

clasico, AUTOCAD LAND, AUTOCAD MAP o AUTOCAD CIVIL) . Para el diseno 

de la rasante se debe tener en cuenta: 

• L a rasante se debe trabajar sobre la base de una copia del perfil longitudinal 

del trazo 

• Tener en cuenta los puntos de captation cuando se trate de un canal de riego 

y los puntos de confluencia si es un dren u obra de arte. 

• L a pendiente de la rasante de fondo, debe ser en lo posible igual a la pendiente 

natural promedio del terreno (optimizar el movimiento de tierras), cuando esta 

no es posible debido a fuertes pendientes, se proyectan cafdas o saltos de 

agua. 

• Para definir la rasante del fondo se prueba con el caudal especificado y 

diferentes cajas hidraulicas, chequeando la velocidad obtenida en relation con 

el tipo de revestimiento a proyectar o si va ser en lecho natural, tambien se 

tiene la maxima eficiencia o minima infiltration. 

• E l piano final del perfil longitudinal de un canal, debe presentar como minimo 

la siguiente informacidn: kilometraje, cota de terreno, BMs (cada 500 6 1000 
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m), Cota de rasante, Pendiente, Indicacion de las deflexiones del trazo con los 

elementos de curva, ubicacion de las obras de arte, seccion o secciones 

hidraulicas del canal, indicando su kilometraje, tipo de suelo, cuadro con 

elementos geometricos e hidraulicos del diseno. 

Figura 2.2 Seccibn tlpica de un canal 

Fuente: Criterios de disenos de obras hidraulicas para la formulaci6n de proyectos 
hidraulicos Autoridad Nacional del Agua -Lima 2010. 

Donde: 

T : Ancho superior del canal, 

b : Plantilla, 

Z : Valor horizontal de la inclination del talud, 

C : Berma del camino, puede ser: 0,5; 0,75; 1,00 m., segun el canal sea de 

tercer, segundo o primer orden respectivamente, 

V : Ancho del camino de vigilancia, puede ser: 3; 4 y 6 m., segun el canal 

sea de tercer, segundo o primer orden respectivamente, 

H : Altura de caja o profundidad de rasante del canal. 
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E n algunos casos el camino de vigilancia puede ir en ambos margenes, segun las 

necesidades del canal, igualmente la capa de rodadura de 0,10 m. a veces no 

sera necesaria, dependiendo de la intensidad del trafico. 

2.1.2.5 Seccion hidraulica dptima 

• Determinacidn de Maxima Eficiencia Hidraulica 

S e dice que un canal es de maxima eficiencia hidraulica cuando para la misma 

area y pendiente conduce el mayor caudal posible, esta condition esta referida a 

un perimetro humedo minimo, la ecuacion que determina la seccion de maxima 

eficiencia hidraulica es : 

b- = 2 t g 

y 

'(T 

x 
(2.1) 

Siendo: 

6 : Angulo que forma el talud con la horizontal, arctan 

b : Plantilla del canal, 

y : Tirante o altura de agua. 

V 
\z) 

• Determinacidn de Minima Infiltraci6n 

S e aplica cuando se quiere obtener la menor perdida posible de agua por 

infiltration en canales de tierra, esta condition depende del tipo de suelo y del 

tirante del canal, la ecuacion que determina la minima infiltration es : 

b A 

-=4tg 
y 

'6" 
(2.2) 

X 

L a siguiente tabla 2.4 presenta estas condiciones, ademas del promedio el cual 

se recomienda 
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Tabla 2-4 Relacion plantilla vs tirante para, maxima eficiencia, minima 
infiltracidn y ei promedio de ambas. 

Talud Angulo Maxima 
Eficiencia 

Minima 
Infiltracidn Promedio 

Vertical 90°00' 2.0000 4.0000 3.0000 
1 / 4 : 1 75°58' 1.5616 3.1231 2.3423 
1 / 2 : 1 63°26' 1.2361 2.4721 1.8541 
4 / 7 : 1 60°15' 1.1606 2.3213 1.7410 
3 / 4 : 1 53°08' 1.0000 2.0000 1.5000 

1 : 1 45°00' 0.8284 1.6569 1.2426 
1 V4 : 1 38°40' 0.7016 1.4031 1.0523 
1 "A : 1 33°41' 0.6056 1.2111 0.9083 
2 : 1 26°34' 0.4721 0.9443 0.7082 

Fuente: Criterios de disenos de obras hidraulicas para la formulacidn de proyectos 
hidraulicos Autoridad Nacional del Agua -Lima 2010. 

De todas las secciones trapezoidales, la mas eficiente es aquella donde el angulo 

a que forma el talud con la horizontal es 60° , ademas para cualquier seccion de 

maxima eficiencia debe cumplirse: 

R = ^ (2-3) 

Donde: 

R : Radio hidraulico, 

y : Tirante del canal. 

No siempre se puede disenar de acuerdo a las condiciones mencionadas, al final 

se imponen una serie de circunstancias locales que imponen un diseno propio 

para cada situation. 
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2.1.2.6 Diseno de secciones hidraulicas 

S e debe tener en cuenta ciertos factores, tales como: tipo de material del cuerpo 

del canal, coeficiente de rugosidad, velocidad maxima y minima permitida, 

pendiente del canal, taludes, etc. 

L a ecuacion mas utilizada es la de Manning o Strickler, y su expresion es : 

Q = -AR2I3S112 (2.4) 
n 

Donde: 

O : Caudal (m3/s), 

n : Rugosidad, 

A : Area (m2), 

R : Radio hidraulico (Area de la seccion humeda / Perimetro humedo). 

E n la tabla 2.6, se muestran las secciones mas utilizadas. 

• Criterios de diseno 

S e tienen diferentes factores que se consideran en el diseno de canales, los cuales 

tendran en cuenta: el caudal a conducir, factores geometricos e hidraulicos de la 

seccion, materiales de revestimiento, la topografia existente, la geologia y 

geotecnia de la zona, los materiales disponibles en la zona o en el mercado mas 

cercano, costos de materiales, disponibilidad de mano de obra 

a) Rugosidad.- Es ta depende del cauce y el talud, dado a las paredes laterales 

del mismo, vegetation, irregularidad y trazado del canal, radio hidraulico y 

obstrucciones en el canal, generalmente cuando se disena canales en tierra se 

supone que el canal esta recientemente abierto, limpio y con un trazado uniforme, 

sin embargo el valor de rugosidad inicialmente asumido dificilmente se conservara 
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con el tiempo, lo que quiere decir que en la practica constantemente se hara frente 

a un continuo cambio de la rugosidad. 

E n canales proyectados con revestimiento, la rugosidad es funcion del material 

usado, que puede ser de concreto, geomanta, tuberia P V C 6 HDP 6 metalica, o si 

van a trabajar a presion atmosferica o presurizados. L a siguiente tabla nos da 

valores d e " n" estimados, estos valores pueden ser refutados con investigaciones 

y manuales, sin embargo no dejan de ser una referenda para el diseno: calificada, 

tecnologia actual, optimization economica, socioeconomia de los beneficiarios, 

climatologia, altitud, etc. S i se tiene en cuenta todos estos factores, se llegara a 

una solution tecnica y economica mas conveniente. 

Tabla 2-5 Valores de rugosidad "n" de Manning 

n Superficie 
0.010 Muy lisa, vidrio, plastico, cobre. 
0.011 Concreto muy liso. 
0.013 Madera sua\e, metal, concreto frotachado. 
0.017 Canales de tierra en buenas condiciones. 
0.020 Canales naturales de tierra, libres de vegetacion. 
0.025 Canales naturales con alguna vegetacibn y piedras esparcidas en el fondo 
0.035 Canales naturales con abundante vegetaci6n. 

Fuente: Criterios de disenos de obras hidraulicas para la formulacidn de proyectos 
hidraulicos Autoridad Nacional del Agua -Lima 2010. 
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Tabla 2-6 Relaciones geometricas de las secciones transversales mas 
frecuentes 

Seccion Area hidraulica 
A Perimetro mojado P Radio hidraulico R Espejo de agua T 

by b + 2y 
by 

b + 2y 
Rectangular 

b 

S = J 

Trapezoidal 

T 
y 

_L (b + zy)y b + lysjl + z1 
(b + zy)y 

b + 2 y f i + z' 
b + 2zy 

zy 2yy]i+: 
zy 

2>Ji + z2 

Triangular 

2zy 

(0-sen0)D2 GD sen6 i D 
0 ) 4 

Circular 

sen — 
2 J 

r 
O 

D 

2jy(D-Y) 

2 - i -
~3 

T Sy2 

3T 
2T2y 

3 T H - 8 y 

Parabolica 

3A 
2y 

Fuente: VEN TE CHOW (2000), Hidraulica de canales abiertos. McGRAW-HILL 
INTERAMERICANA S.A. Colombia. 

b) Talud apropiado segun el tipo de material.- L a inclination de las paredes 

laterales de un canal, depende de varios factores pero en especial de la clase de 

terreno donde estan alojados, la U.S. B U R E A U OF RECLAMATION recomienda 

un talud unico de 1,5:1 para sus canales, a continuacion se presenta un cuadro 

de taludes apropiados para distintos tipos de material: 
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Tabla 2-7 Taludes apropiados para distintos tipos de material 

MATERIAL TALUD (h : v) 
Roca Practicamente vertical 
Suelos de turba y detritos 0.25 : 1 
Arcilla compacts o tierra con recubrimiento de concreto 0.5 : 1 hasta 1:1 
Tierra con recubrimiento de piedra o tierra en grandes canales 1 : 1 
Arcilla firma o tierra en canales pequenos 1.5 : 1 
Tierra arenosa suelta 2 : 1 

Fuente: Aguirre Pe, Julian, "Hidraulica de canales", Centra Interamericano de Desarrollo de 
Aguas y Tierras - CIDIAT, Merida, Venezuela, 1974 

Tabla 2-8 Pendientes laterales en canales segun tipo de suelo 

MATERIAL CANALES POCO 
PROFUNDOS 

CANALES 
PROFUNDOS 

Roca en buenas condiciones Vertical 0.25 : 1 
Arcillas compactas o conglomerados 0.5 : 1 1 : 1 
Limos arcillosos 1 : 1 1.5 : 1 
Limos arenosos 1.5 : 1 2 : 1 
Arenas sueltas 2 : 1 3 : 1 

Fuente: Aguirre Pe, Julian, "Hidraulica de canales", Centra Interamericano de Desarrollo de 
Aguas y Tierras - CIDIAT, Merida, Venezuela, 1974 

c) Veiocidades maxima y minima permisible.- L a velocidad minima permisible 

es aquella velocidad que no permite sedimentacion, este valor es muy variable y 

no puede ser determinado con exactitud, cuando el agua fluye sin limo este valor 

carece de importancia, pero la baja velocidad favorece el crecimiento de las 

plantas, en canales de tierra. E l valor de 0.8 m/seg se considera como la velocidad 

apropiada que no permite sedimentacion y ademas impide el crecimiento de 

plantas en el canal. 

L a velocidad maxima permisible, algo bastante complejo y generalmente se 

estima empleando la experiencia local o el juicio del ingeniero; las siguientes 

tablas nos dan valores sugeridos. 
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Tabla 2-9 Maxima velocidad permitida en canales no recubiertos de 
vegetacion 

MATERIAL DE LA CAJA DEL CANAL "n" 
Manning 

Velocidad (m/s) 

MATERIAL DE LA CAJA DEL CANAL "n" 
Manning Agua 

limpia 

Agua con 
particulas 
coloidales 

Agua 
transportando 
arena, grava o 

fragmentos 

Arena fina coloidal 0.02 1.45 0.75 0.45 
Franco arenoso no coloidal 0.02 0.53 0.75 0.6 
Franco limoso no coloidal 0.02 0.6 0.9 0.6 
Limos aluviales no coloidales 0.02 0.6 1.05 0.6 
Franco consistente normal 0.02 0.75 1.05 0.68 
Ceniza volcanica 0.02 0.75 1.05 0.6 
Arcilla consistente muy coloidal 0.025 1.13 1.5 0.9 
Limo aluvial coloidal 0.025 1.13 1.5 0.9 
Pizarra y capas duras 0.025 1.8 1.8 1.5 
Grava fina 0.02 0.75 1.5 1.13 
Suelo franco clasificado no coloidal 0.03 1.13 1.5 0.9 
Suelo franco clasificado coloidal 0.03 1.2 1.65 1.5 
Grava gruesa no coloidal 0.025 1.2 1.8 1.95 

Fuente: KrochinSviatoslav. "Diseno Hidraulico", Ed. MIR, Moscu, 1978 

Para velocidades maximas, en general, los canales viejos soportan mayores 

velocidades que los nuevos; ademas un canal profundo conducira el agua a 

mayores velocidades sin erosion, que otros menos profundos. 

Tabla 2-10 Velocidades maximas en hormigon en funcion de su resistencia 

RESISTENCIA, 
(kg/cm 2) 

PROFUNDI DAD DEL TIRANTE (m) RESISTENCIA, 
(kg/cm 2) 0.5 1 3 6 10 

50 9.6 10.6 12.3 13 14.1 
75 11.2 12.4 14.3 15.2 16.4 

100 12.7 13.8 16 17 18.3 
150 14 15.6 18 19.1 20.6 

Fuente: KrochinSviatoslav. "Diseno Hidraulico", Ed. MIR, Moscu, 1978 

L a Tabla 2.10, da valores de velocidad admisibles altos, sin embargo la U.S. 

B U R E A U OF RECLAMATION, recomienda que para el caso de revestimiento de 

canales de hormigon no armado, las velocidades no deben exceder de 2.5 - 3.0 
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m/seg. Para evrtar !a posibilidad de que el revestimiento se levante. Cuando se 

tenga que proyectar tomas laterales u obras de alivio lateral, se debe tener en 

cuenta que las velocidades tienen que ser previamente controladas (pozas de 

regulation), con la finalidad que no se produzca turbulencias que originen 

perturbaciones y no puedan cumplir con su objetivo. 

d) Borde libre.- E s el espacio entre la cota de la corona y la superficie del agua, 

no existe ninguna regla fija que se pueda aceptar universalmente para el calculo 

del borde libre, debido a que las fluctuaciones de la superficie del agua en un 

canal, se puede originar por causas incontrolables. 

L a U.S. B U R E A U O F RECLAMATION recomienda estimar el borde libre con la 

siguiente formula: 

Borde Libre = 4CY (2.5) 

Borde libre: en pies 

C- 1.5 para caudales menores a 20 pies3/seg., y hasta 2.5 para caudales del 

orden de los 3000 pies3/seg. 

Y = Tirante del canal en pies L a secretaria de Recursos Hidraulicos de Mexico, 

recomienda los siguientes valores en funcion del caudal: 

Tabla 2-11 Borde libre en funcion del caudal 

Caudal m3/seg Revestido (cm) Sin revestir (cm) 
<0.05 7.5 10 

0 .05-0 .25 10 20 
0 .25-0 .50 20 40 
0 .50-1 .00 25 50 

Fuente: Ministerio de Agricultura y Alimentacion, Boietin Tecnico N- 7 "Consideraciones 
Generales sobre Canales Trapezoidales" Lima 1978 

Maximo Villon Bejar, sugiere valores en funcion de la plantilla del canal: 
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Tabla 2-12 Borde libre en funcidn de la plantilla del canal 

Ancho de la plantilla. (m) Borde libra (m) 
Hasta 0.8 0.4 
0 . 8 - 1 . 5 0.5 
1 .5 -3 .0 0.6 

Fuente: Villon Bejar, Maximo; "Hidraulica de canales", Dpto. De Ingenieria Agricola -
Institute- Tecnoldgico de Costa Rica, Editorial Hozlo, Lima, 1981 

2.2 E c u a c i o n e s fundamentales para el estudio del flujo en cana les 

abiertos 

2.2.1 Introduccidn 

E n este capitulo se presentan las ecuaciones de flujo a superficie libre o 

ecuaciones de Saint Venant, ecuaciones que deben resolverse para la modelacion 

del flujo bidimensional (objeto de esta tesis). 

S e deducen las ecuaciones a partir de las leyes f isicas de conservation que rigen 

el flujo de un fluido en general, particularizando a un fluido incompresible e 

isotropo, como es el agua, se obtienen las ecuaciones de Navier-Stokes para el 

movimiento instantaneo y de ellas se deducen, considerando variables medias en 

el tiempo, las ecuaciones de Reynolds. Es tas serian las ecuaciones basicas que 

habria que resolver en el caso de flujo tridimensional de agua. S u resolution 

exigiria una desratizacion tridimensional del dominio de estudio y el esquema 

numerico seria complejo pero sobretodo muy costoso computacionalmente. 

L a mayona de las veces el flujo de agua en cauces naturales presenta unas 

caracteristicas que permiten simplificar estas ecuaciones mas generates y obtener 

resuitados suficientemente precisos con mucho menos costo. De las ecuaciones 

de Reynolds, integrando en la profundidad para eliminar en ellas fa dimension 

vertical, se obtienen las ecuaciones de Saint Venant bidimensionales, validas 

cuando el flujo que se quiere representar tiene tambien este caracter 
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bidimensional, con velocidades verticales pequenas, pendientes del fondo del 

cauce suaves, y en general, las dimensiones horizontales predominantes sobre la 

vertical ( E . Blade 2005). 

Gran parte de esta tesis trata la resolution de estas ecuaciones. A continuation 

de su deduccion, en este capltulo se discuten los terminos que aparecen en la 

forma mas general de las ecuaciones de Saint Venant, y especialmente como se 

pueden aproximar y cuales se pueden despreciar para simplificar las ecuaciones 

al maximo sin que dejen de representar lo mejor posible los fenomenos de 

propagation de avenidas en canales abiertos que nos interesan. 

Finalmente se describe la transformacion de la version rectangular de las 

ecuaciones deducidas a la version covariante con componentes fisicos. 

2.2.2 Ecuaciones de Navier - Stokes 

L a s ecuaciones de Navier-Stokes particularizando a un fluido incompresible e 

isotropo, como es el agua son los siguientes: 

Ecuacion de Continuidad (Conservacidn de m a s a ) : — ( m ) = 0 

du dv dw = 0 (2.6) 
dx dy dz 

Ecuacion de movimiento (Segunda ley de Newton): —(mv) = F 
dty ' 

(2.7) 

dv 
dt 

(2.8) 
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dw dw dw dw 1 dp // , 
— + « — + v \-w = P — + — V (2.9) 
dt dx dy dz S z pdz p w K ' 

Donde: 

S (§x ' Sy 5 §z ) 

f i : Viscosidad dinamica. 

p: Presion. 

V 2 : Operador de Laplace. 

^2 d2 d2 d2 

V = 1 1 
dx2 dy2 dz2 

2.2.3 Ecuaciones bidimensionales de Saint Venant 

E n gran parte de los flujos a superficie libre, el valor de las variables cambia poco 

en una misma vertical ( E . Blade 2005), esta consideracion permite pensar en una 

simplification de las ecuaciones de Navier-Stokes a dos dimensiones mediante 

un promedio vertical de las ecuaciones tridimensionales. Para poder hacer esta 

simplification se consideran las hipotesis siguientes: 

1. Profundidad de la capa de agua pequena con relation a las otras 

dimensiones del problema. 

2. Distribucion hidrostatica de presiones en la vertical. 

3. Pendiente de fondo reducida. 

Es tas tres hipotesis estan estrechamente ligadas. Para que se cumpla la 

distribucion hidrostatica de presiones es necesario que la curvatura de las lineas 

de corriente sea pequena. E l cumplimiento de estas hipotesis implica ademas que 

las componentes de la velocidad y aceleracion en el eje z son despreciables 
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frente a las componentes en los otros ejes, y tambien que estas ultimas tienen una 

marcada uniformidad vertical ( E . Blade 2005). 

Vamos a integrar las ecuaciones de Navier-Stokes sobre la profundidad del flujo 

para asi obtener las ecuaciones promediadas en la vertical, ecuaciones de Saint 

Venant: 

Ecuacion de Continuidad (Conservacidn de masa): 

rz du , pz dv r pz dw , 

I — d z + I — d z + / —dz = 0 
Jz* dx J z i dy Jz„ dz 

r z * t d z + f'^+^zy^z^o 
Jzbdx Jz>dy K J K b > 

(2.10) 

Donde Z , Zb son las coordenadas en la direccion vertical, de la superficie del agua 

y el fondo del canal, respectivamente (medidos perpendicularmente al fondo del 

canal). 

Recordemos la regla de Leibnitz de derivation de una integral 

— r{x)f{e)de= r { x ) ^ d s + ^ f U x ) ) - ^ f U ( x ) ) 
dxM*)J v ; M*) dx dx J >> dx J 1 y n 

En nuestro caso tendremos 

(2.11) 
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Si la funcion Z(x,y,i)es la coordenada vertical, de la superficie libre del agua y 

se supone que cualquier particula en la superficie no lo deja, entonces la velocidad 

vertical de una particula en la superficie del agua w ( Z ) v i e n e dado por 

DZ dZ , (r7sdZ ,.dZ 
w(Z) = = + u(Z) + v(Z) (2.12) 

V ; Dt dt V 1 dx K ' dy 

Del mismo modo suponiendo que la parte inferior del canal es rigido, entonces 

f b = Z b (x,y) — z = 0 , en donde Zb (x,y) e s la coordenada vertical de la parte 

inferior del canal, por lo tanto 

ir, \ Df. dZ \dZ, ,„ \dZu 

W(Z.) = ^ = — + u(Z.)—b- + v(Zh)—b- (2.13) 
V h ) Dt dt V h ) dx V b ) dy 

Sustituyendo estas ecuaciones en la ecuacion 2.11 y 2.10 respectivamente 

tendremos: 

dZ diud) d(vd) 
H — ^ — L + —^—^ = 0 (2.14) 

dt dx dy 

Donde w y v e s la velocidad media de u,v sobre la profundidad del canal 

respectivamente 

_ 1 r z _ 1 r z 

u——\ udz v = — / vdz ( 215 ) 
d<>zt dJzh 

Donde d = Z — Zb, es la profundidad del agua medida en perpendicular a la parte 

inferior del canal 

Ecuacion de movimiento (Conservacion de cantidad de movimiento): 

Asumiendo que la aceleracion vertical es insignificante: 
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Dt 

Por lo tanto la ecuacion 2.9 se reduce a: 

D w 0 ^ V 2 w = 0 (2.16) 

1 dP n 
g* ^ = 0 (2.17) 

p dz 

Integrando la ecuacion 2.17 en la direccion z teniendo en cuenta la presion 

atmosferica igual a cero tenemos: 

P = Pg,(z-Z) (2.18) 

Por lo tanto se deduce que: 

1 dp dz 
—f = g*7r ( 2 - 1 9 ) 
p dx dx 

1 dp dz 
x=g*7T ( 2 2 0 ) 

p dy dy 

multiplicando a la ecuacibn 2.6 por u, afiadiendo a la ecuacion 2.7 y sustituyendo 

1 dp 
la expresidn para — de la ecuacion 2.19, reordenando los terminos de la 

p dx 

ecuacion resultante, obtenemos 

du du2 d / \ d / \ dZii—2 
-^7 + 1 " ^ ~ ( w v ) + = 8x + 8z-Z—r- — V M (2.21) 
dt dx dy dz dx p 

Del mismo modo multiplicando la ecuacion 2.6 por v , afiadiendo a la ecuacion 

1 dp 
2.8, sustituyendo la expresion —, obtenemos 

pdy 
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dv a, . 9 v 2 a, , az 
rtH+^+&(Mw)=^+^Vv ( Z 2 2 ) 

Integrando las ecuaciones 2.21 y 2.22 en la direccion z , para simplificar 

consideraremos los lados izquierdos y derechos de las ecuaciones por separado. 

Integrando el lado izquierdo de la ecuacion 2.21 y aplicando la regla de Leibnitz 

tenemos: 

9 f z , (7,dZ d ->/^dZ 
— / udz — u(Z) / u~dz — u (Z)— 
dtJzb

 V ' dt dxJz> V ' dx 

u2(Zb)^- + — fZuvdz-u(Z)v(Z)— 
K b l dx dyJz„ y > v ' dy 

u(Zb)v{Zb)^ + u(Z)w{Z)-u(Zb)w{Zb) (2.23) 

Basandose en el supuesto de distribucion de velocidad uniforme (es decir uyv 

son constantes en la direccion z ) y sustituyendo en la ecuacion 2.12 y 2.13, la 

expresion 2.23 se simplifica a 

^(ud) + ^ ( u 2 d ) ^ ( u v d ) (2.24) 

Del mismo modo el lado izquierdo de la ecuacion 2.22 se simplifica a 

| ( W ) + | ( S v , i ) + | ( v ^ ) ,2.25) 

Integrando el lado derecho de las ecuaciones 2.21 y 2.22 tenemos 

' s , + & i r W f - v 2 ^ < 2- 2 6> 
dx j Jz>, p 
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8 y + 8 * i r \ d + C ~ V 2 v d z (2-27> { y dy) Jz.p 

Puesto que el piano x — y es paralelo a la parte inferior del canal, Zb e s constante 

por lo tanto 

dZ _ d(Zb + d)_ 3d 
dx dx dx 

(2.28) 

Del mismo modo, 

dZ dd 
(2.29) 

dy dy 

Ahora vamos a considerar los terminos de esfuerzo cortante. 

E n el flujo turbulento la viscosidad dinamica se sustituye por un coeficiente de 

viscosidad de remolino, por otro lado se hace distincion entre las tensiones que 

actuan en los pianos x — z e y — z , por ejemplo la expresion del esfuerzo cortante 

de la ecuacion de movimiento en la direccion x puede ser escrito como 

' ~2.. &2„.\ a2 

e 
V 

d u . d u 
dx2 dy2) 

d'u 
+ ^ (2.30) 

Donde e ^ y e ^ s o n los coeficientes de viscosidad de remolino, Ademas se 

supone que las tensiones efectivas estan dominados por las tensiones de corte 

inferior, esto significa que el primer termino de la ecuacion 2.30 es insignificante 

en comparacion con el segundo termino, por lo tanto la tension de corte de la 

&u 

dz2 
ecuacion 2.30 se reduce a —r-. L a integration de esta expresion con respecto 

y 

a z resulta: 
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L z dlu 
* e « "H~T ( 

zb dz 
cz 

(du) 
rr 

du 
e * y Gzx 

z=Z 
= r. —tl 

(2.31) 

Z=Zl 

Donde yrb son las tensiones de corte en la superficie y fondo del canal que 

actuan en la direccion x. 

Del mismo modo el termino de tension de corte de la ecuacion 2.27 se reduce a 

(2-32) 

Los esfuerzos de corte r s y r s , debido a la velocidad del viento que actuan en la 

superficie del agua son despreciables y los esfuerzos en la parte inferior del canal 

Tbx y Tb s o n evaluados mediante el uso de formulas empiricas, por ejempio la 

ecuaci6n de Chezy 

T = ^ V 2 

b C2 

(2.33) 

Donde Ves la amplitud de la velocidad de flujo (es decir V = yju2 + v 2 ) y C es 

el coeficiente de Chezy. S e deduce de la ecuacion 2.33 que 

TK=rbcos8 = ^uV 

r. = r h senO = W 
by b C 2 

(2.34) 

Donde 9 e s el angulo entre el vector de velocidad y el eje x. 
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Los diferentes terminos de Integration respecto a la profundidad puede unirse, la 

sustitucion de las ecuaciones 2.24 a 2 .29,2 .31, 2.32, 2.34 en las ecuaciones 2.21 

y 2.22 da 

l ^ + l r ^ + l r M H 8 * - k * & ^ dt dxx ' dy 
dd) 
dx C2 

(2.35) 

±W+±{m)+±Fd)= g,-g.% gd-fr&T* 
dt dx dy 

dd 
dy) C 

(2.36) 

L a s ecuaciones 2.35 y 2.36 son las ecuaciones de movimiento con respecto al 

sistema de coordenadas x - y, paralelo a la parte inferior del canal. 

Para el caso del flujo unidimensional, las ecuaciones anteriores se reducen para 

dd 
canales rectangulares conv = 0 y — = 0 , L a ecuacion 2.35 resulta 

dy 

$ d dd 
—(ud) + — (u2d) + gdcosax — = gd[senax - Sfx) (2.37) 

Donde a ^ e s el angulo de inclination del fondo del canal. 

L a s ecuaciones 2.14, 2.35 y 2.36 pueden expresarse en un sistema horizontal de 

coordenadas x — y — z (Figura 2.1), en este sistema de coordenadas los canales 

pueden tener por tramos pendiente inferior constante. 

Con el fin de transformar del s i s t e m a * - y - z inclinada al sistema horizontal 

x — y — z , se requiere hacer girar el ex sistema de coordenadas. A una rotacidn 

de este tipo se le define mediante el uso de los cosenos directores que dan lo 
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angulos entre los ejes de ambos sistemas. Sin embargo en este caso es mejor 

para expresar la rotation como una funcion para los angulos entre la parte inferior 

del canal y el eje x e y(cexya ) ya que estos angulos son generalmente 

conocidos. De acuerdo con la Figura 2.3 y despues de algunos procedimientos 

vectoriales la transformacion entre ambos sistemas de coordenadas esta dado por 

z 

Figura 2.3 Definicidn de ax, ayy az 

Fuente: M Hanif Chaudhry, Open Channel Flow. Springer -New York2008. 

f ~\ X 

z 
\ / 

C O S O L 

0 

-sena„ 

cosip cos ax 

sewp 

cos a . 
senf 

sena cos ar 

y •* 

tano;„ cos a . 

tana,, cos a , 
y * 

cos a . 
serup 

t \ x 

z 
\ / 

(2.38) 
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1 
C O S O L = 

^ l + tan^^ + t a n 2 ^ 

cosy? = senax coso^ 

senip = ^ 1 — sen2axsen2ay 

Los terminos gx,gyy gz se puede calcular a partir de la ecuacion 2.38 

gx=g-^=-g-^-el= gsenax (2.39) 

E n donde ei son los vectores unitarios del sistema x — y — z y ei son los vectores 

unitarios del sistema x — y — z , se debe tener en cuenta que el termino — senax 

en la ecuacion 2.39 e s ( 3 , l ) elemento de la matriz de transformacion, por lo tanto, 

gx = gsenax 

sena,, cos2 ar 

gy=g ~ 
senip 

gz=-gcosa2 (2.40) 

Donde a x , ayy az se define en la Figura 2.3. E s necesario cierta simplification 

antes de llevar a cabo la transformation, supongamos que aunque senax y senay 

no son necesariamente pequenos su producto es pequeno e s decir, 

senaxsenay f« sen2ax sen2ay 0 (2.41) 

Es ta aproximati6n introduce un pequeno error ( < 3 % ) , s i p x | , a < 1 0 ° . S e 

deduce de la ecuacion 2.41 que, 
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semp = 1; cos</? = 0 (2.42) 

Sobre la base de estas aproximaciones y la ecuacion 2.38, podemos escribir, 

x = x cos ax -f z tan a x cos az 

y = ycosay + ztmaycosaz (2.43) 

L a s variables dependientes transformadas se convierten en 

d 
h = 

cosa 2 

u = ucosax 

v = v cos a (2.44) 

E n la que h es la profundidad del flujo medido verticalmentew y v son los 

componentes de la velocidad a lo largo de las direcciones x y y respectivamente, 

ademas de acuerdo a la ecuaci6n 2.43 se tiene, 

d d d — = cos ar h tan a , cos a, — 
c\ X ( \ ~ ' X Z t \ ~ 

ox ox dz 

8 0 d 
— = cos a f- tan a cos az — (2.45) 
dy dy dz 

L a presencia de denvadas a lo largo de la direccion z e s indeseable, ya que la 

idea basica es eliminar una dimension espacial para salir del problema, sin 

d 

embargo se puede demostrar que terminos como tan a cosa z — son del orden 

dz 
de sen2a y por lo tanto son insignificantes. Introduciendo las ecuaciones 2.38, 
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2.43, 2.44 y 2.45 en las ecuaciones 2.14, 2.35 y 2.36, lo que significa dejar el 

simbolo ~. 

dh d i , x d , jN 

— + —(uh) H (vd) - 0 
dt dxX J dyK ' 

d(uh) + -^-(u2h) + ^-(uvh) = gh 
oxx ' a y dt cos a A. -(• 

\ 2 dh 
cos a- cos a; Sf 

z > dx f* 

^(vh) + j-(uvh) + ~(v2h) = gh cosayS0y-(cosaycosa2f^-S/y 

(2.46) 

Donde, 

S„ = senar Sn = sena„ 
ux x uy y 

s = uju2+v2

 s = V A / ^ + V 2 

f x (Ccos a z f h f y (C cos a z f h 

L a s expresiones 2.47 es la formula de Chezy donde C, e s el coeficiente de Chezy. 

Para pendientes pequenos de fondo del canal, las ecuaciones 2.46 puede 

escribirse como, 

U,+Ex+Fy+S = 0 (2.48) 

Donde, 
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u 
(h) 
uh 
vh 

E = 

uh 

u2h+^gh2 

uvh 

F 
vh 

uvh 

2 l 1 , v n + —gh 

S = 

0 

Sh(S0x-Sfx) 

[ M s , - S f , ) \ 

(2.49) 

(uh)y(vh) son momentos por conveccion en las direcciones x e y. S i se utiliza 

las ecuaciones de Manning para calcular los terminos de friccion en lugar de la 

ecuacion de Chezy tenemos, 

Sf = 

2 f~2 ', 2 

n' uyju• +v 2,1.33 
<h 

s,,= 
n2vy/u2 + v2 

21 1.33 cth 
(2.50) 

Donde: n es el coeficiente de Manning, c0 Constante adimensional (ca — 1 para 

unidades S I ; c0 = 1.49 para unidades Inglesas) 

E n terminos de las variables de flujo h,u, v las ecuaciones que rigen pueden ser 

escritas como 

K + p * + R y + T = 0 (2.51) 

V = 

fh" 

u 

v v / 

uh 

u2+gh 1 .2 

uv 

R = 
vh 
uv 

\v2+gh 
. 
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/ 

0 

T=-g{S0x-Sfx) 

M s * - S ' , l 

(2.52) 

2.2.4 Versiones y discusion de los terminos de las ecuaciones de Saint 

Venant en coordenadas rectangulares 

2.2.4.1 Versiones integrales y diferenciales 

Cuando se acepta que las variables de flujo son funciones discontinuas, se 

requieren ecuaciones integrales, mientras que cuando las variables son continuas, 

las ecuaciones pueden ser integrales o diferenciales.(Berezowsky 2004), por lo 

tanto se requiere usar versiones integrales cuando las variables del flujo pueden 

ser discontinuas, mientras que si se tiene la seguridad de que las variables son 

continuas se pueden usar versiones integrales o diferenciales lo cual es 

fundamental para el metodo numerico que se emplee. 

2.2.4.2 Versiones conservativa y no conservativa 

S e define como la version conservativa de una ecuacion aquella que se obtiene al 

aplicar un principio (de masa o cantidad de movimiento) a un volumen de control 

que permanece fijo con respecto a un sistema de referenda, en caso de que el 

volumen de control s e a movil y que dicho volumen conserve su masa invariante 

mientras que su volumen y forma cambien, se dice que la ecuacion es no 

conservativa. 

Introduciendo la ecuation de continuidad en las ecuaciones de movimiento se 

pueden escribir las ecuaciones de Saint Venant en forma no conservativa. 

L a forma no conservativa de la ecuacion 2.48 es , 

Ut + AUx + BUy + S = 0 (2.53) 
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Donde A y B son los jacobianos de E y F 

A = 
0 1 0) 

-u +gh 2u 0 
—uv v u 

B = 
o o r 

—uv V u 

(-v2+gh 0 2v 

Del mismo modo la forma no conservativa de la ecuacion 2.52 es , 

Vt+GVx + HVy+T = 0 

(2.54) 

(2.55) 

f 
u 

h 0' i 

V 0 U 
G = g u 0 H = 0 V 0 

0 
V. 

0 ut .8 0 v , 

(2.56) 

L a s matrices A y B, G y H de las ecuaciones 2.54 y 2.56, tienen la propiedad 

de que sus valores propios o direcciones caracteristicas son identicos y estan 

dados por 

A G 
\=u 

A 2 =u + c 
\=u — c 

BM 
LOx = V 

co7 = V + c 

tu3 =v — c 

(2.57) 

Donde c , e s la celeridad de onda (c = yfgh^J• 

L a forma conservativa de las ecuaciones 2.48 y 2 .51, tiene la ventaja de ser 

superiores en la conservation de las variables de flujo, estas presentan grandes 

ventajas a la hora de plantear esquemas de resolucion que permiten obtener 

soluciones con discontinuidades. 

2.2.4.3 Discusi6n de los terminos de las ecuaciones de Saint Venant 

En este trabajo se considera que no hay discontinuidades en el flujo, como saltos 

hidraulicos o frentes de onda, por lo que se puede usar la version diferencial de 

las ecuaciones de cantidad de movimiento las cuales junto con la ecuacion de 
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continuidad se conocen como ecuaciones de hidrodinamica para fluidos 

bidimensionales horizontals a superficie libre ecuaciones de Saint Venant 

bidimensionales. 

L a s expresiones 2.53 son los componentes rectangulares de la version diferencial 

no conservativa de las ecuaciones de cantidad de movimiento, integrados en la 

profundidad, esta version ha sido ampliamente usada en distintos trabajos de 

investigacion como por ejempio: Berezowsky 2004, entre otros, cuyo modelo 

produce buenos resultados. 

dh d ( , v d , ,x n 

¥ + & ( ! " , ) + ^ W = 0 ( 2 5 8 a ) 

du , du du dh g u n 7 
—- + u-— + v—- + g-~ = - f L - V « 2 + v 2 (2.58b) 
dt dx dy dx C h 

dv dv dv dh g v n 7 
— + u — + v — + g— ^ - ^ - - V w ' + v 2 (2.58c) 
dt dx dy dy C2 h 

Aceleraci6n local 

Los terminos de aceleracion local — y — , representan la variation de la 

dt dt 

velocidad con el tiempo en un punto fijo. Son los responsables del caracter no 

permanente del flujo. 

Aceleracidn convectiva 

du du dv dv . , 
Son los terminos, u—, v — , u—, v — , que representan el efecto del 

dx dy dx dy 

transporte con el flujo del gradiente de la velocidad. Son los responsables de la 

formacion de vortices, y su efecto es mas importante cuanto mayor sea el numero 
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de Reynolds (relacion entre fuerzas viscosas y fuerzas de inercias), como se 

desprende de un analisis adimensional de las ecuaciones, En presencia de altas 

veiocidades o pequena viscosidad, y desde el punto de vista matematico, son los 

responsables de la no-linealidad del sistema de ecuaciones. 

L a suma de la aceleracion local y la convectiva es la derivada material, que 

representa la aceleracion total de las particulas del fluido. 

Pendiente de la superficie libre (gradiente hidraulico) 

dh dh 
E s el termino, — , — , que multiplicado por la aceleracion de la gravedad g , 

dx dy 

representa la action de las fuerzas gravitatorias, y se ha obtenido utilizando la 

hipotesis de presion hidrostatica. 

Este termino se puede descomponer en la suma de la pendiente de fondo y el 

gradiente del tirante, donde la primera es conocida ya que depende solo de la 

geometria del problema. L a pendiente de fondo es la principal responsable de la 

no homogeneidad de las ecuaciones, y su presencia aumenta la complejidad de 

los esquemas numericos de resolution de forma considerable. 

Tensiones en el fondo (resistencia al flujo) 

Los terminos debidos a la friccion contra el fondo r b yrb tienen un efecto no lineal 

de retardo del flujo. Aproximando el radio hidraulico por el tirante se tiene 

T 
r b = gSf = —— (Chaudhry 2008), donde Sfes la pendiente motriz. Para esta, 

ph 

una expresion comunmente utilizada es la formula de Chezy. Con ella, para el 

caso de flujo bidimensional, la pendiente motriz se puede calcular como: 
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u yju2 + v 2 

C2h 
v >ju2+v2 

C2h 
(2.59) 

Donde C es el coeficiente de Chezy. Para C = — se obtiene la formula de 

Cuando no se considera ningun modelo de turbulencia, lo cual es muy comun en 

modelacion de flujo en canales y cauces naturales, la disipacion de energla debida 

a las tensiones efectivas se puede suponer que se incluye en la pendiente motriz, 

e s decir, mediante la formula de Manning no se pretende aproximar solamente el 

efecto de las tensiones en el fondo, sino tambien el efecto de todo el termino de 

tensiones efectivas ( E . Blade 2005). 

Tensiones tangenciales en la superficie libre 

L a presencia de las tensiones tangenciales en la superficie libre r s puede ser 

importante en grandes superficies con vientos fuertes. Existen distintas formulas 

para estimar este termino lo cual queda fuera del alcance de los objetivos del 

presente trabajo. 

Fuerzas por unidad de masa 

L a s fuerzas por unidad de masa que actuan sobre el fluido son, en general, la 

fuerza de gravedad, la fuerza geostrofica o de Coriolis y el efecto de las mareas 

que es tambien una fuerza por unidad de masa debida a la atraccion de la luna y 

del sol. 

Tensiones efectivas 

L a s tensiones efectivas constan de tres contribuciones. E l primer termino de 

tensiones viscosas (o tensiones viscosas laminares), el unico de los tres que 

n 

Manning. 
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represents unas tensiones reales, debido a la viscosidad del fluido. E l segundo 

termino de las tensiones efectivas son las tensiones turbulentas, fruto del 

promedio temporal de las ecuaciones de Navier-Stokes para obtener las 

ecuaciones de Reynolds en variables promediadas. Para flujos turbulentos 

desarrollados las tensiones viscosas laminares son mucho mas pequenas que las 

turbulentas y solo tienen importancia en una pequena capa proxima a los 

contomos, por lo que, o bien se suelen despreciar o bien se consideran 

conjuntamente con las segundas mediante un modelo de turbulencia. E l intento 

de modelar correctamente las tensiones turbulentas ha dado origen a toda la 

teoria de turbulencia y a los distintos modelos de turbulencia. Para flujo 

gradualmente variable la importancia de este termino con respecto a las tensiones 

del fondo suele considerarse despreciable ( E . Blade 2005).Finalmente el tercer 

termino o termino de tensiones convectivas resulta de la integracion sobre la 

profundidad delos terminos convectivos tridimensionales. Este termino, tambien 

llamado termino de dispersidn o de adveccidn diferencial, se anularia si realmente 

la distribucion de velocidades fuera uniforme en la vertical, y es mas relevante 

cuanto mas nos alejamos de la hipotesis de presion hidrostatica. E s un termino 

unicamente fruto del promedio en la vertical, por lo que no tiene nada que ver con 

los fenomenos turbulentos. Pese a que ha habido algunos intentos de modelar 

este termino, ello no tiene demasiado sentido ya que solamente e s importante 

cuando nos alejamos de las hipotesis de deduction de las ecuaciones, es decir, 

cuando estas dejan de ser validas. E n el caso de no poder despreciar las tensiones 

convectivas, habria que considerar flujo tridimensional con sus correspondientes 

ecuaciones ( E . Blade 2005). 

Tras la discusidn de los distintos terminos de la ecuacion bidimensional de flujo a 

superficie libre, si no se considera la fuerza de Coriolis, que para cauces de rios 

no suele ser significativa, ni las tensiones efectivas, que tienen poca importancia 
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con respecto a los otros terminos, ni las tensiones producidas por el viento en la 

superficie libre, se pueden escribir las ecuaciones de Saint Venant 

bidimensionales en su version diferencial no conservativa como la expresion 2.59. 

E n este sistema de ecuaciones, con el que se trabajara en adelante, se ha 

supuesto pues que el efecto de la fuerza de Coriolis y la tension debida al viento 

en la superficie libre son despreciables teniendo en cuenta la naturaleza de los 

problemas en los que se centra este trabajo, tampoco se ha considerado aqui 

ningun modelo de turbulencia, por lo que la disipacion de los terminos de tensiones 

efectivas solamente se puede tener en cuenta, de manera muy aproximada, en el 

termino de la pendiente motriz, juntamente con las tensiones de fondo. 

2.2.5 Coordenadas curvilmeas rectangulares y generales 

E n un sistema de coordenadas curvilmeas generales, en cada punto del 

sistema se identifican dos grupos de vectores base locales: un grupo de 

estas bases se distingue porque los vectores base son tangentes a los ejes 

curvilineos, y el otro porque los vectores base son perpendiculares a dichos 

ejes. 

En la Figura 2.4 se muestra los sistemas de coordenadas rectangulares (X,Y), 

y curvilmeas generales ( ^ " n ) ; estos sistemas estan relacionados por las 

funciones de transformation £ = ^(X,Y) y r\ = r\(X,Y). 
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X 

Figura 2.4 Sistema de coordenadas rectangulares (X,Y)y curvilineas 

generales (£,T|) 

Fuente: A Jimenez y M Berezowsky, Modelacion de flujo bidimensional horizontal con 
coordenadas curvilineas generales. UNAM - Mexico DF 2004. 

El sistema de coordenadas se define de tal manera que los ejes son 

adimensionales y las mallas construidas en dicho sistema tienen espaciamiento 

unitario (Mejia y Berezowsky 1996). S e demuestra que cuando el determinante 

del Jacobiano de la trasformacion es diferente de cero, se pueden obtener las 

funciones inversas; estas se denotan como X = X(£,r\) y F = 7 ( ^ , r | ) . E I 

Jacobiano de la trasformacion inversa es 

(OX OX) 
dt, dr\ 

dY dY 

K dy\. 
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cuyo determinante J es : 

J 
dX_dY__8X_dY_ 
dt, dr\ dr\ dt, 

(2.60) 

Notese que las unidades del Jacobiano son Z 2 y geometricamente se interpreta 

como el area de un cuadrilatero de la malla. A los terminos que forman la expresion 

2.60 se les conoce como los metricos de la trasformacion inversa. Los metricos 

de las trasformaciones directa e inversa se relacionan con las expresiones 

siguientes. 

3. = ±StL- K 
dX~Jdt\' 8Y 

1 ax. dr] 1 8Y_ dx] 1 8X 
J dr\ 8X J 54 BY J dt, 

(2.61) 

2.2.5.1 Versiones de un mismo vector en coordenadas generates 

S e a el vector de posicion r mostrado en la Figura 2.5, definido en el piano 

rectangular como funcion de las coordenadas rectangulares. 

Figura 2.5 Vectores base covariantes 
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Fuente: A Jimenez y M Berezowsky, Modelaci6n de flujo bidimensional horizontal con 

coordenadas curvilineas generates. UNAM - Mexico DF 2004. 

r = X&r\)ex+Y(Z,T\)ey (2.62) 

Donde ex y ey son los vectores unitarios (adimensionales) asociados a las 

direcciones de los ejes rectangulares X e 7 respectivamente. Y sea q otro 

vector que tiene su origen donde termina el vector r . E l vector q expresado con 

coordenadas rectangulares es 

q = u ex + v ey (2.63) 

Para los fines de este trabajo, el vector q representa la velocidad del flujo en el 

punto P; por tanto, los componentes rectangulares u y v tienen unidades de 

LT~] . 

2.2.5.1.1 Base local covariante 

El vector q se puede expresar en funcion de vectores base locales 

covariantes y componentes contravariantes como 

q = ul e^+vn en (2.64) 

Donde e, y e se conocen como los vectores base locales covariantes en el punto 
% ' n 

P, y u^yvn son los componentes contravariantes del vector. L a s derivadas 

parciales del vector de position r con respecto a las coordenadas curvilineas, 

definen a los vectores base locales covariantes en el punto P, e s decir. 

dr dX dY dr dX dY / 0 < ? c x 

e ^ v c ^ T * + ^ 6 y V * V { ] 
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El vector e 5 es tangente al eje curvilineo £, ,' y e^es tangente al eje curvilineo r j 

ambos en el punto P, como se muestra en la Figura 2.5 en general estos 

vectores base locales covariantes no son unitarios y tienen unidades de 

longitud [L]. 

Escribiendo las expresiones 2.65 en forma de matricial tenemos: 

(dX dY) 

V dZ, #5 

OX dY 
kdr| dr| 

i \ 

ex 

\ e y 

Denotemos por C V a la matriz cuadrada de la expresion anterior, es decir, 

(OX dY) 

CV = 
dt> d^ 
dX dY 

^dx\ dy\) 

(2.66) 

L a matriz CV se puede interpretar como aquella que permite obtener, en 

cualquier punto del piano (£,,Tl), los componentes de los vectores base locales 

covariantes a partir de los vectores base del sistema rectangular. 

Ahora obtengamos la relacion que existe entre las coordenadas o componentes 

rectangulares y las componentes contravariantes de un vector # . Para esto 

tenemos: 

q = uex + veyyq = u% e*+vn en 

De la primera expresion tenemos 
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u = qex v = qey 

Y como q = ifi e^+v* en entonces 

w = |V e^+vA e^-ex v = [V e% +v T ' en~j-ey (2.67) 

Al sustituir las expresiones 2.65 en 2.67, 

u u 
dX 8Y 

-ex+- + v" 
d^y) {dn x an y ) 

dX dY \ 
-ex+-

v = 
f dX dY 

ir 
\ f 

-er +• dt, b\ 
+ v" 

dX dY 
ex + 1 

^an an 

Desarrollando tenemos 

OX f OX 
U — XT -r 

dY f dY 
dt, dy\ 

v = — u 
d^ dr\ 

(2.68) 

L a s expresiones 2.68 se pueden ver como un sistema de ecuaciones lineales 

donde las incognitas son las componentes contravariantes del vector^ . 

Resolviendo este sistema tenemos las componentes contravariantes en funcion 

de los componentes rectangulares: 

u-
1 dY 1 dX 

•u J dx\ J dr\ 
V = 

1 dY \dX 
-u j d\ J d\ 

-V (2.69) 

De estas expresiones se deduce que las unidades de los componentes 

contravariantes son i-i L a s expresiones 2.69 se pueden escribir 

matricialmente de la siguiente manera 
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^ 

v ^ y 

j _ a r -idX) 
J dr\ J dr] 
-18Y 1 ax 
J dl J 8^ 

V > 

v v ; 

Denotemos porCT a la matriz cuadrada de la expresion anterior, es decir, 

f I dY - 1 dX\ 

CT 
J dr\ 
-\dY 

J dx\ 
1 dX 

u % J ^ 

(2.70) 

L a matriz C 7 \ se puede interpretar como aquella que permite obtener, en 

cualquier punto del piano ( ^ T I ) , los componentes contravariantes del vector <jr 

a partir de las componentes del sistema rectangular. Los componentes 

obtenidos con la matriz CT por definition, se dice que son contravariantes 

y se les denota con un superindice. 

E l cuadrado del modulo del vector q se obtiene del producto escalar sobre si 

mismo, es decir 

q |2 = (ul e% + v n e^)-(ul e% + v n (2.71) 

De donde 

Por lo tanto 

q\2={u^)\e,.e,) + 2u^{e,.e^{v-)\e^e^ 

11 = ) / * ! ! ( a 5 ) ' + 2 g I 2 « V ' +S22 ( v - f (2.72) 
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Donde, 

gu=e^e^ = 
OX' 

+ K 
8l2 ~ e T ] ' e r \ 

dX \
2 

+ 
'dYY 

M , 
(2.73) 

8 l 2 ~ e % ' e T \ ~ 

dXOX | dY dY 
<9£, dr] dt, dr\ 821 ~ey\'\~ 8\2 

A £ 1 1 ' £ 1 2 y £ 2 2 s e , e s conoce como los elementos del tensor metrico covariante, 

el tensor metrico covariante es la matriz 

^ 8n £ 1 2 

822) 

L a determinante de esta matriz es denotado porg*, entonces gt = gug22 ~8n 

Usando las formulas 2.73 se verifica facilmente que 

J = 4g* = j 811822-8n (2.74) 

y son iguales al area de la superficie de un cuadrilatero en el sistema de 

coordenadas curvilmeas. 

Ademas, el angulo 0, entre los dos vectores base local covariante se obtiene de 

V « n = C O S 0 ! (2.75) 

2.2.5.1.2 Base local contravariante 

El vector q en funcion de los vectores base locales contravariantes y 

componentes covariantes se expresa de la manera siguiente: 

q = 11^ e% + v n en (2.76) 
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Donde e y e^se conocen como los vectores de la base contravariante en el punto 

P, y u% y vn son los componentes covariantes del vector q. E n este caso, es 

perpendicular al eje curvilineo dado por £ constante (eje curvilineo T|) , y 

e s perpendicular al eje t] constante (eje curvilineo £,), como se muestra en 

la Figura 2.6. 

(2.77) 

Figura 2.6 Vectores base contravariantes 

Fuente: A Jimenez y M Berezowsky, Modelacidn de flujo bidimensional horizontal con 
coordenadas curvilineas generales. UNAM - Mexico DF 2004. 

Veamos como obtener los vectores de la base local contravariante. Tenemos que 

_ dX dY_ _dX_ dY_ 
d^x + d l 6 y e*~ d y \ S x + d r \ e y 
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Entonces usando las formulas 2.61 tenemos 

dr\ dr\ e = J—-er — J—-e„ 
4 dY ' dX y 

r d * > T d t > en = -J—ex+J--^-ev 

* dY x dX y 

De donde 

e*=J 
' dx\ dr\ 

l e Le 

dY x dX y 

- T\-®L 3. 
[ dY6x + dX6y) 

Y c o m o yen, e n y e%son ortogonales, entoncesdefinamos 

= K 6 x + K e = n { x j ) e , = * L e + 5 l = V n { x j ) 

dX x dY y v ' dX x dY y v ; 

Al sustituir las igualdades de 2.61 en 2.77, se obtiene que los 

vectores base contravariantes se expresan como sigue: 

1 dY 1 3X 
yf& dr\ x Jg~. dr\ y 

en = 
1 dY 1 dX 

- e . + - r = — e „ (2.78) 
yjg~* d l Jg~* d $ 

Escribiendo matricialmente 2.78 tenemos: 

f I dY - 1 8X\ 
( £ \ 

K*\ 

de donde la matriz de coeficientes es identica a la definida como CT. Por 

ello, esta base local de vectores recibe el nombre de contravariante. 

Estos vectores de la base local contravariante tampoco son unitarios; para 

este caso sus unidades son IT1 
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Ahora obtengamos la relacion que existe entre las coordenadas o componentes 

rectangulares y las componentes covariantes de un vector^ . Para esto tenemos: 

q = u ex + v ey y q = u% eK + en 

De la primera expresion tenemos 

u = qex v = qey 

y como q = u, + v e*1 entonces 

u = u^+v^ e v-
X 

+v^en 
(2.79) 

Al sustituir las expresiones 2.78 en 2.79 y obtenemos 

1 dY 
u = —f=—u 

S d ^ " ^ ^ " 

1 dY 1 dX 1 dX 
v„; v = — — — t i e H — — - 7 — v„ (2.80) 

yfg~* 9T\ % 4g~* dt, 

L a s ecuaciones. 2.75 se pueden manejar como un sistema lineal, de donde se 

despejan los componentes covariantes como sigue: 

= —u 
dX dY dX dY 

v v„=——u + ——V 
d^ d^ n dr\ dr\ 

(2.81) 

Notese que las unidades de los componentes covariantes de las ecuaciones 2.81 

• L 2 T - l ] 
son ; Si las ecuaciones 2.81 se matricialmente, es decir 

fax 8Y^ 
fuA ^ (U) 
v V n , dX dY 

[dn dr\, 
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L a matriz de coeficientes es identica a la CV definida por la ecuacion 2.66. 

E l cuadrado del modulo del vector q en funcion de los vectores base local 

contravariante y componentes covariantes se obtiene al aplicar el producto escalar 

del vector con respecto a s i mismo, como sigue: 

\qf = ( M 6 ^ + V „ ^ ) - ( ^ e^+v^ e^) (2.82) 

Al desarrollar esta expresion se tiene que 

\q\ = 4 s n u t + 2 g l \ \ + g 2 \ (2-83) 

donde 

gn=e*-e*=^; g22 = en-e^=^; g12 =e^-e* = - & 2 - (2.84) 
g* g* g* 

Los terminos g u , g12 y g22 se conocen como los elementos del tensor metrico 

contravariante; el tensor metrico contravariante es la matriz 

V ? ' A 

KS2' g°J 

E s importante aclarar que los vectores de la base local contravariante tambien se 

conocen como vectores de la base reciproca o base dual de los vectores de la 

base local covariante, ya que entre estas dos bases se cumplen las igualdades 

siguientes: 

e 4 - t? 5 = l ; ^ - ^ = 1 ; ^ - ^ = 0 ; e^-en=0 (2.85) 
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A partir de las expresiones 2.85, conocidos los vectores base covariantes, 

se pueden obtener los vectores base contravariantes y viceversa. Ademas de las 

relaciones 

p H _ g22 . „22=MlL- rr12 — £ l 2 
O 3 O 3 o 

g* g* g* 

Tenemos 

f « " «'2] _ 1 822 . /*• g a ] 

U 2 ' g 2 2 J g . V ~ « 2 1 £ 1 1 y ^ « 2 1 gl2; 

Esto significa que el inverso del tensor metrico contravariante es el tensor metrico 

covariante y viceversa, por lo que el producto de estos dos tensores es el tensor 

identidad. 

2.2.5.1.3 Bases unitarias y sus correspondientes bases duales 

Distintos investigadores, han considerado que no es conveniente utilizar la forma 

covariante o contravariante para trasformar las ecuaciones de coordenadas 

rectangulares a curvilmeas. Esto se debe a que tanto los vectores base 

locales como los correspondientes componentes tienen unidades y escalas 

diferentes con respecto a los del sistema rectangular. S e ha encontrado que 

estas diferencias producen problemas en los metodos de solucion para resolver 

las ecuaciones de hidrodinamica en coordenadas curvilmeas generales. Para 

evitar esta desventaja se ha propuesto dividir a los vectores base entre su 

modulo; de esta manera se tienen vectores base unitarios con componentes, 

llamados fisicos, que tienen unidades y escalas iguales a las que se tienen en 

el sistema rectangular. A los componentes de las bases unitarias y 
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adimensionales se les denota con un subindice (o superindice) entre 

parentesis (Berezowsky 2004). 

Normaiizando los vectores de la base local covariante, tenemos: 

% ) = ^ = i f ? ;
 % } = w \ e ^ i e < ( 2 ' 8 6 a > 

Los vectores y son vectores unitarios los cuales formaran la base local 

covariante unitaria. Reemplazando 2.60 en 2.81a tenemos 

1 dX 1 dY 1 dX I dY 
e, /m - i— -g, + , — —e~ e +—==—ev (2.86b) 

a ) >/ ih ' 0 0 V f e * n V ^ ^ n ' 

E n esta base unitaria el vector q se escribe de la siguiente manera 

q = u ( - \ ) + v ( \ 7 ] ) 

donde y v ( l l ) son las componentes contravariante unitaria. Hallemos estas 

componentes. Por un lado tenemos que 

q = u%e% + v \ = u% V i n e « ) + ^4^27^ ( l ) 

entonces 

^ W ^ ; v w = v " V f o 

y como 

t \ dY 1 dX . 1 ay 1 
* r = — j = — u — f = — v ; v ' = — j = = — u + —r=—V 

4s* d*\ vs* dn v#* ^ d$> 
obtenemos 
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u © y[g7idYu 4s^dX M 
g* &*\ Jg* d r \ 

J g ^ d Y

u yfg^dX 

yfg. ^ S * 

De forma analoga normalizamos los vectores de la base local contravariante, es 

decir. 

M- 1 1 M 1 1 
(2.87) 

Ahora los vectores e®y e ^ s o n vectores unitarios los cuales formaran la base 

local contravariante unitaria. Reemplazando 2.78 en 2.87 obtenemos 

1 dY 1 dX 

x 

e W = . 1 dY 1 dX 

* x 4 ^ 4 1 * 

De las relaciones que existen entre las componentes del tensor metrico covariante 

y contravariante, tenemos los vectores dela base local contravariante unitaria de 

las siguiente forma 

M 1 dY 1 dX 
-e 

4g~7idy\x 4g~2~idx\ 
e & = - - 1 L J l e . + - i L J X e 

E n esta base unitaria el vector q se escribe de la siguiente manera: 

? = " / ) + V ( / 

donde y w^son las componentes covariante unitaria. Determinemos estas 

componentes. Tenemos que 
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q = + = u ^ e { % ) + v*Jg~^e{li) 

entonces 

% ) = u ^ - v(n)=vnJg" 

y como 

dX dY dX dY 
uP = u-\ V v = u-\ V 

* dl d\ n dx\ dr] 

Obtenemos 

r-^dX , r-^dY mdX mdY 
U,~\ = Jg U + Jg V V/ ^ = Jg u + Jg — V 

(?) V S ^ MS ^ ( t l ) V S d r ] d y ] 

Nuevamente usamos las relaciones que existen entre las componentes del tensor 

metrico covanante y contravariante, haciendo los calculos obtenemos las 

componentes covariante unitaria 

^ d X u I J * * d Y

v v = ^ d X u I ^ D Y 

4g~. dt. jg~. dt. W JgZ dry dr) 

Cada una de estas dos nuevas bases locales de vectores unitarios, la 

covariante y la contravariante, tienen sus correspondientes bases reciprocas; 

as i , la base dual de los vectores base covariantes unitarios se obtiene de, 

e^-E^=\; er]-Er]=\; en-E^ =0; e^-En=0 

De manera similar, la base dual de los vectores base contravariantes se obtiene 

de, 

57 



^ • ^ = 1 ; e*-En=l; e*-E^ = 0; e^-E^O 

As i , se dispone en total de seis formas diferentes para expresar un vector en 

coordenadas curvilineas generates. E n la tabla 2.1 se incluyen las expresiones 

de los vectores base unitarios covariantes y contravariantes, sus correspondientes 

bases reciprocas y tambien los correspondientes componentes que los 

acompanan. En Berezowsky 2004, se deducen las expresiones de dicha tabla. 
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Tabla 2-13 Versiones del vector 9 en funcidn de bases unitarias y 

reciprocas 

Base covariante unitaria Base dual covariante unitaria 

q = u®e^+v{n)e{ n) 
q = U^E*>+VrsE* 

^ ) = _ L ^ + _ L ^ rf_VftT^. 
gn d*> Jgn ^ ^ d r \ x 4g~. dn 

u® = & d Y

u ^ d x 1 dX I dY 
- r~= » r = -V — ~r^~ or U I ~ o T V 

VgT ^ V5T art Vfti d^> Vfti ^ 

^) = ^ & Y u Jg72dXv y = 1 

^ ^ 

6>x i <9r 
- r = tti 7 = 
V # 2 2 ^ V & 2 ^ 

Base contravariante unitaria Base dual contravariante unitaria 

<1 = \ ) e®+\) e i n ) q = U^ E^+V* EJ] 

« ) = i dY _ i dx _&dx_ +JK?Le 

V f e « n 1 V i ^ f r i ' ^ - e * + ^ * e > y[g* * yfg~* 

_ 
_JKdX_u + JK.K-

y[g. & 

T T l I dY I dX — — — M — — v 
dn # n 

\ ) = 
g^dX 4gVldY_ 
r- W | i 
r - ™' w- | i 

Vs. a T i vs* # n 

T n _ 1 dY I dX 
•u 

gu ^ yjgn ^ 
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2.2.5.2 Deduccidn de la version Covariante de las ecuaciones de 

hidrodinamica 

Puesto que las ecuaciones dinamicas son componentes vectoriales, estas se 

pueden expresar tambien ya sea como componentes covariantes o 

contravariantes en un sistema de coordenadas curvilineas generales. En la Figura 

2.7 se muestra una clasificacion de las principales versiones que hay de las 

ecuaciones de hidrodinamica en funcion del tipo de coordenadas. 

Rectangulares 

Coordenadas 

Curvilineas 

Ortogonales 

Generales 

Covariante 

Contravariante 

Componentes 
fisicos 
Componentes 
no fisicos 
Componentes 
fisicos 
Componentes 
no fisicos 

Figura 2.7 Clasificacidn de las ecuaciones de hidrodinamica 

Fuente: A Jimenez y M Berezowsky, Modelacidn de flujo bidimensional horizontal con 
coordenadas curvilineas generales. UNAM - Mexico DF 2004. 

E n general la mayoria de los ultimos trabajos publicados de modelos numericos 

que usan coordenadas curvilineas generales utilizan componentes 

contravariantes fisicos para representar la velocidad; con base en la interpretation 

geometrica de las distintas formas de expresar un vector, es mejor usar la version 

covariante con componentes fisicos; los vectores base contravariantes fisicos son 

perpendiculares a los ejes curvilfneos, (o que garantiza que el calculo del flujo de 

masa que pasa por una seccion transversal se haga de manera correcta, esto 

facilita revisar la conservacion de masa. Dicha condicion no se cumple cuando se 
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usa la version contravariante, puesto que en este caso los correspondientes 

vectores base locales covariantes son tangentes a los ejes curvilineos 

(Berezowsky 2004). 

Para simplificar la notacion de los metricos de transformacion inversa dados en la 

ecuacion 2.60, se hacen las siguientes definiciones: 

_ dX _ dY _ dX _dY 
di' d^ y"~ an 

Los componentes covariantes fisicos, , y los componentes rectangulares, 

u y v , del vector velocidad estan relacionados por las expresiones. 

u { l ) = ^^x^u + ^^y^v (2.88a) 

8* V S ' 

\)=r^xnu+*rLyj> (2-88b> 
V£* -48* 

o en forma inversa 

u = - r r u m - - f r % ) <2-89a> 
V&22 V&H 

Xp. 
%)+-r=%) ( 2 - 8 9 b ) 

8u 

E n las expresiones 2.88, se observa como se obtienen los componentes fisicos 

del vector velocidad en funcidn de los componentes rectangulares, de manera 

similar se obtienen los componentes covariantes fisicos de las ecuaciones 

dinamicas en coordenadas curvilmeas generates. Asf, para obtener tales 
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ecuaciones en funcidn de las coordenadas del sistema curvilmeo, se siguen estos 

tres pasos. 

a) Con base en la regla de la cadena, todas las derivadas parciales con 

respecto a las coordenadas rectangulares se sustituyen por derivadas 

parciales con respecto a las coordenadas curvilineas. 

b) Los componentes rectangulares de la velocidad se sustituyen por sus 

correspondientes componentes covariantes fisicos dados por las 

ecuaciones 2.89. Las ecuaciones as i obtenidas siguen siendo las 

ecuaciones dinamicas en las direcciones del sistema rectangular. 

A los componentes rectangulares de la ecuacion dinamica obtenidas en el 

inciso anterior, se les aplica la trasformacion dada por las ecuaciones 2.88, con lo 

cual se obtienen las ecuaciones dinamicas en direccion perpendicular a los ejes 

curvilineos, en terminos de las coordenadas curvilineas y de los componentes 

covariantes fisicos. 

Con base en la regla de la cadena, las derivadas parciales de una funcion 

cualquiera / ( X , Y ) se expresan en funcion de las coordenadas curvilineas y los 

parametros metricos como sigue: 

Of _ y, df ^ df 
(2.90a) 

9f _ xn # \ *« Of (2.90b) 

62 



2.2.5.3 Ecuacion dinamica en la direccion normal al eje curvilineo £, 

constante. 

Con las consideraciones antes expuestas vamos a realizar la transformacion de 

cada uno de los terminos de las ecuaciones 2.58 a la version covariante con 

componentes fisicos en la direccion normal al eje curvilineo £, constante, en 

coordenadas curvilineas generales. 

Aceieracidn local 

Con base a las ecuaciones 2.88, los componentes rectangulares de la aceleracion 

local se expresan como (primer termino de las ecuaciones 2.58b y 2.58c) 

ALX 
du _ d 
~dt~~dt I 

u, 
S22 

%) 
y\ 

w 
(2.91a) 

ALY = ^=®-
dt dt 

x„ 

i 
'U,, 

S22 
"M 

(2.91b) 

E l termino de la aceleracion local en la direccion normal al eje £ constante se 

obtiene como sigue (vease la ecuacion 2.88a) 

AL J^x^ALX + ^y^ALY (2.92) 

Al sustituir las ecuaciones 2.91 en la 2.92, y puesto que los parametros metricos 

no cambian con el tiempo, se puede tomar como factor comun a las derivadas 

parciales de los componentes covariantes fisicos de la velocidad, es decir 

A L _ ( X ^ - X ^ ) d u ® | ^ { - x ^ + x ^ ) d \ ) ( 2 9 3 ) 

d t 4s7, Ji* d t 

Despues de simplificar algunos terminos en 2.93, se obtiene 
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du() 

AL = —®- (2.94) 
dt 

Aceleraci6n convect iva 

L a parte convectiva de ia ecuacion dinamica en la direccion del vector ex se define 

como (segundo y tercer sumandos de la ecuacion 2.58b) 

ACX = u— + v— (2.95a) 
dX dY 

y con respecto a la direccion del vector ey es (segundo y tercer sumandos de la 

ecuacion 2.58c) 

A C ¥ = U W + V J ? ( 2 9 5 b ) 

Al aplicar la regla de la cadena en las ecuaciones 2.95, y tomar como factor comun 

las derivadas parciales de los componentes rectangulares u y v , se obtiene 

A C X J y ^ ) a u + { - y ^ ) e u ( 2 9 6 a ) 

V £ * a S >/£• 9 r l 

A C r J w - v ) ? i + ( - % " + v ) ? i ( 2 . 9 6 b ) 

yjg* dk y]g* d v l 

L a aceleracion convectiva en la direccion normal al eje £, constante se obtiene 

como (ecuacion 2.88a) 

A C = 1^3-x ACX + ^j^y,ACY (2.97) 
yjg' V # * 
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Al sustituir las ecuaciones 2.96 y los componentes rectangulares de la velocidad 

que estan fuera de las derivadas parciales en funcion de los componentes 

covariantes, en la ecuacion 2.97 resulta 

AC 

( 

J S i i \f&22 Vî  

( 

J S i i 

^Jg~* \ 
i 

- \ 
4s* ^Sl2 

-u, ® 
y\ 

X* 

"(n) 

u & r [—"W 
Von 

du dv 
x? \-yf — 

Hd^) 
+ 

I Sl2 

-y\ y* 

.Vi* 
u. (5)' 

y% 

xi \ 
V^lVi^ u (S) 

"(n) 

K(n) 

+ 
du dv 

**~toi + y*toi) 

(2.98) 

Al desarrollar la expresion 2.98 y sustituir algunos parametros metricos por los 

correspondientes elementos del tensor metrico covariante, ecuacion 2.73, se llega 

a 

^ c = ( » 8 ) + g < ' \ ) ) ^ 

{vM+gi%m)J^K 
s* 

du dv 
X \-y 

4 d£ ^ d^ 

du dv 
x i r- yt — 

drj dr\ 

+ 
(2.99) 

donde 

gW=e®.eW= Sn 
n Via 

cos#, 

S e hace notar que 92 es el angulo entre los vectores base locales y . 
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Los terminos de las derivadas parciales con respecto a £, de la ecuacion 2.97, se 

expresan con las ecuaciones 2.89 como sigue: 

du d 
X% — x% 

4 dt, %d^ ,4Sll 
u, (5) 

y% (2.100a) 

dv _ d 
y%~&i~y%~di { V 

xn i 
a ( ? ) + r v w &22 

(2.100b) 

Al desarrollar primero cada una de las variables, despues de sustituir alguno de 

los elementos del tensor metrico covariante y factorizar, se llega a que 

<?22 
g* 

du 

+y$ 
dv 
dt. 

4g72

 9U® , g22 

S ^ g* 

d ^ 

*^V£a 
d x„ 

-y\ d^l £22 

u® + 

g22 
g* 

y% 
d xf 0 y^ 

^V*n *^>/«n %) 

(2.101) 

S e puede demostrar que para la expresion anterior se cumple que 

&22 
g* 

x, 
o yn 

^ V i a 
d x„ 1 d _ ^gtt p2 

4& 4g~*d*> 
yfg^ (2.102a) 

£22 
g* >v 

d xE d y% 

^ Jgn ^ 
_ £22 n 

g*\!g 
12 (2.102b) 

donde 

r f 2 = [win - ] y r ! 2 = -
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Forman parte del conjunto de los simbolos de Schwarz - Christoffel de segunda 

especie. 

Al sustituir las expresiones 2.102 en 2.101, se obtiene 

822 

g* 

du dv 
xr by. — 

1 ̂  n d\ 
g22 9 \ ) 

yjg~* ^ 

+ 

r 2 1 d 
12 

<JF*K 
gyi 

"m « ; r L 

(2.103) 

Procediendo de manera similar, las derivadas de los componentes rectangulares 

con respecto a r j (ecuacion 2.99), se escribe como 

du _ d 
Xk ~~~ 

dr\ ldx\ 

^ 
u, 

W & 2 
• (0 ' 

y\ 
(2.104a) 

dv _ d 
^ dr\ ^ dr\ 

Xs 
— r T = w i 

( VS22 
m v(n) (2.104b) 

Nuevamente, al desarrollar las derivadas de las ecuaciones 2.104 y factonzar se 

obtiene 

g* 

du dv 
xE f- y? — 
^ dr\ ^ dr] 

JgTi d % ) 

g . dr\ 

£ l l \ / & 2 2 

g* 

d yn 

^4^2 yVdVjg2~2 

d xn 

%)+ (2.105) 

8\1 V&22 

g* 

d x, d y% 

y%&x\Ji\~x ^dri4g7i " (1 ) 
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S e puede demostrar que para la expresion 2.100 se cumple que 

gnyfgn 
g* 

d ^ 
dVjg72 

d xn 

g* 

1 d 
22 

4i~^dy\ 
i g22 

(2.106a) 

g 11 V * 2 2 

g* 

d x, d yk 

^^Jgn ^dx\4gn 
-^-T2

n (2.106b) 
g* 

donde 

r 22 ^ y m - ^ ] y r « = h > f c - y&i 

Tambien forman parte del conjunto de expresiones conocidas como los simbolos 

de Schwarz - Christoffel. Asf, al sustituir las expresiones 2.105 en 2.106, se 

obtiene que 

/<?11 -V&2 

g* 

du dv gn du® 
g* dn 

g* 
r 

l d 
22 V g; 22 

u J>2Lr2

v 

\ ) „ 1 1 2 V W 
6* 

(2.107) 

Finalmente, los terminos que forman la aceleracion convectiva en coordenadas 

curvilineas se obtienen al sustituir las expresiones 2.103 y 2.107 en 2.99, de donde 
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\y[g^2~ 
^ = ( « ( « + ^ \ » ) 5 

du, t) 1 d 
12 

# 2 2 ^ 

v \ > ^ L 
V ( n ) + # M ( ? ) j 

Jon Tl U%) £~ 1 12%) + 
(2.108) 

dw, •(5) 
dr\ 

r 2 1 d_ j—] _yj&2_r2 
4glidx\ 22 / T ~ 1 2 V ( 12 "(r ,) 

Los simbolos de Christoffel de segunda especie toman en cuenta que los vectores 

base contravariantes unitarios cambian de direccion a lo largo de los ejes 

curvilineos. Estos terminos dependen de la geometria de la malla y son 

independientes de las variables hidrodinamicas, por lo tanto, sus valores 

permanecen constantes mientras las coordenadas del sistema curvilineo 

permanezcan fijas. En estos terminos se incluye el efecto de la curvatura de la 

malla (Berezowsky 2004). 

Gradiente hidraulico 

Con base en la regla de la cadena, los terminos del gradiente hidraulico en las 

direcciones de los vectores ex y e se definen respectivamente como 

GHX = g 
M _ g 
dX 

dH 
y% 

dH 
dt, ? dr) 

(2.109a) 

GHY = g M = _£L 
dY % f c 

—x. 
dH 

+ x, 
dH 

d^ * dr\ 
(2.109b) 
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El gradiente hidraulico en la direccion normal al eje t, constante se expresa como 

(ecuacion 2.88a) 

GH = Jj^xJJHX + ^^y,GHY 
V£* 

(2.110) 

Al sustituir 2.109 en 2.110, se obtiene 

GH — 
dH dH 

y^-y% dt, ^ dr\ 
4 822 x% + 

8 dH dH 
•x. dt, ' '% dy\ 

i 822 
yk 

(2.111) 

Al desarrollar y agrupar terminos en la expresion anterior, se obtiene 

GH = g 4th2 
g* 

dH dH dH dH 
h y ^ - h y ^ - \ y ^ + x ^ dt, dr\ dt, dr\ 

(2.112) 

Al tomar como factores comunes a los terminos de las derivadas parciales, la 

expresion anterior se reduce a 

GH — g i 822 

8* 
( • w - v O 

dH 

« L 
(2.113) 

en donde 

GH = g y/g^dH 

s ^ 
(2.114) 
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Resistencia al flujo 

E l efecto de la friccion en las direcciones de los vectores ex y e se expresa 

respectivamente as i 

SFX = Ar-\V\ 
C2 h] 1 

(2.115a) 

? V i i 
SFY = Ar-\V\ 

C2 hl ' 
(2.115b) 

donde 

\V\ = A / 7 T 7 = j u 2

[ K ) + 2g ( 1 2 V ) V ( r i ) + v 2

( i ] ) 

L a resistencia al flujo en la direccion normal al eje curvilineo £ se obtiene como 

sigue 

SF = ^Lx^SFX + Jp^y^SFY (2.116) 

Nuevamente, al sustituir las expresiones 2.115 en 2.116, se tiene 

SF = ^ x Z ^ V \ + ^ y Z l \ n 

4s* 5 C 2hl 1 JjT.*C2h] 
(2.117) 

Al sustituir 2.89 en 2.117 se obtiene 

S F ^ l V k 
/ 2 I I / 

C ^ W & 2 

^ 
ft)' 

n 
Kfo) + 

# 2 2 g v 

V g T c 2 / * 

X* 
M, 

[yjgn 
(?) k M 

(2.118) 
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Al reducir terminos semejantes se llega a 

SF=A-\V\^ ±L\V\-£L(x v -x v ) 
C 2 h l l J g : [ ^ ^ ! 

(2.119) 

con base en las ecuaciones 2.60 y 2.73 la expresion anterior se simplifica como 

SF = Ar^-\V\ 
C2 h 1 ' 

(2.120) 

2.2.5.4 Resumen de las ecuaciones dinamicas en coordenadas curvilineas 

generales con componentes fisicos. 

2.2.5.4.1 Ecuacion dinamica en la direccion normal al eje curvilineo t, 

constante 

du n 
dt 

.L + J % 
%)) j £ 

du, 
CO 

d$ 

i d 

k

 1 2 y[sz~2d^ 
4Sl2 

7^22 y-1 
% ) 1 12 V ( „ ) + m, g* 

du, ® 
df] 

r i a 
22 

Sl2 ^ 
4. Sl2 u, £ ) ' 

l ^ L r 2 v + 

4sZdH _ g \ ) / 2 + 2 j a ) , 2 
8 Jg~, <9£ ~ C2 h V & + 8 V ( i ) + V (i) 

(2.121) 

2.2.5.4.2 Ecuacidn dinamica en la direcci6n normal al eje curvilineo ^ 

constante 
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dv, (n) 

dt 
•iu W 1 2 ) v (u®+8

 (T°'Vg7 

dv, i) 
dk 

r 1 
1 1 1 

l d 

gn^ 
, g l1 p 2 

V w " 7 ^ ( 5 ) 

4 - L 
+ \ V ( r , ) + ^ 

5* 

dv, (n) 
dr\ 

1 <9 
12 

fel dV 
v zllLr1

 u 

%) 1 2 2 % gn + 

g 
lgn_dH _ g v ( l ] ) r -

g . dn cl h A/M^)+2g(1\)v(n)+v: 

ft) (2.122) 

2.2.5.5 Ecuacibn de continuidad en coordenadas curvilineas generales. 

L a forma conservativa de las derivadas parciales de una funcion f{X,Y) se 

expresa como sigue: 

JL=JL 
dX J r i v l - J ^ U / ) (2.123a) 

df 1 
dY | ( v ) - ~ ( v ) (2.123b) 

Al aplicar las ecuaciones 2.121 a la version rectangular de la ecuacion de 

continuidad, ecuacion 2.58a, resulta 

dH . 1 

dt 
—iyjiu] — —iyMu) 
dt} n > < V A ; 

J _ 

li. 
-^{xM+^{xM 

(2.124) 

Si se aplica la propiedad asociativa a la suma de los operadores de las derivadas 

parciales en esta ecuacion, se tiene 
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m , 1 9 I , ,\ ' 9 , , ,x 

& + ^ W ^ - X « V k > ^ ^ - h U h + X ^ 
= 0 (2.125) 

Al sustituir los componentes rectangulares del vector velocidad por sus 

correspondientes componentes covariantes fisicos, se obtiene 

dH 1 d 

dt Sd$> 
yn

h 
•u (5) 

y% 
V & 2 y" V f t l 

V, (n) •xnh Ui, 
&22 ^ ^ JSn 

+ 

1 d 

lg' dy\ •y* h y* -j=U 
{^22 

(5) 
y% 

%) + X{h 
K4g^ u. m M 

(2.126) 

Es ta ultima expresion se factoriza como se muestra a continuacion: 

= 0 

dH 1 d 2 , 2 

\+yn dt ' 41^ . V#22 
%) vw + 

1 d 4+yt 
4g~*dr\ 4gn %) i gll %) = 0 

(2.127) 

Con base en las igualdades 2.73, la ecuacion 2.125 se escribe como 

dH i 1 d 
dt 'V g. 

1 d gn 
4g* dr\ 4gTi 

822 g\2 Uv 

n\) nr n\) gn v + 

r A v ( i o " " ^ - H ) 
= 0 

(2.128) 

o bien 
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OH 1 d 

dt Jf.de, 4 &22 hu. & 12 hv. 
m « T W + 

1 d 

4 f f o \ 
hv, fo)' r ^ H ) 

/ £ l l V £ 2 2 ^ 

= 0 

Finalmente al sustituir la ecuacion 2.95 en esta ultima expresion, se obtiene la 

version diferencial, en coordenadas curvilineas con componentes covariantes 

fisicos, de la ecuacion de continuidad 

dH . 1 d 
4g^{^%+g{n)hv{ri)) 

dt J f d ^ 

1 d r * h ( H 0 + s ( B H ) ) . 

(12) 

+ 
(2.129) 

g. dr] 
0 

Los terminos donde esta como factor gK ' , son el complemento del flujo neto en 

la direccion normal a los ejes curvilfneos no ortogonales. E n caso de que las 

l\2\ 
coordenadas fueran ortogonales, el terminogK ' e s nulo. 

2.2.6 Parametros y tensores melricos en coordenadas polares 

2.2.6.1 Sistema de coordenadas polares 

El piano cartesiano es un sistema rectangular, debido a que las coordenadas de 

un punto geometricamente describen un rectangulo. Si hacemos que este punto 

represente un vector de magnitud r que parte desde el origen y que tiene angulo 

de giro/?, tendriamos otra forma de definir un punto. 
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P(X, Y) 

/ \ 
/ 

r / i / \ y 

/ \e j 

e, x x 
Figura 2.8 Relacidn de coordenadas rectangulares - polares 

Ser ia suficiente, para denotar al punto de esta manera, mencionar el valor de r y 

el valor de# . Esto se lo va a hacer indicando el par ordenado(#, r ) , en este caso 

se dice que son las coordenadas polares del puntoP. 

De la figura 2.8 de definen: 

X = X(0,r) = rcosO; Y= Y(d,r) = rsend, 

donde r € [0 ,+oo]y# € [0,2TT] . 

E l vector Position es 

T = r(6,r) = (rcos0, rsenO) 

Al mantenerr fijo y variar 9 en sentido positivo se obtienen circunferencias 

concentricas de centra el origen. S u s vectores tangentes son 

— = ( - r senO, r cos 9) 
d$ V 1 

Al mantenerflfijo y variar r s e obtienen semirrectas que parten del origen. S u s 

vectores tangentes son 
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dr , . 
— = (cos#, sen#) 
or ' 

\9' dr\ 
Los vectores j — , — ^ forman una base ortogonal de M2. 

Con la expresion 2.60 del determinante del Jacobiano de la trasformacion inversa 

J y haciendo \ = 0, t| = r tenemos 

(dX dX) 

J = 4 f 
86 8r 
dY dY 

\dd dr) 

-rsenO cos0) 
rcosO sen# 

J = Jg* = -rsen26 - r cos2 6 = -r 

E n coordenadas polares los metricos de la transformacion inversa se expresan 

como sigue 

dX dX 
X"=~dJ = X s = ^ = - r S e n d 

dY dY 
y ^ ^ = y ° = de-=rcosd 

dX dX 
x = — = xr = — = cos 6/ 

dr\ dr 

dY dY 
= ^ T = yr =-77- = sent) 

dr[ dr 

Los elementos del tensor metrico covariante g u , gn y g ^ s e definen como 
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Su ~~ ee ' ee ~ 
dX 

\dO) + 
f d Y * 

[dOj 
r2sen20 + r2 cos2 0 = r2 

&22 ~ ~ e r ' e r 

dX 
dr + 

dY 
[dr) 

= cos2 0 + sen2B = 1 

dX dX dY dY 
g » = e ° ' e ' = = - d J - d J + ^ 0 - ^ = (-rsent%os0) + (rcos0)(sen0) = 0 

g (») = g W . g W = -Sn = 0 

V S i W f e 

2.2.6.2 Transformacibn de la ecuacion de hidrodinamica a coordenadas 

polares. 

2.2.6.2.1 Ecuacidn de continuidad en coordenadas polares. 

Reemplazando los valores obtenidos de los parametros y tensores metricos en la 

expresion 2.129 tenemos: 

dH I d / , \ Id 
dt 

[hula?\ [rhv, v) = 0 
rd6\ W rdA {r)! 

dH 1 d 
dt rd9 

1 d 
K ) ) - 7 ' ^ K ) ) = ° 

r-
r dr 

dH__}_d_lhu \_d_ 
dt rdd^ U{e)i dr 

d 
K ) ) - ^ : K ) ) = 0 

(2.130) 
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3. CAPITULO III. METODO DE SOLUCION NUMERICA 

3.1 Metodos para el calculo de flujo a superficie libre 

L a solucion de las ecuaciones del flujo a superficie libre, ha sido estudiada desde 

diferentes puntos de vista, algunos de los metodos empleados se describen a 

continuacion: 

Mediciones in situ 

L a s mediciones in situ suponen la realization de un ensayo a escala real, lo cual 

implica disponer de medios precisos para realizarlos, as i como esperar que un 

evento extraordinano ocurra para obtener los datos de su comportamiento. Ello es 

costoso y contrapone la intention de prevision. 

Extrapolacion de datos existentes 

L a carencia de datos reales impide extrapolar un resultado y realizar un analisis 

estadistico. 

Ante estos problemas presentados, una solucion posible consiste en modelar el 

problema en cuestion. Un modelo es una representation, un artificio fisico, 

matematico que trata de reproducir un fenomeno real muy complejo, con ayuda 

de las caracteristicas fisicas mas importantes de dichos fenomenos, a 

continuacion se describe los tipos modelos de modelos mas empleados 
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Modelos fisicos 

Representan en forma reducida y a escalas adecuadas los fenomenos del flujo, 

requieren ademas, una semejanza muy ajustada entre modelo y prototipo, lo que 

muchas veces no es facil de conseguir. S u flexibilidad puede ser mucho menor y 

su extremada complejidad para el analisis en relacion al costo y tiempo los hace 

poco usuales. 

Modelos matematicos o analiticos 

L a s ecuaciones diferenciales que gobiernan el flujo a superficie libre presentan 

dificultades intnnsecas que no pueden integrarse de forma generica, a menos que 

se haga una serie de restricciones y consideraciones que finalmente, desvirtuan 

la solucion al no reflejar correctamente la realidad. 

Modelos analogicos 

S e basa en asociar las propiedades de un evento con otro, debido a la complejidad 

de un evento hidraulico no se puede completar la analogia en su totalidad. 

Modelos numericos 

Consiste en obtener la solucion de algunos puntos de las ecuaciones de flujo a 

superficie libre mediante tecnicas de analisis numerico con ayuda de un 

ordenador. E l proceso de modelacion numerica comienza con la derivacibn de las 

ecuaciones de Saint Venant mediante esquemas numericos, se elabora un 

algoritmo de calculo el cual es desarrollado y codificado en forma de programa 

para finalmente verificar el modelo y simular el evento. 

Existen gran variedad de tecnicas numericas para el tratamiento de las ecuaciones 

de Saint Venant, algunos de ellos se descartan debido a problemas de falta de 

realismo en los resultados, inestabilidad de la solucion o excesivo tiempo de 
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calculo. Las principales tecnicas numericas que resuelven las ecuaciones del flujo 

a superficie libre se pueden clasificar en: 

Metodo de las caracteristicas 

E n general las caracteristicas son un conjunto de direcciones privilegiadas, l ineas 

en el espacio (x,t) en el caso de flujo unidimensional y superficies en el espacio 

(x,y,t) en el caso bidimensional, en las cuales las ecuaciones diferenciales se 

simplifican considerablemente, E n el primer caso el sistema de dos ecuaciones en 

derivadas parciales original se puede sustituir, en las lineas caracteristicas, por 

otro sistema de dos ecuaciones diferenciales pero ahora en derivadas totales. E n 

el caso 2D, lo que se consigue en las superficies caracteristicas es reducir el 

sistema original a otro sistema de ecuaciones con una variable independiente 

menos. 

E n concreto, las caracteristicas serian hipersuperficies a traves de las cuales una 

solucion continua puede presentar discontinuidades en sus derivadas respecto la 

direccion normal a ellas, lo que veremos que es lo mismo que decir que las 

caracteristicas actuan como elementos de transporte de este tipo de 

discontinuidades ( E . Blade 2005). 

Metodo de las diferencias finitas 

Los metodos o esquemas en diferencias finitas consisten en reemplazar las 

derivadas segun cada variable dependiente por cocientes en diferencias de los 

valores de las variables en los puntos de discretization del dominio de solucion. 

Segun sea la forma de planteamiento, los esquemas de resolution se dividen en; 

Explfcitos, es decir resolution punto a punto e Implicitos, en los que para cada At 

se resuelven conjuntamente todos los puntos. 
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Metodo de volumenes finitos 

E n diferencias finitas se utilizan discretizaciones que consideran el valor de las 

variables en puntos concretos de la malla espacial; en volumenes finitos, en 

cambio, el dominio de estudio se divide en una serie de celdas, o volumenes 

finitos, y las variables utilizadas en el esquema numerico representan el valor 

medio de las variables dependientes en cada celda en un instante determinado. 

E n una dimension y para esquemas conservatives la diferencia entre los 

volumenes finitos y las diferencias finitas es principalmente conceptual, ya que el 

esquema numerico resultante es generalmente identico con las dos tecnicas de 

discretization. En dos o mas dimensiones, en cambio, los esquemas resultantes 

de utilizar una u otra tecnica son muy diferentes, hasta el punto que utilizando 

volumenes finitos se obtienen esquemas que permiten considerar soluciones 

discontinuas de manera inmediata mientras que con diferencias finitas ello se 

complica en gran manera. Los volumenes finitos permiten ademas adaptar la 

discretization a dominios con formas arbitrarias muy facilmente, mientras que con 

diferencias, en el caso de no tener mallas rectangulares y uniformes se obtienen 

esquemas muy complicados ( E . Blade 2005). 

E n el caso bidimensional el dominio fisico se descompone en poligonos 

(cuadrilateros y triangulos) que son ahora los volumenes de control o volumenes 

finitos. Cada volumen tiene una superficie o contorno formado por los lados que 

lo encierran y viene definido por sus vertices. Los vertices pueden estar 

distribuidos irregularmente, formando una malla no estructurada, o formar parte 

de una malla estructurada (para cuadrilateros siempre habra cuatro lados 

concurrentes en cada vertice, y para triangulos tres). E n dos dimensiones los 

volumenes finitos no son pues volumenes tridimensionales sino areas, y sus 

superficies son curvas cerradas. 
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Metodo de los elementos finitos 

El sistema a resolver se divide en un numero de elementos, las ecuaciones 

diferenciales se integran con ayuda de unas funciones de forma. S u uso esta poco 

extendido en el modelamiento hidraulico de canales. 

Cada metodo propuesto puede tener ventajas o desventajas en terminos de 

convergencia, estabilidad, precision y eficiencia. 

3.2 So luc ion numerica por el metodo de di ferencias finitas 

L a s ecuaciones de Saint Venant bidimensionales que gobiernan el flujo a 

superficie libre deducidas en el capitulo anterior son un sistema de ecuaciones 

en derivadas parciales no lineales de primer orden e hiperbolicas. 

L a base del metodo de la diferencias finitas es el siguiente: funciones de 

argumentos continuos que descnben el estado de flujo son reemplazadas por 

funciones definidas sobre un numero finito de puntos en una malla dentro del 

dominio considerado ( J . A. Cunge 1980). 

E l metodo de las diferencias finitas consiste en aproximar las ecuaciones 

diferenciales por ecuaciones en diferencias obtenidas usualmente a partir del 

truncamiento de series de Taylor. E l conjunto de ecuaciones en diferencias 

resultante constituye un sistema de ecuaciones lineales, el cual se puede resolver 

numericamente en un computador obteniendo una soluci6n aproximada del 

problema original. 

L a notation utilizada para la malla computational de diferencias finitas en el 

espacio (x,y,t) se muestra en la Figura 3.2. L a direccion x se designa por e! 

subindice i, la direccion y por el sublndice j, y la direccion t por el superindice 

k y el nivel de tiempo que se desconoce por el superindice k +1. 
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X-i X X*-i 

A x 

Figura 3.1 Portion de una malla de calculo uniforme t — tt 

Fuente: A. Zozaya S, Metodo de las Diferencias Finitas - 2004. 

N.M.k 

Figura 3.2 Malla computacional bidimensional de diferencias finitas 

Fuente: M Hanif Chaudhry, Open Channel Flow. Springer - New York 2008. 

Tomando como referenda la figura 3 .1 , poniendo Ax = h, y asumiendo que la 

funcion f ( x ) posee derivadas de cualquier orden, es posible expandir 

f ( x m ) = f ( x i +h) y ) = f ( x t —h) en sendas series de Taylor a partir 

del valor de la funcion / { x ) y sus derivadas en xt, para el caso unidimensional, 

se extiende el razonamiento anterior al caso bidimensional. 
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f(xi+h) = f ( x i ) + h 
dx 

h2 d2f 
2 dx 

h2 d3f 
6 dx 

^h" d"f + > — 
hn\ dx" 

(3.1) 

* V ) 

f { x - h ) = f ( X i ) - h £. 
dx 

h2 d2f 
2 dx2 

h2 d3f 
6 dx + £ H ) ' 

, V d"f 

n=A n\ dx" 

°(*4) 

(3.2) 

donde 0{h"^ es la notation empleada para indicar el orden del error que se 

comete cuando el valor deseado, por ejemplo / ( x ; + h) en la ecuacion 3 .1 , es 

aproximado por una cantidad finita de elementos de la serie suprimiendo los 

terminos a partir de n inclusive, asumiendo que h e s muy pequeno. L a potencia 

mas pequena de h de los terminos suprimidos determina el orden del error porque 

los terminos siguientes son despreciables bajo la premisa de que h<Cl. S i 

llamamos e(h) al error, siendo el orden del error de 0[K j , se puede demostrar 

que: 

e(h) = 
h" d"u 
n\ dx 

(3-3) 

donde £ G [ X J C + /*] para h>0 ecuacion 3.1 o £ e [ * — | / I | , J C ] para h<0 

ecuacion 3.2. 

Una expresion mas compacta de las ecuaciones 3.1 y 3.2 se obtiene poniendo 

4f r, d"f A„) 
x. = x , — = f y —— = p'\ 

dx dx 
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rJ2 rJ2 oo fji 
/ ( * + A ) = / W + r W + V ' W + V " W + i ; V , W 

2 6 „ = 4 n! 
(3.4) 

/(*) + (*) + ^f"{x) + ^f"'(x) + 0(h4) 

/ ( * - A ) = / W - ^ w + ^ r W - 5 > , w W + B - 1 ) " V , W 
2 6 „ = 4 « ! 

= /(*) - hf'(x) + ^f" (x) - £ f " ( x ) + G(h<) 

(3.5) 

De las ecuaciones 3.4, 3.5 y de su combinacion obtenemos las aproximaciones 

de primera y segundo orden siguientes, respectivamente, para la primera derivada 

de la funcion f ( x ) : 

/ W - E ^ W 

_ f ( x + h ) - f ( x ) 
\-0(h) (3.6) 

f(x + h ) - f ( x ) 
h 

86 



/ ' W = / W " f ( x ' / , ) + E ( - i ) " ^ / w W 
h „=2 n\ 
* + 

/ ( * ) - " / ( * - * ) , 
h ' 

/ « - -f(x-h) 

0{h) (3.7) 

/ t ^ + t / ^ - E ^ * ) 
„=-i w! 
n=3 
n impar 

•0[h2) (3.8) = + 
2h 

„ f ( x + h)-f(x-h) 
/~^f 1 

2/i 

L a s ecuaciones 3.6, 3.7 y 3.8 se conocen como formulas de aproximacion en 

diferencias hacia adelante, hacia airs's y central de la primera derivada de / ( x ) , 

respectivamente. 

3.2.1 Esquemas explicitos y esquemas impficitos 

3.2.1.1 Esquemas explicitos de diferencias finitas 

Los esquemas explicitos son aquellos en los que el calculo de las variables en un 

instante se efectua tan solo con los valores que toman en el instante anterior, es 

decir en los metodos explicitos de resolucion se utiliza el valor de los nodos en el 

instante t, para aproximar el valor de las derivadas en el instante t + At. 
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Hacia atras: 

df _ f ? - & (3.9a) 
dx Ax 

Hacia adelante: 

df fi+\ f i (3.9b) 
dx Ax 

Central: 

df 
(3.9c) 

dx 2Ax 

3.2.1.2 Esquemas implicitos de diferencias finitas 

Por lo contrario, un esquema implicito evalua las variables dependientes en el 

instante t + At a partir de los valores en puntos adyacentes al del calculo en el 

instante anterior t , pero tambien en el mismo instante t + At. L a resolucion de 

un punto del espacio en un instante implica pues los valores en otros puntos del 

espacio en el mismo instante, por lo que se debe resolver en cada paso de tiempo 

un sistema de ecuaciones que engloba todas las variables en todos los puntos del 

espacio en el instante t + At, Los metodos implicitos tratan de mejorar la 

estimation anterior utilizando tanto valores a tiempo t como t + At. 

Hacia atras: 

df = f r - f l 
RK+I 
»-l (3.10a) 

dx Ax 
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Hacia adelante: 

W = f n - f i 
•K+\ 

dx Ax 
(3.10b) 

Central: 

df = f ^ ~ f l RK+L 
i-1 (3.10c) 

dx 2Ax 

Los esquemas explicitos tienen un coste computacional pequeno en cada paso 

de tiempo, pero para ser estables es necesario trabajar con incrementos de tiempo 

tambien pequenos. 

Los esquemas implicitos tienen la ventaja sobre los esquemas explicitos que son 

incondicionalmente estables, aunque la convergencia a veces puede ser dificil de 

conseguir dependiendo de las condiciones iniciales. 

3.2.2 Esquema de MacCormack 

E s un metodo muy usado en dinamica y mecanica de fluidos para la resolucion 

ecuaciones diferenciales parciales no lineales e hiperbolicos y tambien en el 

calculo del campo de velocidades en flujos a superficie libre. Este metodo es 

conocido como esquema twoStep (dos pasos), se basan en el desarrollo de la 

serie de Taylor en segundo orden. 

E l esquema de MacCormack es expllcito, de segundo orden en el espacio, y 

consta de dos etapas (tipo predictor - corrector): en la fase de prediccion se 

calculan las variables dependientes (llamadas variables predichas) con diferencias 

espaciales hacia atras, y en la fase de correccion se obtienen las variables 

dependientes (llamadas variables corregidas) con diferencias espaciales hacia 

adelante, en funcion de las variables calculadas en la etapa de prediccion. Los 
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valores de las variables dependientes al final del intervalo de tiempo se obtienen 

en funcion de los valores de las variables al inicio del intervalo de tiempo y de las 

variables obtenidas en la fase de correction. 

Este esquema brinda mejores resuitados cuando se alterna el calculo de las 

diferencias en cada etapa del calculo, es decir, en un paso de tiempo se calcula 

la etapa de prediction con diferencias hacia atras y la etapa de correction con 

diferencias hacia adelante, y en el siguiente paso de tiempo, la etapa de prediction 

se calcula con diferencias hacia adelante y la etapa de correction con diferencias 

hacia atras (Berezowsky 2004). Esta secuencia elimina el sesgo directional de 

este esquema, que de otro modo pueden estar presentes si no se alternan los 

pasos (Chaudhry 2008). 

S e a el piano computational mostrado en la fig. 3.3, donde se incluye una malla de 

calculo de M celdas en la direccion del eje E, y N celdas en la del eje r\. E n la 

misma figura se indica que las celdas del lado izquierdo definen una frontera 

abierta donde se conoce el gasto que ingresa y en las celdas del lado derecho se 

conoce el nivel del agua, mientras que en la parte superior e inferior del piano 

computational se tienen fronteras solidas, llamadas tambien cerradas. Para 

aplicar el esquema de MacCormack, se propone que todas las variables 

dependientes sean calculadas en el centro de las celdas como se muestra en la 

fig. 3.3. Esto tiene la ventaja de que se requiere menor numero de parametros 

metricos en las ecuaciones discretizadas. 

3.2.2.1 Metodologfa de calculo 

a) En un tiempo initial kAt, se conocen los valores de las variables 

Hk, uL, vf j j en el punto central (i, j ) de cada una de las celdas. 
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Fase de prediccidn 

b) S e calculan las variables dependientes de la etapa de prediction, 

[HP,U^,V^ con diferencias finitas hacia atras para 2<i<M, y 

2<j<N. 

c) Con base en la hipotesis de la frontera reflejante, la cual se explica 

posteriormente, se calculan las variables predichas para j = 1 , y 2<i<M. 

Fase de correccion 

d) S e calculan las variables dependientes de la fase de correccion 

^Hc ,uc^,vc^ , en cada una de las celdas 2<i<M — l , y 1 < j < N — 1 , con 

diferencias finitas hacia adelante y en funcion de los valores de las variables 

obtenidas en la etapa de prediction. 

e) Tambien con base en la hipotesis de frontera reflejante, se calculan los valores 

de las variables de la fase de correccion para j = N, y 2<i<M — 1 . 

Valores para la etapa de tiempo (k + 1 ) At 

f) Hasta aqui se tienen tanto los valores predichos como los corregidos para las 

celdas comprendidas entre 2<i<M — 1 y l< j < N . Con esos valores, se 

calculan las variables dependientes al final del intervalo de tiempo para esas 

celdas, en funcion de los valores de las variables iniciales y corregidas como sigue: 
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T] 

j=N 

j+1 

e l J 

j-i 

Frontera cerrada 

L. L L _ 

B 
_ 

r C r D 1 

L J 
4 
L J J 

/-/ 7 / + / 

Frontera cerrada 

H" 

i=M 

B 

CZ>=V£ C 
%J ^ 

%, D 

A 

AB=<g 
°22 

Figura 3.3 Malla de c&lculo en el piano computacional 

Fuente: M. Berezowsky, Modelacidn del flujo bidimensional horizontal con coordenadas 
curvilineas generales. UNAM - Mexico 2004. 

H t f - X K + Wj) (3.11a) 
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u, X&J (3.11b) 

v, '<&J ~ \ { v k j + v h , ) (3.11c) 

Efecto de las fronteras abiertas 

g) S e resuelven las celdas, para 2 = 1 e i = M, que definen las fronteras donde 

se conoce la velocidad del flujo o el nivel de la superficie libre del agua, con el 

procedimiento que se explica posteriormente. 

h) Una vez que se tienen los valores de las variables dependientes para cada una 

de las celdas del piano computacional, los valores de las variables dependientes 

para el tiempo (£ + 1 ) A J \ se toman como valores iniciales y se repite el 

procedimiento de calculo, pero ahora calculando primero la fase de prediccion con 

diferencias finitas hacia adelante y la fase de correccion con diferencias hacia 

atras. 

L a solucion del campo de velocidades para un flujo con regimen permanente se 

obtiene cuando, durante el ciclo iterativo, las variables dependientes no cambian 

significativamente de una iteration a otra. 

3.2.2.2 Discretizacion de las ecuaciones 

Etapa de prediccibn con diferencias finitas hacia atras 

Cada uno de los terminos que forman la ecuacion de continuidad en 

coordenadas curvilineas con componentes fisicos, ecuacion 2.129, se escribe de 

la manera siguiente 

OH _ H f J - H f j 

(3.12a) 
dt At 
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i a 

g.dt 
Jg72 [hu^ + g{n)hv{i]))] = (Jg^ku® I ~ (Via H) ) w 

V * * . ; 

> /*V 
(yfeg^SJuA^^SlLj (3.12b) 

1 d 

g. ^ 
Vg^(^(ll)+g(,2W(^) =-r= (Vgn (̂£)). .-(Vin^ft)). ._, 

V g % , J , J 

v ^ 
( V ^ ( 1 2 H ) t - ( V ^ ( , 2 H ) L (3.12c) 

S e recuerda que A £ y A T ) tienen valores unitarios (vease el piano 

computacional de la figura 3.3). Al sustituir cada una de las expresiones 3.12 en 

la ecuacion de continuidad 2.129, y despejar la variable Hfj, se obtiene 

H.p

{ = H*. 
At 

',j ij r~ 
V^u 

( ^ ^ i j - i ^ ^ t ^ 

At 

At 

(^i-(^L 

( J ^ v l A j A ^ % f i l j -

(3.13) 

At g (12). 
u i A j - ( g ^ A j - I 

Para obtener el componente w ^ . d e b e usar la ecuacion dinamica 2.129 sin 

embargo, debido a que en dicha expresion hay muchos terminos donde se 
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incluyen las mismas derivadas parciales, conviene escribir la ecuacion en 

cuestion como sigue: 

ALXIP + ACXIP + GHXIP + SFXIP = 0 (3.14) 

donde ALXIP es la aceleracion local, ecuacion 2.94; ACXIP la aceleracion 

convectiva, ecuacion2.97; GHXJP el gradiente hidraulico, ecuacion 2.114; 

SFXIP el efecto de la resistencia al flujo, ecuacion 2.120. E l valor predicho del 

componente de la velocidad . en la direccion normal al eje £ constante, se 

obtiene al expresar cada uno de los sumandos de la ecuacion dinamica 3.14 con 

diferencias finitas hacia atras: 

Aceleracion local (ecuacion 2.94) 

ALXIP = • 
du, 

dt 
%) _ u ( i ) i j u ( j ) i j 

At 
(3.15) 

Aceleracidn convectiva (ecuacion 2.97) 

Para estos terminos, conviene calcular primero las derivadas parciales de los 

componentes rectangulares de la velocidad con respecto a las coordenadas 

curvilineas dadas por la ecuacion 2.104: 

DUXI = du 

w 
d_ 

^ A** 
•u n 

y* 
(i) 

DUETA = 
du 

(dr)) 
d_ 

dr\ - r = w i 
W^22 m 

y% 
VH 

y con diferencias finitas 
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DUXI = 
\ k 

y» 

[ V ^ J 

\* 

u, m ',j W ^ 2 2 

y\ 
\ k 

h) 
I V S n 

+ 
>,j 

y% 
\* 

• t o 

>f-1,y 

Z>C/£Z4 = 
/ s r { § ) 

W * 2 2 , 

(316a) 

\ k 

i j ,y[s2i ^\u^ K48ii ^Jgn 

y% 
\k ( 

+ y% 
%) 

ij-l 

(316b) 

De manera similar, se obtienen las derivadas parciales del components 

rectangularv con respecto a las coordenadas curvilineas (ecuacion 2.104b): 

DVXI = 
\ k 

u (?) + 
l>J 

x„ 
- f = ^ 

U ^ 2 2 
%) + 

i-1,7 W # 

Y* ( 
y(n) 

i l l 

X, 
Jg w 

U W s n ) 

(3.16c) 

DVETA = 
\ k 

Ui, 
IS t 5 ) 

I V * 2 2 ) 
+ 

>J 

\ k 

.V^22 vfsn ^\ 

(3.16d) 

+ 
\ k 

Con base en las expresiones 3.16 y la regla de la cadena, ecuaciones 2.90, se 

obtienen las expresiones para calcular las derivadas de los componentes 

rectangulares con respecto a las coordenadas rectangulares: 

DUX=$L = 
dX 

DUXI- y% 

\ J 
DUETA (3.17a) 

>,j 

DUY = 
du 
dY 

DUXI + 
>i,i 

DUETA (3.17b) 

>>j 
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DVX = ^- = 
dX 

DVXI 

>ui 

y\ 
DVETA (3.17c) 

DVY^ = 
dY 

DVXI + 

>:) A*. 
DVETA (3.17d) 

U) 

Ahora, con base en las expresiones 3.17 y 2.95, los componentes 

rectangulares de la aceleracion convectiva se obtienen como 

ACX = u\pUX + v\pUY (3.18a) 

ACY = ufjDVX + vl-DVY (3.18b) 

Finalmente, el componente de la aceleracion convectiva en la direccion normal al 

eje£, constante se obtiene como (ecuacion 2.97) 

ACXIP A C x J ^ 2 

'ij 
•y* ACY 

'U 

(3.19) 

Gradiente hidriulico (ecuacion 2.114) 

E l termino del gradiente hidraulico es 

G H X i P = g ^ ^ L = g 

i i — \ 
S. 

Jg* ^ \4s* 
>22 

K - ^ t u ) (3-20) 

Resistencia al flujo (ecuacion 2.120) 

E l termino que toma en cuenta la resistencia al flujo es 
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\ k 

_ g %) SF^-^-^lV 
C2 h ' 

g 
1 
%) 

c2. 
>,J 

h 
\ 

K (3.21) 

>ui 

donde 

YK 
i,j - Hf+^f=UJ+2^%^+KJ 

Con base a cada uno de los terminos expresados en diferencias finitas, el 

,p 
W-componente de la velocidad ufL ., de la fase de prediccion se obtiene como 

u m = u m ~ A T ( A C X I P + G H X I P + S F X I P ) (3.22) 

De manera similar se discretiza la ecuacion dinamica en la direccion normal al eje 

curvilineo Tj constante, ecuacion 2.122, para obtener la variable predicha v ^ ^ . . 

L a expresion 3.46 se puede escribir como sigue: 

ALETAP + ACETAP + GHETAP + SFETAP = 0 (3.23) 

Aceleracidn local: 

dv, \ vf v . — vf \. . 
ALETAP = —^ = _fcOy m. (3.24) 

dt At 

Aceleracidn convectiva: 

Con base a las derivadas parciales de las componentes rectangulares de la 

velocidad con respecto a las coordenadas curvilineas calculados en el parrafo 

anterior y la expresion 3.4b, el componente de la aceleracion convectiva en la 

direccion normal al eje curvilineo r\ constante se obtiene como: 
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ACETAP — ACX + 
i i— "\ 

g n y 
•̂ 1 'Ui 

ACY (3.25) 

",j 

Gradiente hidraulico: 

El termino del gradiente hidraulico es 

GHETAP = g ^ ^ - = g 
41 a n (JF-lj ( K - K - J <3-26) 

Resistencia al flujo: 

E l termino que toma en cuenta la resistencia al flujo es 

SFETAP = Ar-^-\V\ - - 4 -
C 2 h 1 1 C, 

/ > 
U 

k 
V M 

Vu /? ' j 
V J >>j 

(3.27) 

donde 

V 
>J - U f + M = H J + t d H v ^ + t i t o J 

Con base a cada uno de los terminos expresados en diferencias finitas, el 

componente de la velocidad v ^ . ; . , de la fase de prediccion se obtiene como 

V J } . . = v ^ . j - At (ACETAP + GHETAP + SFETAP) (3.28) 

Etapa de correccidn con diferencias finitas hacia adelante 

S e calculan las variables dependientes con diferencias finitas hacia adelante, en 

funcion de las variables obtenidas en la etapa de prediccion; as i , de la ecuacion 

2.129, se obtiene 
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H°=H? 
At 

( ^ ^ ) l ^ ^ ^ ) h ) ' t J 
3 i j K 

ffl^LA^i 

( M ) C . - ( ^ v w i 

+ 

+ 
(3.29) 

+ 
> K 

- ^ v L - ^ v r . 

E n forma similar a como se plantea la ecuacion 3.13, se obtiene de las ecuaciones 

dinamicas en las direcciones normaies a los ejes curvilineos las variables 

siguientes . y v (; ) ;. . 

u e

m = ufotJ - At(ACXIC + GHXIC + SFXIC)^ (3.30) 

donde 

(ACXIC + GHXIC + SFXIC)".. = (ACXIC)".. + (GHXIC)P.. + (SFXIC)P. 

(3.31) 

Aceleracion convectiva (ACXIC)P: 

DUXI = du 
/ 

_ ^ 
k j ~<9c; 

_ ^ 
M to nrvw 

DVETA = 
du _9_' 

W dr\ u, 
y% 

m 
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Discretizando, usando diferencias finitas hacia adelante 

DUXI = 
( \P 

y* 
fz-%) 

{yJS22 )i+1J 

y* 
u. (?) 

",j 

y* 

(3.32a) 

+ 
h+\J 

y% 
V, z ( n ) 

8 1 1 h,j 

DUETA = ^ u, (?) 
ij+l 

^ 
- f = U \ 

W ^ 2 2 
(?) 

£ 2 2 

(3.32b) 

U) 

y% 

W ^ i i 
%) + 

ij+l 

y% 

W f t 
"(n) 

",j 

De manera similar, se obtienen las derivadas parciales del componente 

rectangularv con respecto a las coordenadas curvilineas (ecuacion 2.104b): 

DVXI = 
Y ( 

u, (?) + u,, 

p ( 
+ 

( 

ls~ ® fz~ ^ fz~ { r ] ] 

I+U IV622 )FJ {YLSN )I+1J I V s i i ) 

(3.32c) 

DVETA = - rU„ + 
x„ 

-U/, 
^4^22 Aj+i \4Sl2 ^)uj 

(3.32d) 

+ 
\P 

"(n) 
ij+l 

\P 

"(1) 
>LJ 

Con base en las expresiones 3.16 y la regla de la cadena, ecuaciones 2.90, se 

obtienen las expresiones para calcular las derivadas de los componentes 

rectangulares con respecto a las coordenadas rectangulares: 

DUX = ^ = 
dX 

y* DUXl y% 
DUETA (3.33a) 

>i,j 
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Z > O T = * i = 
dr 

t \ 
X„ 

DUXI + 

'U 

xe DUETA (3.33b) 

>i,j 

DVX = ^ = 
dX 

^ 
DVXI-

( \ 
y i 

l ^ L 
DVETA (3.33c) 

DVY 
dv 
dY 

DVXI + 

V ^ L [Sij 
DVETA (3.33d) 

Ahora, con base en las expresiones 3.17 y 2.95, los componentes 

rectangulares de la aceleracion convectiva se obtienen como 

ACX = ufjDUX +vfjDUY 

ACY = ufpVX + vfpVY 

(3.34a) 

(3.34b) 

Finalmente, el componente de la aceleracion convectiva en la direccion normal al 

eje £ constante s e obtiene como (ecuacion 2.97) 

(ACXIPl. V&2 
1 

ACX + V#22 
/ — y% 

J >j \ I 
ACY (3.35) 

Gradiente hidr&ulico(GHXIP)*' 

E l termino del gradiente hidraulico es 

-rrJK^L 
"' s ^ 

GHXIP = g ^ — = g K " ^ ) (3-36) 

'i,S 

Resistencia al flujo (SFXIP)*. 
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El termino que toma en cuenta la resistencia al flujo es 

SF = A~®-\V\ = - 4 -
C~ * ' ' ... 

donde 

tel=^f+tef=^h^^shj+titoT 

De manera similar se discretiza la ecuacion dinamica en la direccion normal al eje 

curvilineo r\ constante, ecuacion 2.122, para obtener la variable corregida v ^ / y 

L a expresion 3.46 se puede escribir como sigue: 

ALETAC + ACETAC + GHETAC+SFETAC = 0 (3.38) 

donde 

v (; ) ;. . = v ^ . . - At(ACETAC + GHETAC + SFETAC)?^ (3.39) 

de donde 

(ACXIC + GHETAC + SFETAC)".. = (ACETAC)".' + (GHETAC)". + (SFETAC)". 

u, \r 
ft) 
h 

v i (3.37) 

Aceleracidn local (ALETAC)".: 

dv, v vf v . —vfv . 
ALETAC = — f c U - ^ (D>i (3.40) 

dt At 

Aceleracidn convectiva (ACETAC)". 
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Con base a las derivadas parciales de las componentes rectangulares de la 

velocidad con respecto a las coordenadas curvilineas calculados en el parrafo 

anterior y la expresion 3.4b, el componente de la aceleracion convectiva en la 

direccion normal al eje curvilineo r| constante se obtiene como: 

ACETAC ' f&i 
»i 

ACX + 
>I, 

ACY 
>Uj 

(3.41) 

Gradiente hidraulico(GHETAC)".' : 

El termino del gradiente hidraulico es 

GHETAC = g ^ ± ^ = g ' /in ' 
V * ^ [S)tJ 

( H & J - H t i (3.42) 

Resistencia al flujo (SFETAC)P. 

El termino que toma en cuenta la resistencia al flujo es 

SFETAC = Ar-^\V\ 
C2 h M 

g 
C. 

>,J 
h 

V?J 
'IJ 

(3.43) 

donde 

V*'J =htf+(v-)2=^h2^^A^1 
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3.2.2.3 Condiciones de frontera 

Las expresiones anteriores no se aplican en celdas cuyos lados coinciden con las 

fronteras que definen la zona en estudio, ya que se carece de valores para el 

calculo de las derivadas parciales con el esquema de MacCormack. Para resolver 

las celdas en cuestion es necesario identificar el tipo de frontera que se tiene. E n 

general, existen dos tipos de frontera que son cerradas (paredes) o abiertas. A 

continuation, se discuten las expresiones correspondientes para celdas cuyos 

lados forman parte de una frontera. 

Frontera cerrada (pared) 

La modelacion numerica del flujo bidimensional horizontal requiere la definition 

adecuada de las condiciones de frontera dadas en las paredes. Existen varios 

procedimientos para modelar el efecto de una pared en el campo de 

veiocidades; estos se discuten a continuation. 

Una metodologia se basa en utilizar la ley universal de distribution de veiocidades 

de Prandti y von-Karman, llamada tambien ley logaritmica o de pared, para 

obtener la velocidad del flujo muy cerca de la misma. Dado que esta ley es valida 

para condiciones de flujo uniforme, no se recomienda su empleo en la modelacion 

numerica de flujos con zonas de recircuiacion o de estancamiento; vease, por 

ejemplo, Rodi (1980). 

Otro procedimiento consiste en aceptar que la velocidad en la pared es nula; sin 

embargo, se ha hecho notar que para modelar numericamente la variation 

de la velocidad en la direccion normal a la pared, se necesita que la malla de 

calculo sea demasiado densa en esa zona, lo cual no es recomendable debido al 

notable incremento en los requerimientos de memoria de maquina y tiempo de 

proceso de calculo; por tanto, este metodo no es practico. 
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E n este trabajo, se utiiiza un procedimiento que ha sido apiicado por Chaudhry 

(1993) y Yulistiyanto (1998), entre otros. Este metodo se basa en aceptar las 

hipotesis de que tanto la variation de la velocidad tangential a la pared, en el 

sentido normal a la misma, como la velocidad normal a la pared son nulas. S e a 

el caso de una celda, donde uno de sus lados forma parte de la frontera que 

confina la superficie libre del agua, como se muestra en la figura 3.4. Con base en 

estas hipotesis, se supone que en la frontera hay una imagen de la celda, la cual 

esta definida por puntos ficticios en la pared solida, como se muestra en la figura 

3.4. E n la figura se observa que los componentes de la velocidad paralelos a la 

pared son identicos y los perpendiculares a la misma tienen signo opuesto. De 

esta manera, las derivadas parciales en la direccion normal a la pared se expresan 

como 

'dPu^ 

dx\ 
0; 

'>j 
dr\ 

= 2P. ,.v, rwu (3.44) 

•j 

donde P. es un par^metro metrico o el producto de algunos de ellos en la celda 

U • 

—mtmmmzm:— 
Frontera cerrada 

vm 

% 

smmmmtsmr 
Celda fictieia 

Figura 3.4 Celda con frontera cerrada 

Fuente: M. Berezowsky, Modelacidn del flujo bidimensional horizontal con coordenadas 
curvilineas generales. UNAM - Mexico 2004. 
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Esta es la manera como se modelan las fronteras cerradas en el modelo numerico 

que se desarrolla en este trabajo; ademas de su sencillez, se considera que 

representa en forma adecuada el efecto de una frontera cerrada en el flujo, como 

se observa, por ejemplo, en Chaudhry (1993) y Yulistiyanto (1998). 

Frontera abierta con nivel de agua conocido 

E n cuanto a la modelacion de una frontera donde se conoce la variation de la 

superficie libre del agua en el tiempo y se desea conocer el caudal, se propone 

calcular el componente de la velocidad en la direccion normal al eje curvilineo 

£, constante, con base en el componente de la ecuacion dinamica en la 

misma direction, y suponer que el otro componente de la velocidad es nulo, 

como se muestra en la figura 3.5 (Rahman y Chaudhry, 1995). Con base en esta 

hipotesis, algunos terminos de la ecuacion dinamica se cancelan; as i , el termino 

convectivo se calcula con las expresiones 3.16 a 3.18 pero las derivadas con 

respecto a las coordenadas curvilineas se simplifican como sigue: 

1+J 

j 

j-1 

—1.— —1.— 

% 
l f r 

% 
l f r 

m m 

i=M 

Figura 3.5 Celda i,j con frontera de nivel H + conocido 

Fuente: M. Berezowsky, Modelacion del flujo bidimensional horizontal con coordenadas 
curvilineas generales. UNAM - Mexico 2004. 
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\K 

DUXI = y* 
r~u(z) 

U W ^ 2 2 ) M J 

DUETA •• 
\K ( 

y* 

Aiii )u

 ( 

DVXI 
^ 4 ^ 2 2 ® , i t J , y f g ^ ® ( _ u 

DVETA = 
\ k 

l ^ H , 
+ 

\ k 

X , 
u, fe) 

' , / - ! 

S e hace notar que este metodo se debe aplicar en secciones donde se cumpla 

que el flujo es practicamente paralelo al eje£,, para que de esta manera se 

satisfaga la hipotesis de que el componente de la velocidad en el sentido 

transversal al flujo principal sea nulo. 

Frontera abierta con flujo conocido 

Cuando el gasto de ingreso£)* + 1 es conocido en una frontera como la mostrada en 

la figura 3.6 se supone que el flujo en la frontera es normal a la misma, como se 

indica a continuation. 

L a cota de la superficie libre del agua se obtiene al aplicar la ecuacion de 

continuidad, donde se supone que el componentev^es nulo, de esta manera, 

para la celda mostrada en la figura 3.6 se tiene la expresion siguiente: 

H*+x=Hk At 
>J ij I 

V « \ 
M L - - Q M 
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j+1 

j 

3-1 

1 

I 

\% 1 

jfi" I 

1 
! 

J 

/W 

Figura 3.6 Ce/da i,y con frontera degasto Qk+l conocido 

Fuente: M. Berezowsky, Modelacion del flujo bidimensional horizontal con coordenadas 
curvilineas generales. UNAM - Mexico 2004. 

L a solucion del campo de veiocidades de un flujo permanente se obtiene cuando 

los valores de las veiocidades y niveles de agua convergen en un cierto valor. 

Puesto que lo que se obtiene son los componentes covariantes fisicos del vector 

velocidad, para conocer los componentes rectangulares correspondientes se 

utilizan las expresiones 2.90. 

3.2.2.4 Filtro numerico y condici6n de estabilidad 

Cualquier esquema de diferencias finitas, como el de MacCormack aqui 

empleado, puede tener problemas de estabilidad debido a la posible propagation 

de terminos correspondientes a los altos componentes de Fourier (Abbott, 

1979), generados por la aproximacion numerica. Para lograr la estabilidad del 

modelo numerico es comun aplicar un filtro (Borthwick y Akponasa, 1997). E n el 

modelo desarrollado en este trabajo, se aplica el filtro propuesto por Abbott (1979), 

el cual se ha adaptado para el flujo bidimensional, y consiste en modificar cada 

una de las variables dependientes en funcion de los valores vecinos de la misma 

variable como 
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~ fi~\J fi+lj fij-l fi,j+\ 

f / J = {\-Aa)ftJ+aRf 

donde f es la variable que se v a a filtrar, a un factor de peso(0 < a < 0.25) y 

f / j e s la variable filtrada. Durante la modelacion numerica, la frecuencia con que 

s e aplica el proceso de fiitrado es del orden de diez veces el paso de tiempo, es 

decir, cada 1 0 A * . Puesto que el filtro numerico se obtiene con base en el 

promedio ponderado de las variables de las celdas vecinas, al aplicar la 

expresi6n 3.18 a celdas que definen las fronteras, el promedio se hace unicamente 

con los valores de las celdas vecinas. 

Debido a que el esquema que se usa en este trabajo es explicito, ei paso de 

tiempo debe cumplir con la restriccion de Courant. En Yulistiyanto (1997) se 

demuestra con algunas simplificaciones que el esquema de MacCormack es 

estable cuando se cumple en todos los puntos de la malla la condition siguiente 

At<C, 1 

" i f + q . v + Q 

4sTi 4s~22 

donde, 

C„ es el numero de Courant, que debe ser menor a la unidad, y Q = Jgh 
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4. CAPITULO IV. DESARROLLO DEL MODELO NUMERICO 

4.1 Introduction 

E n un tramo curvo de un canal se dan algunas particularidades en el flujo, entre 

el interior y exterior de una curva se desarrolla una sobreelevacion del nivel de 

agua por causa de la fuerza centrifuga. E l valor de esta sobreelevaci6n puede 

obtenerse con bastante precision mediante la solucion de la ecuacion que 

gobiernan el flujo ecuaciones de Navier Stokes o para este caso en particular la 

solucion de la ecuacion bidimensionales de flujo ecuaciones de Saint Venant. E n 

el presente capitulo se desarrollara el programa de calculo Bend Flow 2D, 

programa implementado con el modelo numerico estudiado a partir del esquema 

de MacCormack en diferencias finitas en coordenadas polares. 

4.2 Description del programa 

El presente modelo se ha desarrollado en base al programa Matlab (abreviatura 

de Matrix Laboratory "laboratorio de matrices") de uso difundido en nuestro medio 

que es una herramienta de software matematico que ofrece un desarrollo 

integrado ( IDE) con un lenguaje de programacion propio (leguaje M). 

E l programa denominado Bend Flow 2D, se inicia con el ingreso de datos 

geometricos e hidrodinamicos. Los datos geometricos estan referidos a las 
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dimensiones del canal, ancho de solera, radio y longitud de curva; representados 

en puntos de control que se alimentan al programa mediante coordenadas UTM, 

as i mismo a los intervalos de espacios en ambas direcciones del flujo a fin de que 

el programa pueda enmallar el tramo en estudio. Los datos hidrodinamicos estan 

referidos a las condiciones de contorno en los extremos del canal y condiciones 

initiates: aguas arriba se tiene como condition de contorno el caudal de ingreso, 

aguas abajo un tirante de salida; las condiciones initiates estan referidas a los 

niveles de agua que se tiene al inicio del flujo. E l programa calcula estas 

condiciones y las asigna a cada punto dentro de la malla de calculo. 

Este proceso se ileva a cabo dentro de una GUI (tambien conocidas como 

interfaces graficas de usuario o interfaces de usuario), en combinacion con el 

lenguaje de programacion propio de Matlab. 

Los resuitados de los tirantes son mostrados en forma de graficos en bandas de 

colores, as i mismo se pueden mostraren una matriz de resuitados para cada paso 

de tiempo. 

4.3 Desarrol lo del programa en Matlab 

El programa de simulation del flujo bidimensional, ha sido desarrollado a partir del 

esquema de diferencias finitas de MacCormack implementado en el programa 

Matlab, cuyo lenguaje de programacion tiene la propiedad de ejecutar acciones 

mediante objetos graficos (gui) tales como: etiquetas, cuadros de texto, botones 

de comando, lista desplegables, asi como instrucciones especificas programables 

que facilitan el manejo. 

A continuation se desarrolla el listado de codigos empleados en el programa. 

f u n c t i o n C a l c u l a r 
g l o b a l A R CXm CYm CZm M N Cz Qk Hs Ho Vo Uo Ts DT g a l f a t t NN H 
U V 

1 1 2 



%Valores i n i c i a l e s para k=l(t=0) 
H(l,1:M,l:N)=Ho; 
U(l,l:M,l:N)=Uo; 
V(l,1:M,l:N)=Vo; 
HP(1:M,1:N)=0; 
UP(1:M,1:N)=0; 
VP(1:M,1:N)=0; 
HC(1:M,1:N)=0; 
UC(1:M,1:N)=0; 
VC(1:M,1:N)=0; 
contador=l; 
NN=1; 
t t ( l ) = 0 ; 
w h i l e Ts > tt(NN) 

NN=NN+1; 
tt(NN)=(NN-1)*DT; 

end 
for k=2:NN 

I P r e d i c t o r ( D i f e r e n c i a h a c i a a t r a s ) 
f o r i=2:M 

f o r j=2:N 
H P ( i , j ) = H ( k - l , i , j ) + ( D T / R ( i , j ) ) * ( U ( k - l , i , j ) * H ( k -

l , i , j ) - U ( k - l , i - l , j ) * H ( k - l , i - l , j ) ) + ( D T / R ( i , j ) ) * ( V ( k - l , i , j ) * H ( k -
l , i , j ) * R ( i , j ) - V ( k - l , i , j - l ) * H ( k - l , i , j - l ) * R ( i , j - 1 ) ) ; 

D U X I = s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - 1 , i , j ) - s i n ( A ( i -
1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i - l , j ) - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j ) + c o s ( A ( i -
1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i - l , j ) ; 

D U E T A = s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - 1 , i , j ) - s i n ( A ( i , j -
l ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i , j - l ) - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j ) + c o s ( A ( i , j -
l ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j - l ) ; 

D V X I = - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i , j ) + c o s ( A ( i -
1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i - 1 , j ) - s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j ) + s i n ( A ( i -
1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i - l , j ) ; 

D V E T A = - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i , j ) + c o s ( A ( i , j -
1 ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i , j - l ) - s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j ) + s i n ( A ( i , j -
1 ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j - l ) ; 

G H X I P = - g * l / R ( i , j ) * ( H ( k - l , i , j ) - H ( k - 1 , i - 1 , j ) ) ; 
S F X I P = ( g / C z A 2 ) * ( U ( k - 1 , i , j ) / H ( k - l , i , j ) ) * ( ( U ( k -

l , i , j ) ) "2+ ( V ( k - l , i , j ) ) '•2)^0.5; 
DUX=-

s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D U X I + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D U E T A; 

DUY = c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D U X 1 + s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D U E T A ; 
DVX=-

s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D V X I + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D V E T A ; 

D V Y = c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D V X I + s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D V E T A ; 
A C X = ( s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i , j ) -

c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j ) ) * D U X + ( - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k -
l , i , j ) - s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V ( k - l , i , j ) ) * D U Y ; 

A C Y = ( s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , i , j ) -
c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) + V ( k - 1 , i , j ) ) * D V X + ( - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k -
1 , i , j ) - s i n ( A ( i , j ) * p i / l 8 0 ) * V ( k - l , i , j))*DVY; 

A C X I P = s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C X -
cos ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C Y ; 

UP(i,j)=U(k-1,i,j)-DT*(ACXIP+GHXIP+SFXIP); 
ACETAP=-cos(A(i, j)*pi/180)*ACX-

s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C Y ; 
G H E T A P = - g * ( H ( k - 1 , i , j ) - H ( k - 1 , i , j - l ) ) ; 
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S F E T A P = ( g / C z A 2 ) * ( V ( k - 1 , i , j ) / H { k - 1 , i , j ) ) * ( ( U ( k -
l , i , j ) ) A 2 + ( V ( k - l , i , j ) ) A 2 ) ^ 0 . 5 ; 

V P ( i , j ) = V ( k - l , i , j)-DT*(ACETAP+GHETAP+SFETAP); 
end 

end 
f o r i=2:M 

H P ( i , l ) = H P ( i , 2 ) ; 
U P ( i , l ) = U P ( i , 2 ) ; 
V P ( i , l ) = - V P ( i , 2 ) ; 

end 
I C o r r e c t o r ( D i f e r e n c i a h a c i a adelante) 
f o r i=2:M-l 

f o r j = l : N - l 
H C ( i , j ) = H P ( i , j ) + ( D T / R ( i , j ) ) * ( U P ( i + 1 , j ) * H P ( i + l , j ) -

U P ( i , j + l ) * H P ( i , j + 1 ) ) + ( D T / R ( i , j ) ) * ( V P ( i , j + l ) * H P ( i , j ) * R ( i , j + 1 ) -
V P ( i , j ) * H P ( i , j ) * R ( i , j ) ) ; 

D U X I = s i n ( A ( i , j + 1 ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i + l , j j -
s i n (A ( i , j ) * p i / 180) * U P ( i , j J -
c o s f A d + l , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i + l , j ) + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ; 

D U E T A = s i n ( A ( i , j + 1 ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j + 1 ) -
s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -
c o s ( A ( i , j + 1 ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j + l ) + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ; 

DVXI=-
c o s ( A ( i + l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i + 1 , j ) + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -
s i n ( A ( i + 1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i + 1 , j ) + s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ; 

DVETA=-
c o s ( A ( i , j + l ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j + l ) + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -
s i n ( A ( i , j + l ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j + 1 ) + s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ; 

G H X I C = - g * l / R ( i , j ) * ( H P ( i + 1 , j ) - H P ( i , j ) ) ; 

S F X I C = ( g / C z A 2 ) * ( U P ( i , j ) / H P ( i , j ) ) * ( ( U P ( i , j ) ) A 2 + ( V P ( i , j ) ) A 2 ) A 0 . 5 ; 
DUX=-

s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j)*DUXI+cos(A(i,j)*pi/180)*DUETA; 

D U Y = c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D U X I + s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D U E T A ; 
DVX=-

s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D V X I + c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D V E T A ; 

D V Y = c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( i , j ) * D V X I + s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * D V E T A ; 
A C X = ( s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -

c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ) * D U X + ( - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -
s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ) * D U Y ; 

A C Y = ( s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -
c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ) ) * D V X + { - c o s ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * U P ( i , j ) -
s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * V P ( i , j ))*DVY; 

A C X I C = s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C X -
cos ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C Y ; 

UC(i,j)=UP(i,j)-DT*(ACXIC+GHXIC+SFXIC); 
ACETAC=-cos(A(i,j)*pi/180)*ACX-

s i n ( A ( i , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C Y ; 
GHETAC=-g*(HP(i+1,j)-HP(i,j)); 

S F E T A C = ( g / C z A 2 ) * ( V P ( i , j ) / H P ( i , j ) ) * ( ( U P ( i , j ) ) A 2 + ( V P ( i , j ) ) A 2 ) A 0 . 5 ; 
VC(i,j)=VP(i,j)-DT*(ACETAC+GHETAC+SFETAC); 

end 
end 
f o r i=2:M-l 

HC(i,N)=HC(i,N-l); 
UC(i,N)=UC(i,N-l); 
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VC(i,N)=-VC(i,N-l) ; 
end 
%Valores ponderados 
f o r i=2:M-l 

f o r j = l : N 
H ( k , i , j ) = 0 . 5 * ( H ( k - l , i , j ) + H C ( i , j ) ) 
U ( k , i , j ) = 0 . 5 * ( U ( k - l , i , j ) + U C ( i , j ) ) 
V ( k , i , j ) = 0 . 5 * ( V ( k - l , i , j ) + V C ( i , j ) ) 

end 
end 
%F r o n t e r a a b i e r t a con f l u j o conocido 
f o r j = l : N 

H ( k , 1 , j ) = H ( k - l , l , j ) - ( D T / R ( l , j ) ) * ( U ( k - 1 , 2 , j ) * H ( k -
1 , 2 , j ) - Q k ) ; 

V ( k , l , j ) = 0 ; 
end 
f o r j = l : N - l 

D U X I = s i n ( A ( 2 , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , 2 , j ) -
s i n < A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , l , j ) ; 

DUETA=sin(A(l,j+1)*pi/180)*U(k-1,1,j+1)-
s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , l , j ) ; 

DVXI=-cos(A(2,j)*pi/180)*U(k-
1 , 2 , j ) + c o s ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , 1 , j ) ; 

DVETA=-cos(A(l,j+1)*pi/180)*U(k-
1,1,j + l ) + c o s { A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , l , j ) ; 

G H X I C = - g * l / R ( l , j ) * ( H ( k - 1 , 2 , j ) - H ( k - l , l , j ) ) ; 
S E X I C = ( g / C z A 2 ) * ( ( U ( k - l , l , j ) ) A 2 / H ( k - l , l , j ) ) ; 
DUX=-

s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( 1 , j ) * D U X I + c o s ( A ( l , j ) + p i / 1 8 0 ) * D U E T A ; 

D U Y = c o s ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( l , j ) * D U X I + s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * D U E T A ; 
DVX=-

s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( 1 , j ) * D V X I + c o s ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * D V E T A ; 

D V Y = c o s ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) / R ( l , j ) * D V X I + s i n ( A ( 1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * D V E T A ; 
A C X = s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , 1 , j ) * D U X -

c o s ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , 1 , j ) * D U Y ; 
A C Y = s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , 1 , j ) * D V X -

c o s ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , 1 , j ) * D V Y ; 
A C X I C = s i n ( A ( l , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C X - c o s ( A ( 1 , j ) * p i / 1 8 0 ) * A C Y ; 
U(k, 1, j)=U(k-l,1,j)-DT*(ACXIC+GHXIC+SFXIC); 

end 
U(k,l,N)=U(k,l,N-l) ; 
%F r o n t e r a a b i e r t a con n i v e l de agua conocido 
fo r j = l : N 

H(k,M,j)=Hs; 
V(k,M,j)=0; 

end 
f o r j=2:N 

DUXI=sin(A(M, j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , M , j ) - s i n ( A ( M -
1, j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , M - l , j ) ; 

DUETA^sin(A(M,j)*pi/180)*U(k-l,M,j)-sin(A(M,j-
1 ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , M , j - 1 ) ; 

DVXI=-cos(A(M,j)*pi/180)*U(k-l,M,j)+cos(A(M-
1, j ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , M - l , j ) ; 

DVETA=-cos(A(M,j)*pi/180)*U(k-l,M,j)+cos(A(M,j-
1 ) * p i / 1 8 0 ) * U ( k - l , M , j - 1 ) ; 

GHXIP=-g*l/R(M/j)*(H(k-1,M,j)-H(k-l,M-l,j)); 
S F X I P = ( g / C z A 2 ) * ( ( U ( k - 1 , M , j ) ) A 2 / H ( k - 1 , M , j ) ) ; 
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DUX=-
s i n (A (M, j)*pi/180)/R{M,j)*DUXI+cos(A(M,j)*pi/180)*DUETA; 

DUY=cos(A(M,j)*pi/180)/R(M,j)*DUXI+sin(A(M,j)*pi/180)*DUETA; 
DVX=-

sin(A(M,j)*pi/180)/R(M,j)*DVXI+cos(A(M,j)*pi/180)*DVETA; 

DVY=cos(A(M,j)*pi/180)/R(M,j)*DVXI+sin(A(M,j)*pi/180)*DVETA; 
ACX=sin(A(M,j)*pi/180)*U(k-l,M,j)*DUX-

cos(A(M,j)*pi/180)*U(k-l,M,j)*DUY; 
ACY=sin(A(M,j)*pi/180)*U(k-l,M,j)*DVX-

cos(A(M,j)*pi/180)*U(k-l #M,j)*DVY; 
ACXIP=sin(A(M,j)*pi/180)*ACX-cos(A(M,j)*pi/180)*ACY; 
U(k,M,j)=U(k-l,M,j)-DT*(ACXIP+GHXIP+SFXIP); 

end 
U(k,M,l)=U(k,M,2); 
% F i l t r o Numerico 
i f k==10*contador 

f o r i=2:M-l 
f o r j=2:N-l 

R f l = H ( k , i - l , j ) + H ( k , i + l , j ) + H ( k , i , j -
1 ) + H { k , i , j + 1 ) ; 

H ( k , i , j ) = ( l - 4 * a l f a ) * H ( k , i , j ) + a l f a * R f 1 ; 
R f 2 = U ( k , i - l , j ) + U ( k , i + 1 , j ) + U ( k , i , j -

1 ) + U ( k , i , j + 1 ) ; 
U ( k , i , j ) = ( l - 4 * a l f a ) * U ( k , i , j ) + a l f a * R f 2 ; 
R f 3 = V ( k , i - 1 , j ) + V ( k , i + l , j ) + V ( k , i , j -

1 ) + V ( k , i , j + 1 ) ; 
V ( k , i , j ) = ( l - 4 * a l f a ) * V { k , i , j ) + a l f a * R f 3 ; 

end 
end 
contador=contador+l; 

end 
end 
CZm=zeros(M,N); 
k=NN; 
for i=l:M 

f o r j = l : N 
CZm(i,j)=H(k,i, j ) ; 

end 
end. 

4.4 P r o c e s o de ca lcu lo de un tramo curvo de canal 

A continuacion se describe el procedimiento de uso del programa, para ello es 

necesario contar con los datos geometricos e hidrodinamicos del tramo curvo de 

canal, los datos geometricos del canal deberan ser expresados por puntos en 

coordenadas UTM segun se detallan en la Tabla 4 . 1 , en concordancia al esquema 

de la Figura 4.2. 
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Tabla 4-1 Datos geometricos del tramo curvo en coordenadas UTM. 

N° PUNTO X Y 
1 5.605065 4.802798 
2 10.631374 4.658384 
3 5.070406 5.647866 
4 11.213671 5.471359 

Los datos hidrodinamicos son las condiciones de contorno e iniciales aguas arriba 

y aguas abajo del canal, tales como caudal de ingreso, tirante de salida y niveles 

de agua al inicio del flujo respectivamente. 

Como primer paso se realiza el ingreso al archivo del programa Matlab 

denominado "Bend Flow 2D". S e ejecuta el programa y mostrara una ventana de 

inicio como el de la siguiente figura 4 . 1 . 

i i [• i a ; , - at .] BJ Bend Flow 2D 

Datos Archivo Calcular Resuftados 

Gemettia del Canal 

ParametnH de Calcuib 

Figura 4.1 Ventana principal del programa 
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En esta ventana se muestran las opciones pr incipals del programa tales como: 

geometria del canal y parametros de calculo. 

Como siguiente paso se realiza el ingreso de datos geometricos desde la opcion 

Geometria del canal, en donde se puede ingresar mediante coordenadas los 

puntos de control de la curva y el numero de celdas o divisiones en ambas 

direcciones para la generation de la malla, segun se aprecia en la figura 4.2. 

H Geometria del Canal ! " ' [ * i 

Figura 4.2 Ingreso de geometria del canal y enmallado. 

Una vez ingresado los datos en los diferentes campos, se procede a ingresar los 

datos de parametros de calculo, para lo cual se presiona Parametros de Calculo 

en esta opcion se debera ingresar los datos hidrodinamicos de condiciones de 

contorno y condiciones iniciales de las variables independientes como son caudal 

w 3 

de ingreso, veiocidades y tirantes, las unidades empleadas son: para caudal 
seg 

m 
tirantes m, veiocidades . Asi mismo se debera ingresar los datos del tiempo 

seg 

total de simulation en seg, y el incremento del mismo para cada paso de calculo, 

estos datos deberan cumplir con la restriction de Courant segun lo explicado en 
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el capitulo anterior. E n la Figura 4.3 se muestra la ventana en la cual se tendra 

que ingresar estos datos. 

(Q Para-rtetros de ca'cuio j " " £3> •••») 

r— Corntciones de Contorno 

Q: 0.0123 ; Caudal de ingreso al canal (m3/s) 

Hs: 0.029 1 KVelde agua a la MSrJa del canal (m) 

r— Condidnnes tntcults 

Ho: 0.042 ] K.vel de Agua bical 

Vo: 0 1 VeiocaJad initial en dieccbn " 

Uo: 0 ! Velaodad inicta! en direccion *R" 

• Parametros de tjempo-

Ts: 100 

t 0.0042 

n Tiempo raximo de sirmtedat) (seg) 

bcf emento de tempo (3eg) 

Acepiar Cancelar 

Figura 4.3 Ingreso de parametros hidrodinamicos de calculo. 

Concluido con la carga de datos, se debera presionar la opcion Calcular, con la 

cual el programa realizara el procesamiento correspondiente, una vez el programa 

concluya con el procesamiento emitira un mensaje de "Calculos terminados" 

segun se aprecia en la Figura 4.4. 

Ahora el programa nos permitira acceder a la ventana de resuitados de tirantes, 

estos podran ser visualizados mediante representacion grafica a nivel de banda 

de colores o atreves de una matriz numerica de M por N celdas, permrtiendo elegir 

para cada paso de tiempo, segun se puede apreciar en la Figura 4.5, Figura 4.6 y 

Figura 4.7. 
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Q| Bend How 20 cd IhI a 
r " 
j Archive Datos C*kul<r RetutUdot 

1 1 1 1 

1 
•* ; 

1 ' 1 1 

I Bend Flow 20 

Figura 4.4 Ventana de procesamiento culminado. 

Bend How 2D Setecoonar Tiempo m S 

1.1«0s*s 
1 1«0se<j 
2 1-0,00*2«g 
3.t=0.0084seg 
41M).0126«? 
S.1=0.016B«8 
6 1-0,021 sag 
7.1-0.02S2seg 
8 :!*0.0294stg 
91-0.0336stg 
10 S-0 0378ieg 
11 *-0W23e9 
12 .1=rO-0462W!t) 
13 >O.OS04seg 
14 :M>.0S46seg 
1i t-0 0533ies 
161-0 063s es 
17 1=0.0672wg 
18:i»0.071«seg 
19 *=0.0756mo 
20 .1=0 0796M8 

Figura 4.5 Ventana de resultados desplegable para cada paso de tiempo. 
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Figura 4.6 Grafico de resultados en banda de colores. 

I SeJeccww Tig 
1 2 '• 3 4 [ 5 j__ e ; L . 8 \ 9 j 10 j 11 | 12 

1 00480 0O470 00400 00450 0.0440 09430 " 0.0419 0.0409 0.0300 00300 00377 00300 
_ 2 _ 00400 ( M X 0.0400 00450 00440 00430 01419 0.0406 0.0396 00380 01377 0039C 

3 00400 00471 0.0461 00451 0.0441 0.0432 00422 0.0411 00401 00301 00300 00300 
4 I M C 00411 00*63 0045} 0 0444 01435 0.0425 0.0415 0 0405 0.0304 00304 00372 
5 00400 00472 0.0464 00450 0.0447 00438 00429 0.0419 0 0409 01309 0.0S8S 0.0377 
6 00400 0.0473 0.04W 0.045B 0045O 00442 00431 0.0424 0 0414 00403 0.0393 00312 
7 0 0400 0 0474 0.0400 00401 0.0453 0.0445 0.0437 00428 00410 0.0408 0.0307 0.0300 
S_ tgtn 00475 00409 00403 0 04% 00440 0 0440 00431 0 0422 00412 0.0401 00390 
9 00400 0.0475 0 0470 00404 0.0457 0.0450 0.0442 01433 00424 00414 0 0403 00392 
10 tut* • 0475 00470 00404 0.0457 0.0450 0 0442 0.0433 0.0424 00414 00403 0.O30Z 

BnacfeMMMd* tMOtn Ukarn (*) o 040 

Figura 4.7Matriz de resultados deMxN celdas. 

Los resultados obtenidos de tirantes a lo largo del tramo curvo seran comparados 

a traves del programa Iber 2.04, el cual s e describe en el siguiente capltulo. 
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5. CAPITULO V. COMPARACION DE RESULTADOS 

5.1 Introduccion 

Sobre el modelo expuesto en el capitulo anterior, es necesario hacer una 

comparacion referente a la capacidad que tienen para modelar la situation del 

flujo presentada, desde un punto de vista de convergencia, exactitud y esfuerzo 

de calculo empleado, de modo que nos permita determinar cual de ellos es el mas 

aplicable de la solucion para el caso propuesto. 

E n tal sentido, es necesario recurrir a un modelo de calculo conocido que nos sirva 

como patron de comparacion y nos permita determinar cual de los modelos 

desarrollados es el que mejor representa el problema propuesto. 

De tratarse de flujo bidimensional usaremos el programa Iber en su version 2.04. 

5.2 Patron de comparacion 

5.2.1 Modelo Iber 

Iber es un modelo matematico bidimensional para la simulation de flujos en rios, 

desarrollado en colaboracion por el Grupo de Ingenieria del Agua y del Medio 

Ambiente, GEAMA (Universidad de A Coruna, UDC) , Mat+i (Grupo de Ingenieria 
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Matematica, U S C ) y el Instituto FLUMEN (Universitat Politecnica de Catalunya, 

UPC.y Centra Internacional de Metodos Numericos en Ingenieria, CIMNE). E l 

modelo Iber surge como respuesta al interes mostrado por el Centra de Estudios 

Hidrograficos del C E D E X en disponer de una herramienta que facilite la aplicacion 

de la legislacion sectorial vigente en materia de aguas, especialmente en los 

requerimientos derivados dela Directiva Marco del Agua, la Instruction de 

Planificacion Hidrologica, la Directiva de Inundaciones o el Plan National de 

Calidad de las Aguas. 

L a version Iber utilizada en este proyecto es la version 2.04ultima version 

disponible en la pagina web www.iberaula.es. Es ta version consta de un modulo 

hidrodinamico que permite la simulation bidimensional de cauces y, en 

consecuencia, posibilita la definition de zonas inundables, la delimitation de v ias 

de intenso desague o en general la zonificacion del Dominio Publico Hidraulico. 

Tambien consta de un segundo modulo de turbulencia y un tercer modulo de 

transporte de sedimentos para la cuantificacion dela evolution de la carga solida, 

tanto por arrastre de fondo como en suspension. 

E n el modulo hidrodinamico se resuelven las ecuaciones de las aguas someras 

promediadas en profundidad bidimensionales. Al incorporar diversos modelos de 

turbulencia tipo Boussinesq se permite el calculo de las tensiones tangential es 

turbulentas que intervienen tanto en el calculo de la hidrodinamica como en el de 

transporte en suspension. Iber dispone de varios modelos de turbulencia para 

aguas someras, permrtiendo seleccionar el mas adecuado para cada caso de 

estudio teniendo en cuenta la complejidad del flujo y del modelo. Ademas, con el 

modulo de transporte de sedimentos se resuelven las ecuaciones de transporte 

por carga de fondo y por carga en suspension. Teniendo en cuenta ambos modos 

de transporte se puede evaluar la cota de fondo debida a sedimentacion y erosion 

123 

http://www.iberaula.es


mediante la ecuacion de Exner. Sin embargo, en la version actual solo se pueden 

considerar granulometrias uniformes. E n versiones posteriores se incorporaran 

formulaciones espetif icas para mezclas de sedimento. 

Futuras versiones de Iber incorporaran nuevos modulos de calculo como la 

definicion de caudales ecologicos con metodos microbiologicos, la estimacion de 

transporte desustancias reactivas, la evaluation del transporte de solidos con 

mezclas granulometricas, o la formacion de brechas en presas. E s por tanto un 

modelo vivo, abierto a nuevas mejoras y adaptaciones. 

E l modelo Iber se complementa con otras acciones a su alrededor, que incluyen 

actividades de formacion en modelizacion numerica bidimensional, distribucion de 

casos practicos, foro de consultas y asistencias tecnicas. Todo esto configura lo 

denominando como Aula Iber 

E n las siguientes secciones se explican las opciones que el codigo Iber permite 

utilizar y son las que se han seguido para el modeiado. 

5.2.2 Pre - Proceso 

Para poder realizar un calculo con Iber, se deben realizar los siguientes pasos: 

• Crear o importar una geometria. 

• Asignar una serie de parametros de entrada (rugosidad del fondo, modelo 

de turbulencia, etc.). 

• Asignar condiciones de contorno e iniciales. 

• Asignar opciones generales de calculo (tiempo de calculo, parametros 

del esquema numerico, activation de modulos adicionales). 

• Construir una malla de calculo. 

• Lanzar el calculo. 
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Las condiciones de contorno e iniciales, asi como la mayor parte de parametros 

de entrada se pueden asignar tanto sobre la geometria, como sobre la malla. L a 

diferencia reside en que las condiciones asignadas sobre la geometria se 

traspasan a la malla al crearla, mientras que las condiciones asignadas sobre la 

malla se pierden al remallar. Para generar una malla se debe tener una geometria 

formada por superficies. 

5.2.2.1 Construccidn de la geometria 

Para importar una geometria es necesario en primer lugar guardar el proyecto con 

un nombre. El proyecto se guarda en el ordenador como una carpeta con el 

nombre del proyecto y extension .gid. 

Iber dispone de una interfaz en la cual se puede crear una geometria desde el 

inicio, dibujando puntos directamente, o entrando coordenadas, lineas y 

superficies. Por otro lado, desde el menu "Archivo>lmportar" se pueden 

importar distintos formatos estandar (dxf, shapefile, entre otros). Es ta opcidn se 

puede ver en la figura 5.1 . 

Asimismo, a traves del menu "Herramientasjber" se pueden importar modelos 

digitales del terreno en formato ASCI I de Arc/Info. 

Para la construction de la geometria se dispone de los datos geometricos en 

formatos dwg, y en coordenadas UTM de los puntos que conforman el tramo curvo 

para un radio de 5 metros. Dicho piano se muestra en la figura 5.2. 
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IBER x64 'jmas&m 
fArthrvo I Vrtti Geometrta Utiiidades Datos Malta Circular Herramtentas Iber Ayuda 

ONuevo 
C Abrir... 

Proyectos recientes 
O Guardar 

, Guards r Como... 

Importar 
Exporter 

i Postproceso 
Archivos reoerrtes de post 

^ Impnmtf en fichero 
Opciones de pigina y captura... 

;Q. imprimir... 

4ls*ik 

Ctrf-iCtrl-n ^ LaywO 
Ctri-o 

Ctrl-s 
Ctrl-* Ctrl-s 

IGES_. 
• OXK. 

~ ParasoBd... 
y AOS... 

„ , - VDA_. 
* Rhinoceros... 

Shapefite... 
Puntos XYZ... 
KML. Ctrl-q 

V * I'fc 
±tt 
« r v * 

^ 
# 
^ 
K 

y 

L 

$ 1 ^ ? l - f l 

MaBa NASTRAN... 
MaHa STL-
Malta VRML.. 
MaOa 30Siudio... 
malla CGNS... 
MaBa deGrD... 
Superficie- Malta... 
MiDiPry... 
VoxelesVTK„. 
Nodes XVZ.-
GDAL.. 

Arohivo de comandos.-
bisertar geometrla de GiD... 

Ctrt-i 
Ctrl-d 

Ctrt-b 

Guardando archivo de seguridad' C:\UserAlU)GN\AppData\LocalVTenip\gjd?Abackup-4440.gid"... 
Guardado 

Orden: 

Zunv IJOI Nod os 0, Elementos: 0 llu 

Figura 5.1 Opciones de Iber para importar geometrfas con distintos 
formatos. 
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No obstante, el mallador de Iber basado en GID, necesita conocer la geometria 

del canal en planta para construir la malla y, ademas, los modulos de calculo 

precisan conocer la cota de fondo. Por tanto, con esta informacibn requerida 

podemos finalmente disponer de una representation 3D del canal. De modo que 

se decidio implementar la geometria en Iber introduciendo directamente las 

coordenadas de los puntos. Segun se muestra en la figura 5.3. 

5 

Figura 5.3 Esquema de coordenadas 

L a s coordenadas de los puntos a introducir al programa se detallan en la tabla 5 .1 , 

el tramo de canal de radio 5 m. considera un ancho de 1.00 m. con un longitud de 

curva de 5.98 m. 

Tabla 5-1 Coordenadas UTM de puntos del canal. 

N° PUNTO ESTE NORTE COTA 
1 5.605065 4.802798 0.00 
2 8.140265 5.498138 0.00 
3 10.631374 4.658384 0.00 
4 5.070406 5.647866 0.00 
5 8.168994 6.497725 0.00 

Conocidas las coordenadas de todos los puntos, se puede implementar la 

geometria curva en Iber, en este caso con la opcion "Crear arco" segun se aprecia 

en la figura 5.4. Una vez se han introducido, se convierte a geometria formada por 

superficies. Este paso es necesario para proceder despues a la construction del 

mallado. Este proceso se realiza utilizando la opcion "Crear superficie N U R B S " en 

el menu de pre- proceso de Iber. E l resultado se muestra en la figura 5.5. 
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Figura 5.4 Creacidn de geometria a partir de puntos en Iber. 
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Figura 5.5 Geometria real del tramo curvo en estudio formada por 
superficie. 

5.2.2.2 Condiciones Hidrodinamicas 

Para ejecutar el m6dulo hidrodinamico se debe introducir las condiciones iniciales 

y las condiciones de contorno hidrodinamicas. 

• Condiciones iniciales 
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S e deben asignar a todo el dominio. S e puede escoger entre: 

- Asignar a un tirante, que se define como la distancia vertical del punto mas 

bajo del canal a la superficie libre del agua. 

- Asignar una cota de agua, que se define como la elevation de agua en un 

punto con respecto a un punto de referencia. 

Cond'!ci6n Inlcial 

Ccntf din Inida! 20 
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Terminar Putsar Tinsliiar' pars terminar h sefecdon- 6 1 ' 3 "" '^ 3 " 

^ CraraT J 

Figura 5.6 Asignacidn de las condiciones initiates hidrodin&micas en Iber. 

• Condiciones de contomo 

E n un problema bidimensional es necesario distinguir entre dos tipos de contorno: 

cerrados y abiertos. Los contomos cerrados, tambien llamados contomos tipo 

pared, son impermeables y por tanto no permiten el paso de fluido a traves de 

ellos. L a presencia del contorno tipo pared genera una fuerza de rozamiento 

lateral en el fluido, de manera similar a la friccion ejercida por el rozamiento del 

fondo. S e pueden imponer las siguientes condiciones de contomo tipo pared: 
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- Condicion de deslizamiento libre (tension tangencial nula) que equivale 

a despreciar la tension de rozamiento generada por los contornos tipo 

pared sobre el fluido. Generalmente en ingenieria hidraulica la superficie 

de contacto con los contornos laterales es mucho menor que la superficie 

de contacto con el fondo debido a la separation entre escalas horizontal y 

vertical, por lo que la fuerza de rozamiento en los contornos de pared se 

puede despreciar. En este caso se impondria este tipo de condicion. 

- Condicion de friccion de pared (funciones de pared). Es ta condicion es la 

apropiada en aquellos problemas en los que la dimension horizontal y 

vertical son similares, ya que la fuerza de rozamiento puede tener cierta 

importancia en el desarrollo del flujo. Por lo general la influencia suele ser 

pequefia. 

- E n los contornos abiertos se pueden imponer diferentes tipos de 

condiciones de contorno. Para que las ecuaciones de aguas someras 

bidimensionales esten bien planteadas desde el punto de vista 

matematico, el numero de condiciones a imponer en los contornos abiertos 

depende de si se trata de un contorno de entrada o de salida de flujo, as i 

como del tipo de regimen en el contorno (rapido/lento): 

a) Condicion de contorno de entrada. 

Para entrada de fluido es necesario imponer tres condiciones de contorno 

si el regimen es supercntico, una para cada una de las tres ecuaciones de 

Saint Venant, mientras que si se produce regimen subcntico es suficiente 

con imponer dos condiciones. 

Existe la posibilidad de asignar un caudal total, un caudal especifico o una 

cota de agua. En cada caso se exigiran los parametros necesarios en 

funcion de si el regimen es subcntico, critico o supercritico. 
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b) Condici6n de contorno de salida. 

E n este caso solo se deben especificar parametros adicionales si el 

regimen es subcritico, en cuyo caso es posible utilizar una condition tipo 

vertedero, una condition de nivel dado (cota o calado) o una curva de 

gasto. Si el regimen es supercritico o critico no es necesario asignar 

parametros adicionales. 

t| R£R«6t Proytxux UNNAMtO (B£f!) ~ ~ ~ ~ ~ 
firc*>r. 3 Viita Gpom«rriff ytiiidjdei C*toi Matlj •Tx'cuIaT Hwramitntas Ih«r A\\xS3 
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Figura 5.7 Aslgnacidn de las condiciones de contorno de entrada en Iber. 

5.2.2.3 Rugosidad 

L a rugosidad se asigna a traves de un coeficiente de Manning que se puede definir 

segun usos de suelo. E n el menu "Rugosidad > Usos del suelo" se abre la 

posibilidad de escoger un uso de suelo y asignarlo a las superficies que formen la 

geometria o a los elementos de la malla. Existen unos valores predeterminados 

asignados a cada uso del suelo, pero estos pueden cambiarse y ademas tambien 

se pueden anadir o eliminar usos del suelo. 
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Para la realization de este proyecto el uso del suelo escogido es "hormigon" y el 

valor de Manning asignado al problema es 0.018. 

>j tstxtu 
J - -

I 6 

t s 
i ? 

«k 
A " 

^ 
l-^ 
'.O 
~ 
\ " 
, , r I«, -<ti 
CJ& 
\ e % 

Propel* UKNUSO (ESI) 

":;I<4*I<8*I<*& ^ • © I <gf? I-P 

UsoddSudo 

I'. 0 - v A. Q 
Manning 0,018 

' Aagrm Qibujir Qeusignar ^ hfrwamfao ) 

Puntos 
Unett 

U Sup«fio«t 
: c»» 1 Puntos 

Unett 
U Sup«fio«t 

Figura 5.8 Asignacidn de la rugosidad en Iber. 

5.2.2.4 Construccidn del mallado 

L a calidad de la malla de calculo es un elemento fundamental para obtener buenos 

resultados. Iber dispone de multitud de maneras de conseguir una buena 

malla de calculo, y en funcion de las caracteristicas del problema un tipo de malla 

sera mejor que otro. Iber puede trabajar tanto con elementos triangulares como 

con cuadrilateros, o con mallas mixtas de triangulos y cuadrilateros. L a s mallas de 

calculo pueden ser a su vez regulares o irregulares, as i como estructuradas o no 

estructuradas. 

L a s caracteristicas de la malla se asignan con los siguientes menus: 

- E l menu "Utilidades > Preferencias > Mallar" fija las opciones generates de 

mallado tal como se aprecia en la figura 5.9. 

- Con el menu "Malla" se fijan las propiedades de la malla asignadas 

a la geometria. 
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Figura 5.9 Propiedades de la malla. 

Iber guarda las opciones de mallado de la ultima sesidn. Si se quiere remallar un 

modelo con las mismas opciones para crear la malla, estas se pueden recuperar 

con el menu "Malla > opciones de mallado del modelo", as i como en el momento 

de generar la malla (menu "Malla > Generar malla"), marcando la casilla 

"Obtener parametros de mallado del modelo". 
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Figura 5.10 Mallado estmcturado del tramo curvo. 
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5.2.2.5 Datos del problema 

A traves del menu "Datos > Datos del problema" se accede a los parametros del 

calculo. Dentro de este menu se encuentra: 

a) Parametros de tiempo. 

Simulacidn: Con el boton Nueva/Continuar se puede escoger entre lanzar 

una simulacion nueva o continuar con una que ya se ha ejecutado hasta 

un cierto instante. 

Incremento de tiempo ma\ximo: Iber ajusta automaticamente el incremento 

de calculo para satisfacer la condition de Courant. Adicionalmente es 

posible fijar un incremento de tiempo de calculo maximo. 

Instante initial: Valor del instante de tiempo de inicio del calculo. 

Tiempo miximo de simulacidn: Valor del instante de tiempo final del 

calculo. 

Intervalo de resuitados: Fi ja el incremento de tiempo entre instantes de 

escritura de resuitados. 

b) General 

Con esta pestana se fijan algunos parametros de calculo y del esquema 

numerico. 

c) Resuitados 

Iber solo crea archivos de resuitados para los resuitados seleccionados. 

Aquellos resuitados no seleccionados no se podran obtener si no se 

ejecuta de nuevo el calculo. 

5.2.2.6 Ejecucidn de calculo 

Una vez fijados los datos del problema ya se puede lanzar el calculo. Para ejecutar 

la simulacion se ha de acceder al menu Calcular. A traves de dicho menu es 
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posible lanzar directamente el calculo, "Calcular > Calcular", o acceder a la 

ventana de calculo, "Calcular > Ventana de calculo". Es ta segunda opcion permite 

tener un mejor control del proceso de calculo o acceder a! archivo que muestra el 

estado del proceso, boton Ver salida, mientras el calculo se esta ejecutando, tai 

como se aprecia en la figura 5.11. 

Figura 5.11 Ejecucidn de cdlculo con Iber. 

5.2.3 Post - Proceso 

Una vez finalizado el calculo se puede acceder al post- proceso para visualizar y 

anaiizar los resultados. E l cambio entre las interfaces de pre - proceso y post -

proceso se realiza mediante el menu "Archivo > postproceso" y "Archivo > 

preproceso". 

L a interfaz de post-proceso de Iber, figura 5.12, es muy amigable y dispone de 

multitud de opciones para visualizar y anaiizar los resultados, personalizar los 

colores, las leyendas, mostrar etiquetas de valores, etc. 
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Figura 5.12 Interfaz de Iber para el Post-proceso, MenO para an&llsls de 

resuitados. 

Dentro del menu "Ventana > Ver resuitados", figura 5.12, se accede a un menu 

que permite visualizar los resuitados de distintas maneras. Dentro del submenu 

se pueden representar las variables calculadas durante la simulacion eligiendo en 

el desplegable "Vista" la forma en la que se quieren representar los datos: Mostrar 

vectores, areas coloreadas suaves, mostrar maximo y minimo, superficie de 

resultado, etc. Ademas, dentro del mismo submenu se permite elegir entre el tipo 

de analisis que se desea realizar: Hidraulica, topografia, sedimentos o mapas de 

maximo y minimo. Tambien permite representar los valores en el instante que el 

usuario elija siempre y cuando se hayan registrado los datos para dicho instante. 

L a opcion de registrar los resuitados tambien recae sobre el usuario y debe ser 

definida con anterioridad. 

A veces tambien puede resuitar interesante representar la evolucion de una 

determinada variable en tiempo para comprobar si se ha alcanzado el estado 

estacionario o testear si se producen inestabilidades numericas en la solucion. 

Es ta opci6n se encuentra dentro del menu "Ventana > Vergrdficos"', figura 5.13. 
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Figura 5.13 Menu para representation de graficos. 

5.3 Comparac ion y Veri f icacion de R e s u l t a d o s 

Los resultados obtenidos con cada esquema, se han comparado para determinar 

las variaciones que puedan existir durante la simulacion del flujo. Para ello se han 

graficado los resultados de tirantes a los largo del tramo curvo obtenidos con el 

modelo de las diferencias finitas, esquema de MacCormack, y los del Iber los 

cuales se muestran en la figura 5.14. 
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Figura 5.14 Menu para representacidn de grdficos. 
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At realizar la comparacion respectiva de los resultados obtenidos y detallados en 

la figura 5.14, encontramos que existen diferencias un tanto alejados entre el 

esquema empleado y el Iber. Esto se debe posiblemente al caracter general con 

que Iber realiza los calculos y a lo pequeno del domino escogido, as i mismo el de 

controlar las condiciones de contorno abiertos. 

Los resultados correspondientes al esquema presentado, describen de mejor 

forma el comportamiento del flujo, se puede apreciar claramente como los tirantes 

van creciendo y decreciendo de manera progresiva al ingreso y salida de la curva 

respectivamente, como asi tambien se puede notar el efecto sobreelevacion 

presentado en el interior y exterior de la curva. 
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6. CAPITULO VI. MODELADO DEL TRAMO CURVO D E L CANAL EN 

ESTUDIO 

6.1 Introduccion 

L a importancia de modelar un fenomeno hidraulico radica en tener un 

conocimiento mas amplio y la posibilidad de predecir y controlar dichos eventos 

con mas exactitud. E n el presente capitulo se realiza la simulacion del flujo de un 

tramo curvo del canal de irrigation de Suytuccocha, a traves del programa Iber. 

6.2 Identificacion del canal en estudio 

6.2.1 Ubicacion 

El tramo de canal elegido para desarrollar el presente trabajo es de construction 

reciente y se encuentra localizado en la Provincia de Andahuaylas. Este tramo 

forma parte del sistema que consiste en la captacion a traves de una bocatoma 

ni 
disenado para captar un caudal maximo de 1.50 ; un canal principal de 

seg 

2 6 . 3 7 0 km; tres canales laterales y obras de arte. 

Geograficamente, el Proyecto esta ubicado entre las siguientes coordenadas: 

Altitud 3,100 m.s.n.m. - 3,860 m.s.n.m 
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Latitud 13°35'00" 

Longitud 73°20'00" 

Temperatura 10.8° -15.4° C (media mensual) 

Politicamente el Proyecto se encuentra ubicado en: 

Region Apurimac 

Departamento Apurimac 

Provincia Andahuaylas 

Distrito Andahuaylas 

Localidad Santa Rosa, Huaraccopata, Checche, Sacclaya, 

Ccacce, Mufiahuaycco, Nahuinpuquio, Cumanaylla, Huancabamba, Huinchos, 

Succaraylla, Anccaraylla, Pataccocha, Ccollpa, Pampansa, Tapaya, Huamanilla, 

Tablina, Ccollo, Campanayocc. 

E l canal en estudio comprende un tramo de 95.519 m. del canal principal. Inicia 

en la progresiva 3 + 697.526 y termina en la progresiva 3 + 793.045 de acuerdo 

al piano anexado. 

6.2.2 Caracteristicas geometricas e hidraulicas 

El tramo en estudio es un canal prismatico de seccion trapezoidal, de concreto 

simple de f ' c = 175-^-. 
cm~ 

Mi3 

Ha sido construido en un inicio para un caudal de 1.50 , que luego fue 
seg 

m3 

modificado a 1.30 tiene las caracteristicas geometricas e hidraulicas 
seg 

mostradas de acuerdo a la siguiente figura 6.1 las cuales corresponden a su 

capacidad maxima de diseno: 
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Figura 6.1 Seccidn transversal del canal 

Caracteristicas geometricas e hidrauiicas del canal principal 

Altura (H) l .000 m 

Base menor (b) 

Base mayor (B) 

Talud lateral (Z) 

Borde libre (fb) 

Pendiente del fondo (S) 

Coeficiente de Manning (n) 

Tirante maximo (y) 

Area mojada (A) 

Perimetro mojado (P) 

Radio hidraulico (R) 

Ancho superficial (T) 

Profundidad hidraulica (D) 

0.850 m 

2.350 m 

0.750 m 

0.214 m 

0.001 — 
m 

0.015 

0.786 m 

1.131m2 

2.815 m 

0.402 m 

2.029 m 

0.558 m 

Numero de Froude (F ) 0.491 (flujo subcrUico) 



Elementos de curva 

Principio de una curva (PC) 3 + 731.626 

Punto de inflexion (PI) 3 + 739.114 

Punto de tangente (PT) 3 + 742.051 

Radio de la curva (RC) 5.627 m 

Angulo de deflexion (ft) 73°50'40' 

Longitud de curva (LC) 10.426 m 

External ( E ) 3.740 m 

Estos datos han sido obtenidos de la oficina de obras y estudios (DOE) del 

Proyecto Especial Sierra Centra Sur ( P E S C S ) plasmados en el expediente tecnico 

matriz del proyecto. Los datos geometricos han sido comprobados con las 

mediciones in situ. Algunos datos hidraulicos como el coeficiente de Manning se 

determinaran con la simulation de caudales en el tramo de estudio mencionado. 

6.2.3 Recolecci6n y analisis de datos 

6.2.3.1 Materiales y equipo empleado 

E l equipo empleado para realizar las mediciones correspondientes en el presente 

trabajo es el siguiente: 

1 Estacion total 

1 Nivel de ingeniero 

1 Wincha de 30 m 

2 Flex6metro de 5 m 

2 Cronometros 

2 Radios de intercomunicacion portatil 
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6.2.3.2 Plan de medicion 

L a secuencia empleada en se ha realizado en base a lo descrito en la tesis de 

analisis de flujo no penmanente en canales abiertos presentado por Yuri R. Leon, 

cuyas etapas se detallan a continuacidn: 

1. Ubicacion del tramo en estudio y colocacion de progresivas. Nivelacion del 

fondo del canal y determination de la pendiente. Medicion en planta de 

todas las caracteristicas geometricas. Los datos obtenidos son los 

indicados en el parrafo 6.2.2. Cabe mencionar que se ha encontrado en el 

canal material sedimentario tanto en el fondo como en los lados, situation 

que puede variar la rugosidad del canal. 

2. Medici6n de la compuerta reguladora de caudal ubicada en el inicio del 

tramo en estudio, esta compuerta es de fierro fundido y posee un sistema 

de izamiento manual. Tiene las siguientes dimensiones: 1.10 m. de ancho 

por 1.20 m. de alto. Para regular el caudal se ha tenido que operar el brazo 

giratorio a un ritmo uniforme con la finalidad de obtener el caudal requerido. 

3. Colocacion de una regla limnimetrica en la progresiva 3+379.14 en el tramo 

central de la curva. En este caso se ha colocado una regla estadimetrica a 

ambos extremos del canal. 

4. Ajuste de los cronometros ubicados en la compuerta y en la parte central 

de la curva. 

5. Generation de un caudal, con el accionar del sistema de izamiento de la 

compuerta reguladora, previamente se ha cerrado esta compuerta hasta 

que el agua llene en canal adyacente hasta una altura de 0.70 m. esta 

altura se puede considerar constante para el instante que duraran las 

mediciones y porque se permite el ingreso de un caudal. La position de la 

compuerta se muestra en la figura 6.2. 

143 



Figura 6.2 Descarga a traves de un orificio 

6. Manteniendo la altura de agua constante, se ha abierto la compuerta hasta 

obtener una altura determinada con la finalidad de ingresar un caudal 

constante a una hora senalada y con ayuda de los intercomunicadores, se 

ha iniciado las mediciones de los tirantes en ambos extremos de la curva 

del canal. S e repitio este procedimiento y los valores de tirantes obtenidos 

se detallan en la siguiente tabla 6 .1 . L a medicion de la abertura se ha 

realizado en la espiga de la compuerta y las alturas obtenidas en ambos 

extremos de la curva son distancias perpendiculares respecto al fondo del 

canal. 

Tabla 6-1 Tirantes en ambos extremos de la curva en funcidn a la abertura de 
la compuerta. 

a(m) 0.040 0.080 0.120 0.160 0.200 
IY Exterior (m) 0.165 0.240 0.280 0.300 0.330 
h' Interior (m) 0.160 0.220 0.270 0.290 0.320 

Estos tirantes son distancias inclinadas paralelas a los lados del canal. 
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6.3 Ana l is is de datos obtenidos 

6.3.1 Caudales de ingreso 

Para determinar la magnitud de los caudales ingresados a traves de la compuerta 

se tomara en cuenta la formula de la descarga por un orificio, segun el esquema 

mostrado en la figura 6.2. L a descarga a traves de la compuerta se obtiene con 

la siguiente ecuacion: 

Donde: 

Q : Descarga por la compuerta (m3/seg). 

C : Coeficiente de descarga (0.60). 

L : Ancho de la compuerta (m). 

a : Abertura vertical de la compuerta (m). 

g : Gravedad (9.81 m/seg2). 

y : Profundidad del agua antes de la compuerta (m). 

H : Profundidad hasta el centra de la abertura (m). 

E n nuestro caso se tiene que: 

L = 1.15m. 

Reemplazando estos valores en la ecuacion 6.1 se obtiene los caudales para cada 

abertura de la compuerta, estos resultados se muestran en la tabla 6.2. 

(6.1) 

(6.2) 
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Tabla 6-2 Caudales de Ingreso por la compuerta. 

a(m) 0.040 0.080 0.120 0.160 0.200 
Q (m3/Seg) 0.047 0.087 0.115 0.127 0.153 

6.3.2 Tirantes medidos en e! centre de la curva 

L a s alturas medidas son distancias inclinadas paralelas a la pendiente de los lados 

del canal, para determinar la magnitud de las alturas de agua (h) se corregiran los 

valores de la tabla 6.1 mediante la siguiente relacion: 

(6.3) 

Donde: 

h : Altura de agua (vertical). 

h' : Altura de agua (inclinada). 

Z : Talud de los lados del canal. 

Al aplicar esta relacion se obtienen las alturas de agua vertical (Tirantes), para 

cada caudal de ingreso, tabla 6.3. 

Tabla 6-3 Tirantes en ambos extremes de la curva en funcidn al caudal. 

Q (m3/Seg) 0.040 0.080 0.120 0.160 0.200 
h Exterior (m) 0.130 0.190 0.230 0.240 0.270 
h Interior (m) 0.125 0.180 0.220 0.230 0.260 

6.4 Modelizacion c o n Iber del tramo curvo del cana l e n estudio 

6.4.1 Pre - Proceso 

Para poder modelar el tramo curvo en estudio mostrado en la figura 6.3 con Iber, 

se deben realizar los siguientes pasos: 
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• Crear o importar una geometria. 

• Asignar una serie de parametros de entrada (rugosidad del fondo, etc.). 

• Asignar condiciones de contorno e iniciales. 

• Asignar opciones generales de calculo (tiempo de calculo, parametros 

del esquema numerico, activation de modulos adicionales). 

• Construir una malla de calculo. 

• Lanzar el calculo. 

B i F I B S t S ^ ^ 

Figura 6.3 Ubicacidn del tramo curvo de canal en estudio 

6.4.1.1 Construcci6n de la geometria 

Para importar una geometria es necesario contar con las coordenadas del canal 

de las secciones de control segun se puede ver en la figura 6.4. Para ello se 

deberan procesar primero estos puntos, es este caso se realizo haciendo uso del 

programa AutoCad Civil 3d, exportar el archivo en formato .DXF tal como se puede 

apreciar en la figura 6.5, as i importarlo con facilidad en el Iber. 
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Figura 6.4 Ubicacidn del tramo curvo de canal en estudio 
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Figura 6.5 Ubicacidn del tramo curvo de canal en estudio 
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Ejecutamos el programa Iber, y antes de todo guardar el proyecto con un nombre. 

E l proyecto se guarda en el ordenador como una carpeta con el nombre del 

proyecto y extension .gid. 

Desde el menu "Archivo>lmportar" se pueden importar distintos formatos 

estandar (dxf, shapefile, entre otros). Es ta opcion se puede ver en la figura 6.6. 
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Figura 6.6 Opciones de Iber para importar geometrlas en formato DXF. 

Conocidas las coordenadas de todos los puntos, se puede implementar la 

geometria curva en Iber, en este caso con la opcion "Crear arco" segun se aprecia 

en la figura 6.9. Una vez se han introducido, se convierte a geometria formada por 

superficies. Este paso es necesario para proceder despues a la construcci6n del 
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mallado. Este proceso se realiza utilizando la opcion "Crear superficie N U R B S " en 

el menu de pre- proceso de Iber. E l resultado se muestra en la figura 6.10. 

L . 

Figura 6.7 Creadon de geometria a partir de puntos en Iber. 
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Figura 6.8 Geometria real del tramo curvo en estudio formada por 
superficie. 
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6.4.1.2 Condiciones Hidrodinamicas 

Para ejecutar ei modulo hidrodinamico se debe introducir las condiciones iniciales 

y las condiciones de contorno hidrodinamicas. 

• Condiciones iniciales 

S e deben asignar a todo el dominio, como condiciones iniciales se ha asignado 

un tirante igual a cero, es decir el programa iniciara con la superficie seca . 

y «* f'-.'^ ^^WKHKtK^^ 
Archivo Vista Geometria UtTMades {Datos) MaSa Calcifer Haramentas ber Ayutfe 

O P ^ I - ^ ^ 4 * 1 a T , o * p , o i * m . »i - j ^ i ^ f i - a 

5decci6ne SOTON IZquXRDO de MOU5£paw desptear ia vista (Escape para tarrrinar) 
PubafBOTr>t!ZQUXfiDOD€lRAT6N pwarJtŝ awbvisut&apermtNTTiinar). 
Olden: 

Zurrtlflu N<xtacO,nem«n»s=0 tufrmaekift Normal (80HSja4J,») 

Figura 6.9 Asignacidn de las condiciones iniciales hidrodinamicas en Iber. 

• Condiciones de contorno 

E n los contornos abiertos se pueden imponer diferentes tipos de condiciones de 

contorno. Para que las ecuaciones de aguas someras bidimensionales esten bien 

planteadas desde el punto de vista matematico, el numero de condiciones a 

imponer en los contornos abiertos depende de si se trata de un contorno de 
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entrada o de salida de flujo, a s ! como del tipo de regimen en el contorno 

(rapido/lento): 

a) Condicidn de contorno de entrada. 

Para la entrada del fluido se ha asignado un caudal total segun los datos 

medidos en campo, se considera como regimen del flujo subcritico. 

b) Condicibn de contorno de salida. 

S e asignd regimen supercritico o critico, dado que en cuyo caso no es 

necesario asignar parametros adicionales. 

Figura 6.10 Asignaci6n de las condiciones de contorno de entrada en Iber. 

6.4.1.3 Rugosidad 

L a rugosidad se asigna a traves de un coeficiente de Manning que se puede definir 

segun usos de suelo. E n el menu "Rugosidad > Usos del suelo" se abre la 

posibilidad de escoger un uso de suelo y asignarlo a las superficies que formen la 

geometria o a los elementos de la malla. Para la realizacion de este proyecto el 

uso del suelo escogido es "hormigon" y el valor de Manning asignado al problema 

es 0.015, esto segun los parametros de diseno del canal en estudio. 
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Figura 6.11 Asignaci6n de la rugosidad en Iber. 

6.4.1.4 Construccibn del mallado 

L a calidad de la malla de calculo es un elemento fundamental para obtener buenos 

resuitados. Las caracteristicas de la malla se asignan con los siguientes menus: 

E l menu "Utilidades > Preferencias > Mallar" fija las opciones generales de 

mallado tal como se aprecia en la figura 6.12. 

Con el menu "Malla" se fijan las propiedades de la malla asignadas 

a la geometria. 
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Figura 6.12 Mallado estructurado del tramo curvo. 
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6.4.1.5 Datos del problema 

A traves del menu "Datos > Datos del problema" se accede a los parametros del 

calculo, en donde se asignaron el tiempo total de simulacion y su respectivo 

intervalo de tiempo. 

Una vezfijados los datos del problema ya se puede lanzarel calculo. Para ejecutar 

la simulacion se ha de acceder al menu Calcular. A traves de dicho menu es 

posible lanzar directamente el calculo, "Calcular > Calculaf, o acceder a la 

ventana de calculo, "Calcular > Ventana de ca'lculo". Es ta segunda opcion permite 

tener un mejor control del proceso de calculo o acceder al archivo que muestra el 

estado del proceso, boton Ver salida, mientras el calculo se esta ejecutando, tal 

como se aprecia en la figura 6.13. 
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Figura 6.13 Ejecucidn de calculo con Iber. 

6.4.2 Post - Proceso 

Una vez finalizado el calculo se puede acceder al post- proceso para visualizar y 

analizar los resultados. E l cambio entre las interfaces de pre - proceso y post -
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proceso se realiza mediante el menu "Archivo > postproceso" y "Archivo > 

preproceso". 

L a interfaz de post-proceso de Iber, figura 6.14, es muy amigable y dispone de 

multitud de opciones para visualizar y anaiizar los resultados, personalizar los 

colores, las leyendas, mostrar etiquetas de valores, etc. 
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Figura 6.14 Interfaz de Iber para el Post-proceso, Menu para analisis de 
resultados. 

Dentro del menu "Ventana > Ver resultados", figura 6.14, se accede a un menu 

que permite visualizar los resultados de distintas maneras. 

A si mismo se pueden realizar graficos de secciones predeterminadas. Es ta 

opcion se encuentra dentro del menu "Ventana > Vergr&ftcos", figura 6.15. 
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Figura 6.15 Menu para representacidn de grSficos. 

Como es de esperarse en la figura 6.15 se puede apreciar en la seccion del centra 

del canal en estudio en efecto de diferencia de alturas agua entre los extremos 

interior y exterior de la curva del canal, este efecto se denomina sobrelevacion y 

se produce por causa de la fuerza centrifuga. 

6.5 Comparac ion e interpretacion de resul tados 

Realizado el modelado del tramo curvo del canal en estudio con Iber, segun las 

consideraciones de los parametros de diseno original, se han transitado los 

caudales medidos en campo para obtener los tirantes en ambos extremos de la 

curva a fin de compararlos con los medidos, en la tabla 6.4 se detallan estos 

resultados. 

Tabla 6-4 Tirantes calculados a ambos extremos de la curva. 

Q (m3/Seg) 0.040 0.080 0.120 0.160 0.200 
h Exterior (m) 0.115 0.160 0.180 0.200 0220 
h Interior (m) 0.110 0.150 0.170 0.190 0.210 

156 



Estos resuitados difieren con los medidos en campo, figura 6.15. Esto debido a la 

variation de algunos factores como la rugosidad por lo que es necesario calibrar 

el modelo. 
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—•—h Exterior medido —•—h Exterior Calculado 
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Figura 6.16 Grafico Caudal - Tirantes Medido y Calculado para n=0.015. 

6.6 Cal ibracion del Modelo 

L a calibracion del modelo es el proceso de ajustar las dimensiones de elementos 

geometricos y los valores de coeficientes hidraulicos emplricos para que el evento 

del flujo simulado por el modelo reproduzca tan fielmente como sea posible el 

evento natural comparable (J.A Cunge). E s decir, e s el ajuste de dichos factores 

con la finaiidad de que los datos calculados coincidan con los medidos en campo. 

Para ello se debe variar el coeficiente de rugosidad (n) que es un valor empmco 

empleados en el calculo del caudal, Variando este valor de 0.015 a 0.019 se 

obtiene un ajuste casi exacto de los tirantes en el interior y exterior de la curva, 

como se muestra en la figura 6.17. 
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Caudal - Tirante (n=0.019) 
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Figura 6.17 Grafico Caudal - Tirantes Medido y Calculado para n=0.019. 

Segun se aprecia en el grafico las diferencias atin existen, esto puede ser por 

errores cometidos en la medicion de los niveles o en la determination de los 

caudales de ingreso, dado que estos procedimientos se ha realizado sin contar 

con los instrumentos adecuados para determinar el caudal circulante, cabe 

senalar que esto fue un problema en la realization del presente informe. 

6.7 Ana l is is del d iseno en diferentes e s c e n a r i o s 

S e presentan tres escenarios a fin de predecir el comportamiento del flujo, dados 

los condicionamientos a nivel de geometria de la seccion, geometria del trazo y 

transito de caudales. E s decir realizara el transito de diferentes caudales en la 

seccibn de diseno (Escenario 1). A su vez se realizara el transito del caudal de 

diseno por el tramo curvo del canal en estudio variando el radio de la curva 

(Escenario 2) asi mismo variando el talud de la seccion transversal (Escenario 3). 

De esta forma realizaremos un analisis de la implicancia de variar parametros 

geometricos e hidraulicos en el diseno de tramos curvos del canal en estudio. 
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6.7.1 Escenario 1 

Consiste en transitar caudales manteniendo el Radio de la curva de 5.627 m y la 
seccion trapezoidal de diseno: 

Altura (H) 1.000 m 

Base menor (b) 0.850 m 

Base mayor (B) 2.350 m 

Talud lateral (Z) 0.750 m 

Pendiente del fondo (S) 0 . 0 0 1 — 
m 

Coeficiente rugosidad de Manning (n) 0.019 

E n la siguiente tabla 6.5 se detallan los resultados obtenidos del modelado 

realizado en el programa Iber de la seccion central del tramo curvo, enseguida se 

presenta la representation grafica de estos resultados. 

Tabla 6-5 Tirantes calculados a ambos extremos de la curva - Escenario 1. 

ESCENARIO 1 

CAUDAL 
(m3/seg) 

COTA 
FONDO 

(m.s.n.m) 

COTA 
MEDIO 

(m.s.n.m) 

COTA 
INTERIOR 
(m.s.n.m) 

COTA 
EXTERIOR 
(m.s.n.m) 

TIRANTE 
INTERIOR 

(m) 

TIRANTE 
EXTERIOR 

(m) 

SOBRE-
ELEVACION 

(m) 

1.1 3877.440 3878.100 3878.070 3878.120 0.630 0.680 0.050 
1.3 3877.440 3878.150 3878.130 3878.180 0.690 0.740 0.050 
1.5 3877.440 3878.210 3878.180 3878.240 0.740 0.800 0.060 
1.7 3877.440 3878.260 3878.220 3878.290 0.780 0.850 0.070 
1.9 3877.440 3878.300 3878.260 3878.340 0.820 0.900 0.080 
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Grafico Caudal (m3/seg) - Tirante (m) 
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Figura 6.18 Grafico Caudal - Tirantes, Seccidn central de la curva. 

De la figura 6.18, podemos precisar que a medida el caudal incrementa tambien 

incrementan los tirantes en ambos extremos de la curva (seccion central), a su 

vez se puede apreciar que la diferencia de los tirantes (sobreelevacion) a ambos 

extremos de la curva va aumentando progresivamente, es decir a mayor caudal 

mayor sera la sobreelevacion. E l efecto de sobreelevacion es producido a razon 

de que la fuerza centrifuga genera en la parte exterior de la Curva una variation 

respecto al nivel medio del agua, mientras que en su parte interior aparece una 

depresi6n en el nivel del agua, en efecto entre el interior y exterior de una curva 

se desarrolla una sobreelevacion del nivel de agua por causa de la fuerza 

centrifuga. 

E l inconveniente con estos cambios de elevation generados por las Curvas en 

Canales, pueden ir desde socavaciones o deposiciones excesivas en estos 

puntos, si hablamos de canales no revestidos, hasta perturbaciones de estructuras 

hidraulicas, como compuertas o vertederos, ubicadas aguas debajo de estas 

curvas. Igualmente no se puede perder de vista la posibilidad de desbordamiento 

del canal, porfalta del adecuado borde libre. 

O h Interior (Escenario 1) © h Exterior (Escenario 1) 

Polinomica (h Interior (Escenario 1)) Polinomica (h Exterior (Escenario 1)) 
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6.7.2 Escenario 2 

m 3 

Consiste en variar el radio de la curva, manteniendo el caudal de 1.30 y la 
seg 

seccion trapezoidal de diseno: 

Altura(H) 1.000 m 

Base menor (b) 0.850 m 

Base mayor (B) 2.350 m 

Talud lateral (Z) 0.750 m 

Pendiente del fondo (S ) 0.001 — 
m 

Coeficiente rugosidad de Manning (n) 0.019 

E n la siguiente tabla 6.6 se detallan los resultados obtenidos del modelado 

realizado en Iber de la seccidn central del tramo curvo, con su respectiva 

representaci6n grafica. 

Tabla 6-6 Tirantes calculados a ambos extremos de la curva Escenario 2. 

ESCENARIO 2 

RADIO 
(m) 

COTA 
FONDO 

(m.s.n.m) 

COTA 
MEDIO 

(m.s.n.m) 

COTA 
INTERIOR 
(m.s.n.m) 

COTA 
EXTERIOR 
(m.s.n.m) 

TIRANTE 
INTERIOR 

(m) 

TIRANTE 
EXTERIOR 

(m) 

SOBRE
ELEVACION 

(m) 

3 3877.440 3878.180 3878.110 3878.210 0.670 0.770 0.100 
7 3877.440 3878.150 3878.130 3878.170 0.690 0.730 0.040 

11 3877.440 3878.150 3878.130 3878.160 0.690 0.720 0.030 
15 3877.440 3878.150 3878.135 3878.155 0.695 0.715 0.020 
19 3877.440 3878.150 3878.140 3878.150 0.700 0.710 0.010 
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Grafico Radio (m) - Tirante (m) 
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Figura 6.19 Grafico Radio - Tirantes, Seccion central de la curva. 

De la figura 6.19, podemos precisar que a medida el Radio incrementa, disminuye 

el tirante exterior mientras que el interior incrementa, a su vez se puede apreciar 

que la sobreelevacion a ambos extremos de la curva va disminuyendo 

progresivamente, es decir a mayor Radio menor sera la sobreelevacion. 

6.7.3 Escenario 3 

E n este escenario variaremos el Angulo del talud del canal segun se detalla en la 

tabla 6.7, es decir se variara la seccion del canal, pero se mantendra el caudal de 

w 3 

diseno de 1,30 , el Radio de la curva de 5.627 m . y los siguientes 
seg 

parametros: 

Base menor (b) 0.850 m 

m 
Pendiente del fondo (S) 0.001 — 

m 

Coeficiente rugosidad de Manning (n) 0.019 
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En la siguiente tabla 6.7 se detallan los resultados obtenidos del modelado 

realizado en el programa Iber de la seccion central del tramo curvo. 

Tabla 6-7 Tirantes calculados a ambos extremos de la curva Escenario 3. 

ESCENARIO 3 

ANGULO 
TALUD 

n 

COTA 
FONDO 

(m.s.n.m) 

COTA 
MEDIO 

(m.s.n.m) 

COTA 
INTERIOR 
(m.s.n.m) 

COTA 
EXTERIOR 
(m.s.n.m) 

TIRANTE 
INTERIOR 

(m) 

TIRANTE 
EXTERIOR 

(m) 

SOBRE
ELEVACION 

(m) 

0 3877.440 3878.370 3878.350 3878.390 0.910 0.950 0.040 
15 3877.440 3878.250 3878.230 3878.280 0.790 0.840 0.050 
30 3877.440 3878.190 3878.160 3878.210 0.720 0.770 0.050 
45 3877.440 3878.120 3878.090 3878.140 0.650 0.700 0.050 
60 3877.440 3878.040 3878.010 3878.070 0.570 0.630 0.060 

Grafico Angulo (°) - Tirante (m) 
1.005 

ANGULO O 

O h interior (Escenario 3) O h Exterior (Escenario 3) 

Poiin6mica (h interior (Escenario 3)) Polin6mica (h Exterior (Escenario 3)) 

Figura 6.20 Grafico Angulo - Tirantes, Seccidn central de la curva. 

De la figura 6.20, podemos precisar que a medida el Angulo del talud se 

incrementa, disminuye los tirantes en ambos extremos de la curva, a su vez se 

puede apreciar que la sobreelevacion de ambos extremos de la curva v a 

incrementandose progresivamente, es decir a mayor Angulo mayor sera la 

sobreelevacion. 
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7. CAPITULO VII. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

7.1 Conclusiones 

S e ha desarrollado un modelo numerico basado en el esquema de diferencias 

finitas de MacCormack de flujo bidimensional para predecir los parametros 

hidraulicos y geometricos en cuerpos de agua con flujo en regimen subcntico, 

cuyas fronteras pueden ser definidas por lineas curvas con orientation distintas al 

de los ejes de un sistema de coordenadas rectangulares. 

A partir del esquema es posible realizar el seguimiento del comportamiento del 

tirante en funcion del caudal, en el tramo curvo del canal abierto, posibilitando la 

implantation de una metodologia de control aplicando tecnicas de simulation y de 

calculo numerico con la ayuda de ordenadores que en la actualidad son totalmente 

accesibles. 

S e ha empleado el programa I B E R como patron de comparacion para cotejar el 

modelo numerico propuesto. Pero al hacer la comparacion respectiva se ha 

encontrado que el I B E R nos da un resultado un tanto alejado del metodo 

presentado. Esto se debe posiblemente al caracter general de calculo de dicho 
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programa, al sistema de enmallado que utiliza y a lo pequeno del domino escogido. 

Sin embargo, se puede considerar que el metodo estudiado da mejores resuitados 

respecto al comportamiento del flujo en el tramo curvo. 

7.2 Recomendac iones 

Se recomienda el estudio del flujo bidimensional para el diseno de estructuras 

hidraulicas y de protection en tramos curvos de canales abiertos. 

Con relacion a las herramientas de programacion se recomienda propiciar su uso 

e intensificarlas a fin de desarrollar aplicaciones concretas y simulaciones de 

eventos hidraulicos. 

Con relacion a la bibliografia referente al tema, esta es escasa , principalmente en 

idioma espanol. S e recomienda implementar una bibliografia basica. 

Para futuras investigaciones se recomienda generalizar el modelo para utilizar en 

canales con diferentes tipos de geometria y que abarquen tramos compuestos. 
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