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Resumen

El objetivo de este trabajo es demostrar que la estabilidad local en una singularidad
hiperbdlica es una propiedad genérica dentro del conjunto de campos vectoriales de
clase C", r > 1, haciendo uso de los Teoremas de Hartman-Grobman y transver-
salidad de Thom. Se concluye, de lo anterior, que los campos vectoriales de clase
C", con unicamente singularidades hiperbdlicas y con la propiedad de ser localmen-
te estables son “tipicos”. Esto significa que la presencia de sistemas dindmicos con

“buen” comportamiento es representativo en un sentido topoldgico.
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Introducciéon

En el campo de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, encontrar soluciones de
ecuaciones lineales no presenta gran dificultad; lo que no ocurre para ecuaciones di-
ferenciales no lineales, donde no siempre es posible hallar soluciones explicitas, esto
significa que la intencién de resolver las ecuaciones diferenciales en sentido tradicio-
nal (por simple integracién) es poco efectiva, en lugar de eso, uno se concentra en
obtener informacién cualitativa sobre el comportamiento general de las soluciones.

Una herramienta muy 1util que nos permite analizar ecuaciones diferenciales
no lineales, permitiéndonos conocer propiedades como: la estabilidad, periodicidad,
etc. y sin tener que encontrar expresiones analiticas para las soluciones, es la Teoria
Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales, que surgié a mediados del siglo XIX y
que inicialmente fue abordado por el francés Jules Henri Poincaré (1854-1912) y el
ruso Alexander Mijailovich Lyapunov (1857-1918)(Lyapunov, 1907).

Poincaré estudié el retrato de fase de un sistema de ecuaciones diferenciales, en su
trabajo en mecanica celeste, donde introdujo la topologia al estudiar las propiedades
de las trayectorias fusionando el analisis y la geometria, originando asi la teoria de
los sistemas dindmicos (Poincaré, 1890). Mas adelante, una teoria mas abstracta de
los sistemas dindmicos fue desarrollada por George D. Birkhoff (1884-1944).

En 1937 Andronov y Pontryagin establecieron la nocién de estabilidad estruc-
tural (Andronov y Pontryagin, 1937). Mauricio M. Peixoto probé la densidad de
los campos vectoriales estables sobre superficies (Peixoto, 1962: 101-120). Luego,
Stephen Smale enriquecio substancialmente la teoria general al bosquejar el estudio

sistemédtico de sistemas hiperbdlicos (Smale, 1967: 747-817). Su idea bésica era la
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busqueda global de propiedades genéricas y estables. La definicién formal de pro-
piedad genérica es dada a seguir:

Dado un espacio topolégico de Hausdorff X, se dice que una propiedad P
es genérica en el espacio X si existe un subconjunto residual R de X tal que
cada x € R satisface la propiedad P. Recuerde que un subconjunto R del espacio
topoldgico X es llamada residual si contiene la interseccion numerable de una
familia de subconjuntos abiertos y densos del espacio X. El conjunto R es también
denominado un conjunto genérico.

En esta misma época el estadounidense Philip Hartman y D. M. Grobman dan
un resultado muy importante, respondiendo a una de las interrogantes propuestas
por Mauricio Peixoto, y establecen que alrededor de una singularidad hiperbdlica, la
dindmica de un campo vectorial es indistinguible (topolégicamente) de la dindmica
de su aproximacion lineal cerca del origen. Hoy este resultado es conocido como
el Teorema de Hartman-Grobman, inicialmente demostrado por Hartman en 1960
(Grobman, 1959: 880-881); pero que ya se habfa anunciado por Grobman en 1959,
quien publicé su demostracién en 1962 (Hartman, 1960: 220-241).

El area de investigacién matematica al cual pertenece el presente trabajo es el
de Sistemas Dinamicos Hiperbdlicos de clase C", r > 1. Especificamente, dentro de
la Teoria Local Hiperbdlica, con cierta aplicacion en aspectos globales.

Dentro de la teoria de Sistemas Dinamicos Hiperbdlicos de clase C”, r > 1, se
tiene la presencia de una gran variedad de sistemas no lineales con propiedades y
comportamientos bastante exoticos, algunas de estas propiedades son mas aprecia-
bles que otras, por lo que es necesario hacer una clasificacién topoldgica de tales
sistemas. Siendo mas especificos, se pretende clasificar los campos vectoriales de
clase C", r > 1, dentro de la teoria local de Sistemas Dinamicos Hiperbdlicos.

La nocién intuitiva de la estabilidad local es dada a seguir (vea la Definicion 2.14
para una definicién formal): dado un punto p en la variedad diferenciable M y un
campo vectorial X de clase C", r > 1, se dice que el campo X es localmente
estable en p si existe un campo vectorial Y proximo de X y un punto ¢ € M
préoximo de p tal que la érbita de X por p es llevada en una érbita de Y mediante

un homeomorfismo local h que preserva orientacién y que cumple con h(p) = q.
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En este trabajo se demostrara que la propiedad de estabilidad local se cumple
sobre un subconjunto abierto y denso del conjunto de campos vectoriales de clase
C", es decir, se cumple para un conjunto bastante “grande” en un sentido topoldgico
(residual). Significando asi, que la estabilidad local es una propiedad genérica dentro
del conjunto de campos vectoriales de clase C", r > 1.

Esta propiedad genérica permitira describir el comportamiento local de las tra-
yectorias en una vecindad de cada singularidad hiperbdlica de un campo vectorial.
Ademas, nos indica que la estructura local de las 6rbitas no se altera por pequenas
perturbaciones del campo.

Una propiedad genérica es util en el siguiente sentido: dado dos propiedades
genéricas P; y Py en el espacio de campos vectoriales de clase C", r > 1, entonces
estas propiedades son simultaneamente genéricas en el espacio de campos vectoria-
les de clase C". Esto significa, que la interseccién de los elementos que cumplen
simultaneamente con estas dos propiedades es densa en el espacio de campos vecto-
riales de clase C", r > 1.

Si se tuviese simplemente dos conjuntos densos A y B en un dado espacio to-
polégico T, se sabe que la interseccién A N B no es necesariamente densa en 7' (es
decir, la densidad no es preservada por la interseccion de dos conjuntos densos; sin
embargo, la densidad es preservada por la interseccién de conjuntos genéricos).

La tesis es organizada como sigue. En el Capitulo 1 se dard un resumen de
resultados del calculo en R”, variedades diferenciables, la topologia del espacio de
aplicaciones de clase C" y transversalidad. El Capitulo 2 se concentra en la teoria
de campos vectoriales (aqui se introduce la definicién de estabilidad local). En el
Capitulo 3 se demuestra el Teorema de Hartman-Gorbman. También se demuestra la
genericidad de la estabilidad local y se da una aplicaciéon a un caso global particular.
Finalmente, en el Apéndice A se da un breve repaso del calculo diferencial en espacios

de Banach y en el Apéndice B se da una revisiéon sobre la forma canénica de Jordan.



Capitulo 1

Variedades diferenciables y la topologia en

el espacio de aplicaciones de clase C"

En este capitulo se recuerda algunos conceptos del andlisis en R™ (diferenciabili-
dad y teoremas de formas locales), se presenta la teoria de variedades diferenciables,
topologia de las aplicaciones de clase C" y la teoria de transversalidad (donde se

presenta la idea central del teorema de transversalidad de Thom).

1.1. Calculo en R"”

En esta seccion se dara un pequeno repaso del calculo diferencial y algunas pro-
piedades topolégicas de R™. Se omitiran las demostraciones de los teoremas y pro-
piedades, al ser parte de un curso de analisis en R”, sin embargo las demostraciones

pueden ser encontradas en la bibliografia (Lima, 2000).

Definicién 1.1. Sea f : U — R" una aplicacién definida sobre el abierto U de R™.
Se dice que f es diferenciable en el punto p € U si existe una transformacion lineal

T : R™ — R* tal que, para v pequefo,
flp+v)=f(p)+Tv+r(v), donde 11’1% — =

En caso de que f sea diferenciable en p, se dice que la transformacién lineal T es la
derivada de f en p y se denotard por df(p) o f'(p). La matriz asociada a df (p) en

las bases canénicas de R™ en R* es [(0fi/0x;)(p)], lamada matriz jacobiana.
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Como resultado de la existencia de la derivada de f en p se obtiene la continuidad
de f en p.
Se denotard por L£(R", R¥) al espacio vectorial de las aplicaciones lineales de R™

en R¥, dotado de la norma ||T|| = sup{||Tv| | v € R", ||v]| = 1}.

Definicién 1.2. Sea f : U — R” diferenciable en cada punto de U, la aplicacion
df : U — L(R",R¥) es llamada la aplicacién derivada de f, la cual asocia a cada

punto p de U la trasformacién lineal df (p) : R® — R¥, la derivada de f en p.

Definicién 1.3. Sea f : U — R" una aplicacién definida sobre el abierto U de R™.

Se dice que f es de clase C' si su correspondiente aplicacién derivada es continua.

Una forma alternativa para afirmar que f es de clase C! es, si y sélo si, las
derivadas parciales de las funciones coordenadas de f, df;/0x; : U — R, existen y

son continuas.

Definicién 1.4. Andlogamente a la definicién de df (p), se define d*f(p) como la
derivada de df en p.

Asf, d>f(p) es un elemento del espacio L(R™, L(R™,R¥)), el cual es isomorfo
al espacio de las aplicaciones bilineales £2(R™, R¥) de R™ x R™ en R*. La norma

inducida en £2(R™, R¥), por ese isomorfismo, es

I1B]l = sup{|[B(w, v)|| | u,v € R", |Jul| = [[v]| = 1}.

Definicién 1.5. Se dice que la aplicacion f : U — R", definida sobre el abierto U

de R™, es de clase C? en U si d*f : U — L2(R™,R¥) es continua.

De manera inductiva, se puede definir d” f(p) como la derivada de d"~' f en p. Se
tiene asf que, d” f(p) € L"(R™,R¥), donde L7 (R™, R*) es el espacio de la aplicaciones

r-lineales dotado con la norma

|A]| = sup{||A(v1, ..., v.)|| | v1, .oy 0 € R |J0r]| = ... = ||v,]| = 1}.

Esto permite realizar las siguientes definiciones.
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Definicién 1.6. Una aplicacion f : U — R", definida sobre el abierto U de R™, es
de clase C" en U si d"f : U — L"(R™ R¥) es continua.

Definicién 1.7. Una aplicacion f : U — R", definida sobre el abierto U de R™, es

de clase C*° en U si es de clase C" para todo r > 0.

Se demuestra que f es de clase C", r > 1, si y sélo si, las derivadas parciales,
hasta el orden r, de las funciones coordenadas de f, existen y son continuas.

Los siguientes conceptos son muy importantes para el desarrollo de la tesis.

Definicién 1.8. Sean U , V abiertos de R™. La aplicacién f : U — V es un
difeomorfismo, si f es una biyeccién diferenciable cuya inversa, f~!: V — U, es

también diferenciable. En tal caso, se dice que U y V son difeomorfos.

El hecho de que dos abiertos de R™ sean difeomorfos significa que hay una

deformacion suave de un abierto al otro.

Definicién 1.9. Sea U un abierto de R™. La aplicacién diferenciable f : U — R™
es llamada un difeomorfismo local, si para cada x € U, existen una vecindad
abierta V,, de z y una vecindad abierta Wy, de f(z) tal que f: V, = Wy(,) es un
difeomorfismo. Si f es de clase C", decimos que f es un difeomorfismo local de

clase C", r > 1.
Definicién 1.10. Sean un abierto U C R™y f,, : U — R" una sucesién de funciones.

1) Dado = € U, se dice que la sucesién de funciones converge puntualmente en
x, si la sucesién de ntmeros reales f,(x) converge. La funcién f : U — R"

definida por f(z) = lim f,(x) se llama funcién limite puntual de la sucesion
n—oo

{fn}-

2) Sea f la funcién limite puntual de {f,}. Se dice que {f,} converge unifor-
memente a f en U si para todo € > 0 existe ng € N (que dependerd sélo
de €) de manera que ||f(x) — f.(z)|| < € para todo « € U y para todo

n > ngy (o también, equivalentemente, que para todo n > ng se verifica que

sup{[|f(z) = fu(@)| -z € U} <¢).
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Proposiciéon 1.1. Sean un abierto U C R™ y f, : U — R™ una sucesion de
aplicaciones de clase C*. Si la sucesion f, converge puntualmente a f : U — R®

y la sucesion df,, converge uniformemente a g : U — L(R™ R"), entonces [ es de

clase C' y df = g.

Proposiciéon 1.2 (Regla de la Cadena). Sean U C R™ y V C R"™ abiertos. Si
f:U — R™ es diferenciable enp € U y g : V — RF es diferenciable en ¢ = f(p),
f(U) CV, entonces gof : U — R* es diferenciable en p y d(go f) = dg(f(p))odf(p).

Corolario 1.1. Si f y g son aplicaciones de clase C", r > 1, entonces go [ es de

clase C".

Corolario 1.2. Sea U C R™ un abierto. Si f : U — R" es una aplicacion dife-
renciable en p € U y a : (—1,1) = U es una curva tal que a(0) = p y o/(0) = v,

entonces f o a es una curva diferenciable en R™ y (f o )'(0) = df (p)v.

Se enuncia ahora los teoremas fundamentales del célculo diferencial.

El primero de estos es el teorema de la funcién inversa, el cual nos brinda una
informacion bastante 1til respecto al comportamiento de una aplicacién de clase C”
definida en un abierto haciendo uso de la inversién de su aproximacion lineal en un
punto de su dominio, es decir, la derivada de la aplicacion en el punto, con lo que
se puede lograr una inversién local difeomérfica de clase C” en dicho punto, esto

significa, tedricamente existe la inversa de la aplicacién restringida a una vecindad.

Teorema 1.1 (Funcién Inversa). Sean U un subconjunto abierto deR™ y f : U — R"
una aplicacion de clase C", r > 1. Si en un punto p € U, df(p) : R™ — R™
es un isomorfismo (la matriz jacobiana de df (p) es invertible), entonces f es un

difeomorfismo local de clase C" en p.

Teorema 1.2 (Funcién Implicita). Sean U un subconjunto abierto de R™ x R™ y
f:U — R™ una aplicacion de clase C", r > 1. Sean zy = (xo,y0) € U y ¢ = f(z0).
Si la derivada parcial, en relacion a la sequnda variable 0o f(29) : R™ — R™ es un

isomorfismo, entonces:

a) Existen abiertos V.C R™ conteniendo xo, y W C U conteniendo zy, tales que,

para cada x € V existe un inico {(x) € R™, con (z,&(x)) € W y f(z,£(z)) = c.
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b) La aplicacion & : V. — R™, asi definida, es de clase C" y su derivada es dada

por d§(x) = [0of (x,§(x))] " 0 D1 f(x,&(x)).

Definicién 1.11. Sea U C R™™" abierto. Una aplicacién diferenciable f : U — R"™
es llamada una submersién si, para cada = € U, la derivada df (z) : R™™" — R"

es sobreyectiva.

Ejemplo 1.1. La proyeccién 7 : R™™™ = R™ x R" — R" dada por 7(z,y) = y es
una submersién. En efecto: Como 7 es una aplicacién lineal, se tiene dm(z) = 7 para

todo z € R™*™ luego 7 es una submersién, ya que obviamente 7 es sobreyectiva.

Teorema 1.3 (Forma Local de las Submersiones). Sean U C R™™ un abierto y
f U — R™ una aplicacion de clase C", r > 1. Si en un punto zy € U, la deriwvada
df (z0) : R™™ — R™ es sobreyectiva y escogida una descomposicion en suma directa
E® F = R™" (20 = (w0,%)), se tenga O2f(20) = df (20)|F es un isomorfismo,
entonces f se comporta localmente como una proyeccion. Es decir, existen abiertos

V, W, Z, con

roeV, VCFE
e ZCU
f(z0) e W, W C R",

y un difeomorfismo de clase C", h -V x W — Z, tal que foh(x,w)=w.

Definicién 1.12. Sea U C R™ abierto. Una aplicacién diferenciable f : U — R™*"
es llamada una inmersion si, para cada x € U, la derivada df (x) : R™ — R™™ es

una transformacion lineal inyectiva.

Ejemplo 1.2. La inclusién i : R™ — R™ x R"” = R™"" dada por i(x) = (z,0) es
una inmersién. En efecto: Al ser ¢ una aplicacion lineal, se tiene di(x) = ¢ para todo

x € R™, luego ¢ es una inmersién, pues ¢ es inyectiva.

Teorema 1.4 (Forma Local de las Inmersiones). Sean U C R™ wun abierto y
f U — R™™ yna aplicacion de clase C", r > 1. Si en un punto xo € U, la

derivada df (zo) : R™ — R™™™ es inyectiva, entonces existen abiertos V., W, Z, con
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f(zo) € Z, Z C R™™
eV, VcCcUCR?®
0eW, W c R,

y un difeomorfismo de clase C", h : Z — V x W tal que ho f(z) = (z,0) para

cada x € V. Es decir, ho f se comporta localmente como una inclusion.

Definicién 1.13. Sean U un abierto de R™ y una aplicaciéon f : U — R™ de clase

C",r>1.

a) Se dice que un punto x € U es un punto regular si, df(x) es sobreyectiva;

caso contrario, x es un punto critico.

b) Un punto ¢ € R" es un valor regular si, todo x € f~!(c) es un punto regular;

caso contrario, ¢ es un valor critico.

Definicién 1.14. Un subconjunto M de R” se llama residual en R" si, existe una

familia numerable de abiertos densos en R™, digamos (G,,)22 ,, tal que (G, C M.

n=1»

Ejemplo 1.3. Un ejemplo de conjunto residual es el conjunto de ntimeros irracio-

nales, R\ @, en R.

Teorema 1.5 (Teorema de Categoria de Baire en R"). Todo subconjunto residual

de RF es denso.

Teorema 1.6 (Sard). Sean U un subconjunto abierto de R™ y f : U — R™ una

aplicacion de clase C*. Entonces el conjunto de valores regulares de f es residual en

R™.

A continuacién se daran resultados referidos a la topologia relativa o inducida

en un subconjunto X de R".

Definicién 1.15. Sea X C R". Se dice que un subconjunto A de R" es abierto en
X si existe un abierto A’ C R" tal que A = A'N X.

La definicién anterior indica que el conjunto X estd dotado con la topologia

inducida, por la topologia usual de R"™.
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Definicién 1.16. Sean X C R™ y Y C R”. Una aplicacién f: X — Y se llama un
homeomorfismo si es una aplicacién biyectiva y tanto f como su inversa f~! son

continuas.
Los siguientes resultados seran de mucha utilidad.

Proposiciéon 1.3. Sean X C R™, Y C R", dotadas cada una con la topologia
inducida, por la topologia usual de R™ y R™ respectivamente, y f : X — Y wuna

aplicacion biyectiva. Los siguientes enunciados son equivalentes:
a) fes un homeomorfismo.
b) f es continua y abierta.

(f es una aplicacion abierta si, la imagen de cualquier conjunto abierto en X es un

conjunto abierto en Y).

Proposicion 1.4. Sean Z C R"™ abierto y A C Z. A es abierto en Z si y solo si A

es abierto en R™.

1.2. Variedades diferenciables

En esta seccién se introducird el concepto de variedad diferenciable. Se ini-
ciard definiendo las variedades diferenciables como subconjuntos de R* (Palis y
de Melo, 1978). La nocién abstracta variedad diferenciable se desarrollard mas ade-
lante, el cual, debido al Teorema de Witney, estard inmersa nuevamente en algin
espacio euclidiano R* (Brickell y Clark, 1970; Lages Lima, 2011a y Lages Lima,
2011b ).

Sea M un subconjunto del espacio euclidiano R¥. Considere en M la topologia
inducida por la topologia usual de R”, esto es, A C M es abierto si existe un abierto

A" CRF tal que A= A'"NM.

Definicién 1.17. Se dice que M C R* es una variedad diferenciable de dimensién
m si, para cada punto p € M existen un abierto U C M conteniendo p y una

aplicacion = : U — Uy, donde Uy es un abierto de R™, tales que

a) «: U — Uy es un homeomorfismo,
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b) El homeomorfismo inverso, 7! : Uy — U C R*, es una aplicacién de clase C>

y
¢) z71: Uy — U C RF es una inmersién.

En este caso, se dice que (z,U) es una carta local alrededor de p y que U es una

vecindad coordenada de p.

Observacion 1.1. En la definiciéon anterior se entiende por una variedad diferen-
ciable al hecho de tener una variedad diferenciable de clase C*°, la cual esta estable-
cida por la clase de diferenciabilidad del homeomorfismo inverso 2! : Uy — U C RF.
Una variedad diferenciable es también denominada en algunos textos como varie-
dad suave.

1

Observe ademds: afirmar que 27! : Uy C R™ — U C R es una inmersién, sélo tiene

sentido cuando m < k.

Observacién 1.2. Se dice que M C R* es una variedad diferenciable de clase

1

C" y dimensién m si los homeomorfismos 7, en la definicién anterior, son de clase

cr.

Como para cada p € U se tiene x(p) = (21(p), ..., Tm(p)), los nimeros z; = z;(p),
1 =1,...,m, son llamados las coordenadas del punto p € M en la carta local x.

Se usara la notacion M™ para indicar la dimension m de una variedad diferen-

ciable M.

Ejemplo 1.4. A continuacién se veran algunos ejemplos para entender mejor el

concepto de variedad diferenciable.

1) R* es una variedad diferenciable de dimensién k. En efecto: Sea p € R* cual-
quiera. Tome el conjunto abierto R¥, que contiene a p, y considere el homeo-
morfismo id : R* — R¥, la funcién identidad en R*. Es claro que (id)~! = id
es una inmersién y es de clase C*. De este modo, para cualquier p € R* es

posible hallar una carta local (id, R¥) alrededor de p.

2) Los abiertos de R* son variedades diferenciables de dimensién k. En efecto:

sean U C R¥ un abierto y un punto p € U cualesquiera. Como U es un abierto
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conteniendo a p, tome el homeomorfismo id : U — U para el cual (id)™! = id
es una inmersion. De este modo para cada p € U se ha encontrado un abierto
conteniendo p, que viene a ser el mismo U, tal que (id, U) es una carta local

alrededor de p.

Sea M C RF una variedad diferenciable de dimensién m. Si V es abierto en
M, entonces V' es una variedad diferenciable de dimensién m.

En efecto: Al ser V- C M un conjunto abierto en M, existe un conjunto abierto
B C R* tal que V.= BN M. Sea p € V un punto cualquiera, dado que V.C M
se tiene que p € M y como M es una variedad diferenciable existe un abierto
U C M conteniendo p y un homeomorfismo =z : U — z(U) C R™, donde

Ly 2(U) — U es una

x(U) es abierto, tal que el homeomorfismo inverso x~
inmersién. Al ser U un abierto en M, debe existir un abierto W C R¥, tal que
U=WnA»M.

SeaUy =UNV =(BNM)N(WnNM)=Wn(BNM)=BnV,es claro
que U; es un abierto conteniendo p en V; pero como también se tiene que
Uy =U0nNV = (BNM)N(WNM) = (BNW)NM, Uy es un abierto conteniendo p
en M. Restringiendo x a Uy, x|y, : Uy — x|y, (Uy), esta satisface las condiciones

para ser el homeomorfismo en la definicién de variedad diferenciable (observe

que z|y, = x en Uy). En efecto:

- Inyectiva. Si z|y, (u) = x|y, (v) con u,v € Uy y Uy C U, entonces se tiene
x|y, (u) = z(u) y x|y, (v) = x(v). Por la inyectividad de x en U, se obtiene

u = 7.

- Sobreyectiva. Evidente, pues x|y, es una aplicacién de U; sobre su imagen

directa z|y, (Uy).

- Homeomorfa. z|y, es continua al ser la restriccién de la aplicaciéon continua

z:U — z(U) C R™. La aplicacién (z|r,) ™" : x|y, (Uy) — Uy es continua al ser

1 1

restriccion de la aplicacién continua x ! : 2(U) — U, esto pues, (z|y,) ' = 2~

en x|y, (U1), ya que x|y, = x en Uy y x|y, es biyectiva..

- 2|y, (Uy) es un abierto de R™. En efecto: Al ser x|y, = x en Uy, U; abierto

en M,y x:U — z(U) un homeomorfismo. Por la Proposicién 1.3., z(U;)
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es abierto en z(U). Debido a que z(U) es un abierto en R™ se infiere, por la

Proposicién 1.4., que z(U;) = x|y, (U;) es un abierto en R™.

- (z]p,) 7! es una inmersién. En efecto: se tiene que (z|y,) ' =27t en x(U;) y
la derivada d((x|y,)"!)(u) : R™ — R* es la restriccién de la aplicacién lineal
derivada dz~1(u) : R™ — RF para todo u € z(U;). Como x(U;) C z(U) y
dz~!(u) es inyectiva para todo u € x(U), entonces d((z|y,) ") (u) es inyectiva
para todo u € z(Uy).

Asi, (z|y,,Up) es una carta local alrededor de p. Por tanto, al ser p arbitrario,

se concluye que V' es una variedad diferenciable.

La esfera de dimensién n, S* = {(21, ..., zn41) € R™1 S22 — 11 es una
variedad diferenciable de dimension n. En efecto:

Sean los puntos N = (0,...,0,1) y S = (0,...,0,—1) en la esfera S" y conside-
remos U = S" — {N} y V = S*— {S}. Los conjuntos U y V son conjuntos
abiertos en S" y S” = UUV. Defina las aplicacionesx : U - R" y y: V — R"
por

1 1

(21,5 2n) Y Y(21, ey Zna1) =

_ —— (21, Zn),
1 — 2y I+ zp01

T(215 ey Zng1) =

es decir, x;(21, ..., Zps1) =

I—ZH Y Yi(21y ey Zna1) = 1+Z+1 parai=1,...n
Definidas asi, (z,U) y (y,V) son cartas locales alrededor de cada punto en
U C S" y alrededor de cada punto en V' C S”, respectivamente.
Se demostrara que la aplicacion x : U — R™ es biyectiva, la demostracién para
y:V — R” es totalmente anédloga.
La aplicacién = es inyectiva, pues si x(z1, ..., 2n11) = x(wy, ..., wWy41), donde
2= (21, 00y Zny1) Y W = (w1, ..., wp41) pertenecen a U, se tiene que

Zj Wi

= , 1=1,...,n,
=z 1 —wnp

de donde elevando al cuadrado y sumando tenemos

QZZ— 1- QZw‘

(1= 2n41) W 1)
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n n 2 __ 2
Como los puntos z y w se encuentran sobre la esfera S*, " 27 =1— 2.,

y Yo wi=1—w2,, porloque

14+ 2zp01 L4z, 1+wh, 14w,

1— 24 - (1 - Zn+1)2 B (1 - wn+1)2 1 ’wn+1’

de donde se obtiene 2,1 = w,1 vy luego z; = w; parai =1, ...,n.
La aplicacién x es sobreyectiva sobre R", pues si t = (t1, ..., t,) € R", entonces

al tomar z = (21, ..., Z,4+1), donde

2
_ -1 2
1) + 17 [

Zn+1

g eeey

es facil ver que z(z) = t.
Es claro que = y y, definidas de ese modo, son continuas. Asi, x : U — R" y

y : V. — R” son biyectivas y continuas.

Las aplicaciones inversas de x y y son dadasporz™! : R* - Uyy 1 : R* =V,

con reglas de correspondencia

_ 2z 2z, 22 —1
x 1(21,...,zn) = < ! Sy 5 12 2)
1+ [|=|] VI o = O o |
Y 2
y71(zl’ ) = ( 221 . 22 N 1-— HZ||2>’
1+ [|=]] L+ lz) 1+ 2]

respectivamente, donde ||z||* = (z,2) v 2z = (21, ..., z,) € R™. Definidas asf, z~!

! son aplicaciones continuas de clase C*°. Ademas estas son inmersiones,

yy
pues la matriz jacobiana de ambas aplicaciones tienen rango n, como se puede
comprobar facilmente. Por lo tanto, al ser (z,U) y (y,V) cartas locales y

S"=U UV, S" es una variedad diferenciable.

Proposicién 1.5. Sea (x,U) una carta local de una variedad diferenciable M de

dimension m. Entonces x : U — R™ es la restriccion de una aplicacion de clase C'™

de un abierto de R* en R™.

Demostracion. Sea (z,U) una carta local alrededor de p € M con z(p) = q. Se sabe

1

que z~' : (U) — U es una inmersién, esto es, para cada u € z(U), la derivada
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dozt(u) : R™ — R¥ es inyectiva.

Analisis para el punto ¢ € z(U). Se tiene que dz~'(q) : R™ — R es inyectiva,
por el teorema local de las inmersiones, existen abiertos A; conteniendo z7!(q) = p
en R* V; C z(U) conteniendo ¢ = x(p), W conteniendo el origen de R*"™ y un
difeomorfismo C*, h: A; — V3 x W, tal que hoz~1(2) = (2,0), para cada z € ;.
Considere un abierto A C A; N U conteniendo p, de tal manera que sea posible
obtener z(A) C Vj. Luego la discusién anterior se cumple nuevamente, es decir,
existen abiertos A C A; conteniendo z7'(q) = p en RF, V = z(4) Cc V; C z(U)
conteniendo ¢ = x(p), W conteniendo el origen de R*~™ y un difeomorfismo C°,
hla:A—V x W, tal que h|a o z71(2) = (2,0), para cada z € V (Figura 1.1).

Sea w € AN M, fijo, entonces z(w) = a € V C z(U) con z7a) = w vy
hoxz a) = (a,0), es decir, h(w) = (z(w),0). Luego h(w) = (x(w),0) para todo
w € AN M. Asi, z| A es la restriccién de una aplicacion C*, h, de un abierto A; de
RF en R™.

La discusién anterior se cumplira para cualquier punto de x(U), pues ! : z(U) — U
es una inmersion. Es decir, = serd siempre la restriccién de alguna aplicaciones de

clase C'™°. n

Figura 1.1: x es la restricciéon de una aplicacion de clase C*

De la observacién hecha arriba extraemos la siguiente proposicion. Esta se re-
fiere a la forma de pegado de las vecindades coordenadas, siendo en este caso de
manera diferenciable o suave, esto significa, que si uno se moviera de una vecindad

coordenada a otra no se percataria de este cambio.
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Proposiciéon 1.6. Sean z : U — R™ yy : V. — R™ cartas locales en M. Si
UNV # @, entonces el cambio de coordenadas yox™' : z(UNV) = y(UNV) es
un difeomorfismo de clase C*° (Figura 1.2).

Demostracion. En efecto: Al ser U y V abiertos en M, entonces U NV es un abierto
en M. Las aplicaciones 27 : 2(U) — U y y~' : (V) — V son aplicaciones de clase
C*°, en particular lo serdn en z(UNV) y y(UNV), que son abiertos de R™. Ademaés
por la Proposicion 1.5. las aplicaciones x : U — R™ y y : V' — R™ son restricciones
de alguna aplicacion de clase C'*°, en particular lo serén en el abierto UNV'. De estos
dos razonamientos inferimos, por el Corolario 1.1., que yox™! : z(UNV) — y(UNV)
y zoy t:y(UNV)— z(UNV) son aplicaciones de clase C*°. Por lo tanto, el
cambio de coordenadas yox~! : z(UNV) — y(UNV) es un difeomorfismo de clase

. [l

Z Y
y(unv)
t(U) —1
z(UNV) y(V)

Figura 1.2: Cambio de coordenadas

Se definird ahora aplicaciones diferenciables entre variedades diferenciables.
Definicién 1.18. Sean M™ y N™ variedades y una aplicacion f: M™ — N™.

a) Se dice que la aplicacién f es diferenciable en un punto p € M, si existen
cartas locales © : U — R™ alrededor de p, y : V. — R" con f(U) C V tales
que foy =yo fox t:z(U) CR™— y(V) C R" es diferenciable en el punto
z(p) € R™ (Figura 1.3).

b) Se dice que f es diferenciable, si es diferenciable en cada punto p de M™.
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¢) Decimos ademéds que la aplicacién f es de clase C7, si f es diferenciable y

yo foxz!es una aplicacién de clase C".

La aplicacién f,, = yo fox~! es denominada la expresidn de la aplicacién f en

las cartas locales x y .

x Y
z(U)
R™ R™

Figura 1.3: Diferenciabilidad

Observacion 1.3. Esta definicién, aunque no lo parezca, es la méas natural que
puede darse para la nocién de diferenciabilidad de una aplicacién f : M — N,
pues los subconjuntos M y N no son necesariamente abiertos, por lo tanto usando
coordenadas locales traspasamos el problema a abiertos de R™, donde ya se tiene
definida la nocién de diferenciabilidad de aplicaciones. Este procedimiento es comun

cuando se trabaja con variedades diferenciables.

Proposicién 1.7. La definicion de diferenciabilidad de una aplicacion f: M — N
en un punto p € M es independiente de la eleccion de las cartas locales (x,U) y

(y,V) en M y N, respectivamente.

Demostracion. Sean x1 : Uy — R™ y y; : Vi — R” otras cartas locales en M y N
respectivamente tales que, p € Uy y f(U;) C Vi. Se demostrard que f,,,, es también

diferenciable en 1 (p).
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En efecto: Se tiene en x1(U N Uy) que,

Jain =grofoxy’ = yo(ytoy)ofolr lox)ouy

= (poy No(yofoxo(zoarh)

= (yl o y_l) © fxy © (l’ o xl_l)

Como por hipdtesis se tiene que f,, es diferenciable en x(p), en el sentido usual, y los
cambios de coordenadas son de clase C*, se tiene que fy,,, = (y10y~1)o fuyo(wox!)
es diferenciable en el punto x1(p), esto por la regla de la cadena usual (Proposicién

1.2.). 0

Definicién 1.19. Se dice que una aplicacién f : M — N entre variedades diferencia-
bles es un difeomorfismo si es una biyeccion diferenciable cuya inversa es también
diferenciable. Si ambas f y f~! son de clase C" se dice que es un difeomorfismo

de clase C".

Ejemplo 1.5. Ejemplos de aplicaciones diferenciables en el sentido de variedades.

1) Sean U C R™ un abierto y f : U — R™. Entonces f es diferenciable en el
sentido de las variedades si y solo si, f es una aplicacion diferenciable en el
sentido comin (o usual).

En efecto: Considere en primer lugar las aplicaciones idy : U — U C R™ e
idgn : R™ — R", es claro que (idy,U) e (idg~, R™) son cartas locales para las

variedades diferenciables U y R™ respectivamente (Ejemplo 1.4 parte 1y 2).

(Sélo si) Suponga que f es diferenciable en el punto p € U en el sentido de
las variedades, entonces existen cartas locales x : U — R™ alrededor de p
yy:V = R'con f(U) CV tal que foy = yo foaxt: z(U) — yV)
es diferenciable en el punto z(p) € R™. Como la diferenciabilidad es inde-
pendiente de la eleccion de las cartas locales, podemos considerar las car-
tas locales (idy,U) y (idgn,R™) tal que f(U) C R"™. De lo anterior se tiene
que fidyiden = tdgn o f 0 id[_jl = f, donde idy(U) = U, idg-(R") = R" y
fidpidgn = f : U — R", es diferenciable en el punto idy(p) = p. De este modo,
al ser fig,iaqen = f, se concluye que f es diferenciable en idy(p) = p € U en el

sentido usual.
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(Si) Suponga ahora que f es diferenciable en el punto p € U en el sentido
comun. Considere las cartas locales (idy,U) e (idgn, R™) en U y R" respecti-

vamente, con f(U) C R™. De este modo se tiene que
fidyidgn = tdgn o f 0 idljl U = R"

es diferenciable en el punto idy(p) = p € R™. Al existir cartas locales que
satisfacen la definicién 1.17., se concluye que f es diferenciable en el sentido

de las variedades.

2) Sea M C R* una variedad diferenciable de dimensién m y sea (x,U) una carta
local alrededor de p € M. Considere U como una variedad diferenciable(por
el Ejemplo 1.4. parte 3). Entonces z : U — z(U) C R™ es un difeomorfismo
en el sentido de las variedades (es mas, es un difeomorfismo de clase C*).
En efecto: Se demuestra en primer lugar que z : U — z(U) C R™, donde z(U)
es abierto en R™, es diferenciable en el sentido de las variedades. Para ello tome
un punto p € U y las siguientes cartas locales: = : U — z(U) alrededor de
p €U eid:R™ — R™, una carta local para la variedad abierta z(U) C R™. Se
observa facilmente que 2,4 = idoxox™! =id: x(U) — z(U) es diferenciable
en x(p). Asi, x es diferenciable en el sentido de las variedades. Es claro que
r71: 2(U) — U C RF es diferenciable en el sentido de las variedades, ya que

este es diferenciable en el sentido comun. Por lo tanto, z : U — x(U) C R™ es

un difeomorfismo.

Definicién 1.20. Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon m. Una curva
parametrizada diferenciable en M es una aplicacion diferenciable o : [ — M,

donde I es un intervalo abierto de la recta real.

Sean M C R* una variedad diferenciable de dimensiéon my x : U — W C R™,
W abierto, una carta local en torno de p € M con z(p) = q.

Considere una curva parametrizada diferenciable ¢ : (—¢,&) — W en R™, tal que
c(0) = ¢ € W. Entonces o = z71oc: (—¢,¢) — M C RF es una curva parametrizada
diferenciable en M con «(0) = (z7! o ¢)(0) = p, aqui la nocién de vector tangente

1

es clara. Se define el vector tangente a la curva @ = 7" oc en el punto p € M como
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a'(0) = (71 0 ¢)'(0), esto es, por la regla de la cadena,
a/(0) = dz~(q) . 2(0). (1.1)

Definicién 1.21. El conjunto de los vectores tangentes a todas las curvas parametri-
zadas diferenciables a : (—¢,¢) — M C R*, como en el caso anterior, es llamado el
espacio tangente a M en p y es denotado por T,M, es decir,

T,M = {v e R*:v=c'(0), donde v : (—¢,€) — M es alguna curva parametrizada

diferenciable con «(0) = p}.
Se observa, de la definicién anterior, que T,M C RE.
Ejemplo 1.6. Ejemplos de espacio tangente.

1) T,R™ = R™, para todo p € R™. Se demostré anteriormente que R™ es una
variedad diferenciable. En efecto: Sean v € R™ y la curva a : (—¢,e) — R™
definida por a(t) = tv + p, obtenemos entonces que a(0) = p y o/(0) = v,
luego v € T,R™. Reciprocamente sea u € T,R™, entonces por definicién existe
una curva ¢ : (—,¢) — R™ tal que ¢(0) = p y ¢(0) = u, pero u = (0) € R™

por definicién.

2) Sea W un abierto de R™, entonces su espacio tangente, en cualquier punto
p € W, es todo R™. En efecto: Sea v un vector en R™, la curva c(t) = vt +p
con t € (—e,¢) tiene a v como vector tangente en ¢t = 0 (en todo punto de ella
en realidad), es decir v € T,W. La otra inclusién, T,/ C R™, es clara por la

definicién.

3) Sea (x,U) una carta local alrededor de un punto p en una variedad diferencia-
ble M de dimensién m. Entonces T,U = T, M.
En efecto: Al ser U un abierto de M, luego U es una variedad diferenciable,
por el Ejemplo 1.4 parte 3. Sea v € T,U, por definicién existird una curva
parametrizada diferenciable v : (—¢,e) — U, con a(0) = p y ¢/(0) = v. Como
UC M, luego a: (—¢,e) = M, con a(0) =py a/(0) =v. De donde v € T,M.

Sea w € T,M, por definicién existird una curva parametrizada diferenciable
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B : (—e1,e1) = U, con B(0) = py f'(0) = w. Témese ¢ < &, lo suficiente-
mente pequeno tal que, 3((—¢,¢)) C U. De este modo obtenemos una curva
parametrizada diferenciable 5 : (—¢,e) — U, con (0) = py f'(0) = w, luego
w e T,U.

Proposicién 1.8. Sea M™ una variedad diferenciable de dimension m. Entonces
para cada p € M el conjunto T,M admite una estructura de espacio vectorial real

de dimension m.

Demostracion. Por el Ejemplo 1.6 parte 2 y (1.1), se tiene que ¢(0) € T,IW = R™,
al ser W un abierto de R™.

Afirmacién 1. El conjunto dz~'(q)(R™) = Im(dz~'(q)), con z(p) = ¢, es un
subespacio vectorial de R* de dimensién m. En efecto, como dz~1(q) : R™ — R¥ es
una transformacion lineal y R™, R* son espacios vectoriales, entonces de la inyec-
tividad de dz~'(g) se infiere que Nuc(dz~!(q)) = {Ogm} y segtin el Teorema de la

Dimensién del Nicleo y Rango (Teorema B.1):
dim R™ = dim Nuc(dz*(q)) + dim Im(dz*(q)),

pero como dim Nuc(dz~!(q)) = 0, se tiene que dim Im(dz~'(¢q)) = dim R™ = m.
Afirmacidn 2. Se tiene que dx'(q)(R™) = T, M.

Es efecto: Sea u € dz~'(q)(R™), entonces existe w € R™ tal que dr~'(q)(u) = w.
Considere la curva parametrizada § : (—¢,e) — W definido por f(t) = q + tu
tal que B(0) = ¢y B'(0) = w. Sea a = 27 o 8 : (—¢,e) — 2~ 1(W), una curva
parametrizada diferenciable, tal que a(0) = p y o/(0) = dz™'w = u. El vector u
satisface la definicién de vector tangente a M, es decir u € T,M.

Reciprocamente sea v € T, M. Existird por definicién una curva parametrizada dife-
renciable « : (—e1,61) — M, tal que a(0) = py /(0) = v. Tome ¢ < £ lo
suficientemente pequeno, tal que a : (—¢,e) > U C M.Seac=zoa: (—c,e) > W
una curva parametrizada con ¢(0) = ¢, como en (1.1). Entonces z7 ' oc = a y
a(0) = (x7' o e)(0) = dx~'(q)d(0) = v, pero como (0) € R™, se tiene que
v € dr~(q)(R™). O

Proposicién 1.9. La definicion de espacio tangente T,M en el punto p € M no
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depende de la eleccion de las cartas locales.

Demostracion. Tédmese otra carta local y : Uy € M — W; C R™, alrededor de p,
con p € Uy y y(p) = qu, se demostrard que la inversa local de y, y~! : W, — Uy, da
lugar al mismo subespacio vectorial de R¥, o sea, dy~!(q;)(R™) = dx~!(q)(R™). En
efecto: Como p € U y p € Uy se tiene que U NU; # (). El cambio de coordenadas

h:yoxil:x(UﬂUl)%y(UmUl)a

con h(q) = q, es un difeomorfismo entre abiertos de R™, lo que implica que
dh(q) : R™ — R™ es un isomorfismo, entonces se tiene dh(q)(R™) = R™.

Ahora, haciendo 27! = y~! o h y derivando en el punto ¢ se tiene, en virtud
de la regla de la cadena, que dz™'(q) = dy~'(q1) o dh(q). Luego, se obtiene que
de7(q)(R™) = dy~'(q)(dh(q)(R™)), pero como dh(q)(R™) = R™ se logra que
dr=Y(q)(R™) = dy~(q1)(R™), como se deseaba. O

Observaciéon 1.4. Sean M una variedad diferenciable de dimensién m y una car-
ta local  : U — x(U), con z(U) abierto en R™, alrededor de p. Sea ademéas
{e1,€9,....,em} la base canénica de R™. Dado, por la Proposicién 1.8, que
dz™'(q)(R™) = T,M y al ser der™'(q) inyectiva, con z(p) = ¢, se logra obtener
un conjunto linealmente independiente {dz~'(q)(e1), ..., dz"'(¢)(e,)}, pero como la

dimensién de T,M es m, este conjunto serd una base para T,M. Denote los ele-

mentos de esta base por (p) = dz~'(g)(e;), para cada i = 1,..,m, es decir,
{8%1(]9), o %(p)} es una base para T,M. Esta base es denominada como la base

asociada a la carta local z.

Sean f : M — N una aplicacién diferenciable y v € T,M, p € M. Considérese
una curva diferenciable a : (—¢,¢) — M con «(0) = py o/(0) = v. Se tiene entonces

que foa: (—e,e) = N es una curva diferenciable con f o a(0) = f(p).

Definicién 1.22. Se define la derivada de la aplicacién diferenciable f: M — N
en el punto p € M como la aplicacion df(p) : T,M — Ty N que asocia a cada
v € T,M el elemento df (p)v = (f oa)’(0), el vector tangente a la curva diferenciable

foaen f(p), donde a: (—e,6) = M con «(0) =py /(0) = v.
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Proposiciéon 1.10. La definicion de deriwvada de wuna aplicacion diferencia-
ble f: M — N en un punto p € M, es independiente de la eleccion de las curvas

parametriza-das diferenciables, tomadas por los vectores tangentes.

Demostracion. Suponga que se tiene df (p)v = (f o @)’'(0) para alguna otra curva
parametrizada @ : (—¢,e) — M con @(0) = p y @'(0) = v. Se demostrard que
(f 0 a)(0) = (f o@)(0).

Considere las cartas locales x : U — x(U) en M, con p € U (z(p) = q) y
y:V—=y(V)en N, con f(U)CV.

Sean las curvas parametrizadas: § = z o« : (—¢,e) = z(U) C R™ dado por
B(t) = (zoa)(t) = (ar(t),...,am(t)) con 5(0) = qy B'(t) = (a}(t),...,al,(t)). Observe

que 3 = z o a implica 7! o B = a, de donde

a/(0) = (27" 0 B)'(0) = dz™(q).8'(0) = da~"(q).(a}(0)er + ... + a}, (0)enm)

= a,(0)dz"'(q).ey + ... + a, (0)dz(q).en
— GO 0) (05— (0)

= 'U’

y B=woa: (—¢) = x(U) dado por f(t) = (xo@)(t) = (bi(t), .., b(t)), de donde

por un proceso analogo al anterior, se obtiene

0 0
o = b/ —_— b/ o = .
T(0) = 05 () + o+ U0 () =0
Al ser {aim( )y eens %(p)} la base de T, M asociada a x, se logra hacer

Luego,
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pero al tenerse que 5'(0) = 3,(0) se obtiene lo deseado, es decir,

(f 0 a)'(0) = (f e @)'(0).

]

Proposiciéon 1.11. La derivada de una aplicacion diferenciable f : M — N,

df(p) : T,M — Ty N, es lineal.

Observacién 1.5. Sean f : M™ — N" una aplicacién diferenciable y v € T,M,
p € M. Se definié la derivada de la aplicacion diferenciable f: M — N en el punto
p € M, df(p): T,M — Typn, como df (p)v = (f o a)'(0).
Considere las cartas locales © : U — z(U) en M, conp e Uy y:V — yV)
en N, con f(U) C V. Al ser U, z(U), V y y(V) variedades diferenciables y las
aplicaciones z : U — z(U) y y : V — y(V) son difeomorfismos, en el sentido de las
variedades, estas poseen derivadas, a saber, dx(p) : T,U — Ty (2(U)) en el punto
peUydy(f(p): Trp)V = Tyreyy(V) en el punto f(p) € V respectivamente. Al
tenerse T,U = T,M, Ty (2(U)) = R™, Ty)V = TyyN v Tygapy(V) = R,
estas derivadas son iguales a dx(p) : T,M — R™ y dy(f(p)): TypN — R
Recuerde que la expresién de f en las cartas locales x y y, fuy, es definida como
fey =yo fox™t:x(U) C R™ — y(V) C R™ Derivando f,, en el punto z(p) = ¢

se obtiene,

d(fuy)(@) = (yo fox ") (q) = (yo ) (p)o (@) (q) =y (f(p)o f(p)o(z")(q),

es decir,

fay(x(p)) = ' (f(p)) o f'(p) o (™)' (q).

La idea de las discusiones anteriores se observan en los siguientes diagramas.

De esta manera la derivada f’(p), con p € U, es “transformada” en la derivada

!

wy(T(p)) 1 R™ — R Esto quiere decir que las propiedades que se tenga en f'(p),

influirdn en el comportamiento de f; (7(p)). La idea anterior es afianzada con la

siguiente observacion.
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x Yy 7' (p) y'(f(p))

z(U) y(V) R™ R™

Jay vy (z(P))

Observacién 1.6. Notemos, en la observacién anterior, que al ser 2! : 2(U) — U
una inmersién (esto es, dr—!(u) : R™ — R* es inyectiva para todo z € x(U)),
serd inyectiva en el punto z(p) = ¢ € x(U), es decir, dz7(q) : R™ — R" es
inyectiva. Ademds, esta serd sobreyectiva sobre su imagen dz~'(q)(R™) = T,M
(ver Proposicién 1.8). Asf, dz~'(¢q) : R™ — T,M es una biyeccién y por tanto un
isomorfismo. De este modo queda claro que la inversa de dz(p) : T,M — R™ es
dz(q) : R™ — T,M, es decir, (2/(p))~! = (1) (q).

Un andlisis andlogo al anterior establece que dy~'(r) : R — Ty, N, donde
r=y(f(p)) € y(V), es también un isomorfismo con transformacién inversa igual

ady(f(p)): TN — R™

Como una variedad diferenciable es localmente difeomorfo a un abierto de un
espacio euclidiano, entonces todos los teoremas del cdlculo enunciados anteriormente

se extienden para variedades diferenciables.

Proposicién 1.12. Sean M, N, P variedades diferenciables, f : M — N una apli-
cacion diferenciable en el puntop € M y g : N — P una aplicacion diferenciable en

el punto f(p) € N. Entonces go f : M — P es diferenciable en el punto p € M y
d(go f)(p) = dg(f(p)) o df ().

Demostracion. Considere las cartas locales  : U — z(U) en M,y : V — y(V) en
Nyz:W = z(W)en P, talesquepe U, f(U) CVyg(V)CW.

Se tiene por hipétesis que f,, = yofox™' : z(U) C R™ — y(V) C R" es diferenciable
enz(p) y g =z20goy Y (V) CR® = 2(W) C RP es diferenciable en y(f(p)).

Por la regla de la cadena usual, resulta que

gyzofxy:zo(gof)ox_l:m(U) — z(W)
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es diferenciable en el punto z(p). Luego go f : M — P es diferenciable en el
punto p € M. Ademés dado v € T,M existe, por definicién, una curva diferenciable

a:(—e,e) = M con a(0) =py o (0) =v. Asi,

d(go f)(p)v = (gofoa)(0) = (go(foa))(0)

= ¢((foa) ) (foa)
= ¢ (fw).f '(0)
= ¢(f).f
= dg(f(p)) o df (p).v.
Por tanto, se tiene que d(g o f)(p) = dg (f(p)) odf(p) ]

Observacién 1.7. Si una aplicacion f : M — N entre variedades diferenciables es
un difeomorfismo de clase C”, entonces para cada p € M, df(p) : T,M — Ty, N
es un isomorfismo cuyo inverso es df ~'(f(p)). En particular M y N tienen la misma

dimension.

Definicién 1.23. Una aplicacién f : M — N es un difeomorfismo si es una
aplicacién diferenciable con inversa, f~!: N — M, diferenciable. f es dicho ser un
difeomorfismo local en p € M, si existen vecindades U(p) C M y V f(p) C N tal

que la restriccion de f a U es un difeomorfismo sobre V.

El Teorema de la funcién inversa establece un resultado reciproco a la Observa-

cién 1.7.

Teorema 1.7 (Funcién Inversa en Variedades Direfenciables). Si f : M — N es
una aplicacion de clase C7, r > 1, y df (p) : T,M — Ty N es un isomorfismo para

p € M, entonces f es un difeomorfismo local de clase C" en p.

Demostracion. Sea x : U — z(U) la carta local alrededor de p € M y la carta local
y:V = y(V)en N, tal que p € U, f(U) C V. La expresion de f en las cartas
locales x y y es foy =yo fox™':z(U) C R™ — y(V) C R™. Al derivarlo se obtiene

=(@(p)) =y (f(p)) o f'(p) o (27")'(q), donde ¢ = x(p). Como dx~'(q) : R™ — T, M

es un isomorfismo (observacién 1.6.), df (p) : T,M — TN es un isomorfismo (por
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hipétesis) y dy(f(p)) : TN — R™ es también un isomorfismo (observacién 1.6.),
se obtiene que f, (z(p)) = ¥/ (f(p)) o f'(p) o (z7')'(q) es un isomorfismo. Luego por
el Teorema de la funcién inversa en R™ se tiene que f,, es un difeomorfismo local de
clase C" en p, es decir, existen vecindades A C z(U) de ¢ y W C f(U) de y(f(p))
tal que f, : A = W es un difeomorfismo, en el sentido usual. Luego, lo sera en el
sentido de variedades (Ejemplo 1.4. parte 1).

1

Como f,, =yo fox™! entonces f =y ' o f,, 0z es un difeomorfismo local en

p. En efecto: Tome Uy = 271(A) y observe que,

U - A Iow Y gy cony H(W) = f(UY),
por lo cual f =y to fo,0ox: Uy — f(Uy). Ademds, al tenerse que z : Uy — Ay
fey + A = W son difeomorfismos y y~' : W — f(U;) es también un difeomorfismo,
se infiere que f =y~ o fu, 0z : Uy — f(U;) es un difeomorfismo.
De lo anterior, ya que U; = 27 !'(A) es una vecindad de p y y (W) = f(U;) es una

vecindad de f(p), se tiene que f: M — N es un difeomorfismo local en p. n

Definicién 1.24. Sea S un subconjunto de una variedad diferenciable M™ de clase
C". Se dice que S es una subvariedad de clase C*, k < r, y dimensién s de M si,
para cada p € S, existen abiertos U C M conteniendo p, V' C R?® conteniendo 0,
W C R™ ¢ conteniendo 0 y un difeomorfismo de clase C* ¢ : U — V x W tal que
e(SNU) =V x {0}.

Observacién 1.8. Sea M C R* una variedad diferenciable. Al ser también R”
una variedad diferenciable, se infiere que M es una subvariedad diferenciable de R¥.

Ademés, las subvariedades de M son las subvariedades de R contenidas en M.

Definicién 1.25. Una aplicacion de clase C", f : M — N, es una inmersion si,

df(p) : T,M — Ty N es inyectiva para todo p € M.

Definicién 1.26. Se dice que la aplicacién f : M — N es un embebimiento si, f
es una inmersién y f : M — f(M) C N es un homeomorfismo de M sobre f(M),

donde f(M) esta dotado con la topologia inducida de N.

Proposicion 1.13. Sea M una variedad diferenciable de clase C" y dimension m.

S es una subvariedad de clase C*, k < r, y dimension s de M si, y sélo si,
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a) S es una variedad diferenciable de clase C* y dimensidn s,
b) S C M y la topologia de M es la inducida por la de N y

c) Para cada p € S, existen cartas locales y: V —R™ en M yx :U — R* en S

tales quep € U CV y yox ! :z(U) = R™ es un embebimiento de clase C*.

Teorema 1.8 (Forma Local de Inmersiones en Variedades Diferenciables). Sean
[ M™ — N™" yna aplicacion de clase C", r > 1, y p € M tal que df(p) es
iyectiva. Entonces existe una carta local x : U — R™ alrededor de p € M, y un
difeomorfismo de clase C", ¢ : V — R™ x R", (V C N abierto) tales que f(U) CV
ypofor t: U — U x{0} C R™xR", donde Uy C x(U) es un abierto conteniendo

z(p), es la aplicacion de inclusidn, es decir, ¢ o f o x™ (u) = (u,0).

Demostracion. Sea x : U — x(U) la carta local alrededor de p € M y la carta local

y:V —=y(V)en N, tal que p € U, f(U) C V. Considere los siguientes diagramas:

f df (p)

U 1% T,M Ty N

x Yy z'(p) y'(f(p))

z(U)

y(V) R™ R™
fay 2y (@(P))

Observe que z(U) C R™ es abierto, f,, = yo fox™' : z(U) = y(V) C R" es de
clase C" y f1,(z(p)) = ¥'(f(p)) o f'(p) o (z7")'(¢) es inyectiva (lo dltimo porque
v (f(p)), (@Y (q) v f'(p) son inyectivas, Observacién 1.6.). Por el Teorema 1.4
(forma local de las inmersiones) existen abiertos Z C R"™"" conteniendo f,,(x(p)),
Uy C z(U) conteniendo x(p), W C R” conteniendo el origen y un difeomorfismo
€:Z — U x W, tal que £ o fyy(u) = (u,0), para cada u € Uy.

Al tomar ¢ = £ oy se tiene £ = p oy~ !, reemplazdndolo en £ o f,,(u) = (u,0), ya
que poy o fo, = po(y toy)ofor !t = pofor™!, selogra pofor!(u) = (u,0),

como se queria. O

Proposicién 1.14. Sean r > 1, M™ y N™ variedades diferenciables de clase C" y
f: M — N una aplicacion de clase C". Si f es un embebimiento, entonces f(M)

es una subvariedad de dimension m y de clase C" de N.
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/
U Vv
T Yy
f:cy
Ur cz(U) y(V)
pofox! ¢
U1 x W

Demostracion. Sea p € M, luego existe z : U — x(U) C R™ una carta local alre-
dedor de p € U, con z(U) abierto. Al ser f un embebimiento es un homeomorfismo
sobre f(M), luego lo serd también su restriccién fly : U — f|y(U), por lo que
V = flu(U) es un conjunto abierto en f(M), ver Proposicién 1.3. Tome ahora
f(p) € f(M), la aplicacién zo(f|y)~':V — R™es una carta local alrededor de
f(p) € f(M). La demostracién se sigue del hecho de que z y (f|7) ™" son homeomor-
fismos, para ver que z o (f|y)™! es un homeomorfismo, y del hecho de que 7'y f|y
son inmersiones, para ver que (zo (f|y)™')™' = flyox™! es una inmersién (observe
que (flg) (V) = U). Esto demuestra que f(M) es una variedad diferenciable de
dimensién m. Se demuestra facilmente que para cada f(p) € f(M), existe una carta
local y : Z — R™ alrededor de f(p) en N tal que, al considerar una carta, como la
hallada x o (f|y)™ : V — R™ en f(M) con V C Z, se tiene que la composicién
yo(fluoxz™): (zo(fly)™) (V) — R™ es un embebimiento. O

Teorema 1.9 (Forma Local de Submersiones en Variedades Diferenciables). Sean
f oM™ — N™ una aplicacion de clase C™, r > 1, y p € M tal que df(p) es
sobreyectiva. Entonces existen vecindades U(p), V(f(p)), Uo(0) en R™, V4(0) en

R" y difeomorfismos ¢ : U — Uy y b : V. — V; tales que Yo f o p~(u,v) = v.

Definicién 1.27. Sean f : M™ — N™ una aplicaciéon de clase C", con r > 1. Se
dice que un punto ¢ € N es un valor regular si, para todo p € M con f(p) = q, se

tiene que df (p) : T,M — Ty N es sobreyectiva.

Proposicién 1.15. Sean f : M™ — N" una aplicacion de clase C" y g € N un

valor reqular. Entonces, o bien f~1(q) =0 o f~'(q) es una subvariedad de dimension
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m — n. Ademds el espacio tangente a f~'(q) en cada punto p es el nicleo de la

transformacion lineal df (p) : T,M — T, N.

Ejemplo 1.7. A continuacién se veran algunos ejemplos.

)

Sea f : R — R una aplicacién definida por f(u) = (u,u), es claro que
f € C*. Como df (u) h = 2(u, h), todo nimero real no nulo ¢ es valor regular
de f. Esto pues, si ¢ = 0 entonces se tendria f(u) = (u,u) = 0, lo que implica
que u = 0; pero df(0) : R"™ — R dada por df(0)h = 2(0,h) = 0 no es
sobreyectiva, luego ¢ = 0 no es un valor regular de f. Si ¢ < 0, entonces
fUe) = {u e R | (u,u) = ||ul|® = ¢} = 0. Si ¢ > 0, entonces se tiene
que f'(c) = {u € R™!' | (u,u) = |jul|®> = ¢} es la esfera de dimensién n
con centro en el origen 0 € R™™! y radio c. Ademds el espacio tangente a esta
esfera en el punto p es el nicleo de df(p), a saber, el conjunto de todos los

vectores v € R™ tales que (p,v) = 0.

Considere la aplicacién f : R?* — R dada por f(ri,rs) = ry — 73 + ri. Se
demostrard que 0 no es un valor regular de f, y sin embargo f~1(0) es la

figura ocho estudiada en el Ejemplo 1.3. parte 4.

En efecto: Observe que g—Tfl =5y g—£ = 4r3 — 2r,, entonces si 5 =0y
4r§ — 2ry = 0, estas se anularén simulténeamente en (0,0), (0, 55) y en

(0, —21%) Al tenerse f(0,0) = 0, entonces 0 no es un valor regular de f.

Veamos que f~1(0) es exactamente la figura ocho del Ejemplo 1.3. parte 4.
Es facil comprobar que m = sen2s y ro = sens satisfacen f(ry,r) = 0.
Reciprocamente, sea (11, 79) una pareja tal que f(r1,72) = 0, es decir, se cumple
r3 — 13 4+ 317 = 0, de donde se tiene r3(r3 — 1) = —(r1/2)? < 0. Entonces se
tiene que r2 < 1y por la continuidad de la aplicacién seno, existird ¢ € R tal

que 79 = sent = sen(m — t). En consecuencia
r2(r2 — 1) = —(sent cost)® = —(sen2t/2)* = —(r1/2)%

Por lo anterior se tiene que r; = sen2t 6 r; = —sen2t = sen2(w — t). En
cualquiera de los casos se tiene que (r1,79) es de la forma (sen 2s,sen s) para

algin s € R.
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El ejemplo afirma que la no regularidad de un punto ¢ € N, en el teorema
anterior, no dice nada acerca del conjunto f~!(q), es decir, f~!(g) puede o no

ser una subvariedad diferenciable de M.

Teorema 1.10 (Sard en Variedades Diferenciables). Sea f : M™ — N™ una apli-
cacion de clase C*. El conjunto de valores regulares de f es residual, en particular

denso en N.

El teorema de Sard serd usado en la parte previa a la demostracion del teorema
de transversalidad de Thom. Este importante resultado posee una demostracion
grandiosa y extensa, demostrarlo no es uno de los objetivos en la tesis; sin embargo
la demostracion puede ser hallada, por ejemplo, en el libro “Topology from the

Differentiable Viewpoint” por J. Milnor (Milnor, 1965; Guillemin y Pollack, 2010).

Proposicién 1.16. Sea f : M™ — N™ una aplicacion de clase C*. Si M es

compacta, entonces el conjunto de valores requlares de f es abierto y denso en N.

En la teoria de variedades diferenciables se establece un orden a la hora de cons-
truir un objeto, se considera primero el caso local, donde la variedad diferenciable
es como R" y las construcciones son relativamente sencillas, y luego se unen dichas
construcciones para obtener un objeto global. Una herramienta bastante util para
construir objetos globales a partir de otros definidos localmente, y de forma correcta,

es llamada particién de la unidad.

Definicién 1.28. Considere un cubrimiento enumerable por abiertos {U,} de una
variedad diferenciable M. Se dice que este cubrimiento es localmente finito si,
para todo p € M, existe un entorno (o vecindad) V' de p que sélo intersecta un

numero finito de elementos del cubrimiento.

Definicién 1.29. Sean X un espacio topoldgico y una aplicacién ¢ : X — R™. Se

llama el soporte de la aplicacién ¢ a la cerradura del conjunto {z € X : ¢(x) # 0}.

Definicién 1.30. Sean M una variedad diferenciable y {U,} un cubrimiento nu-
merable por abiertos de M. Una particiéon de unidad subordinada al cubrimiento
{U,} es una coleccién numerable {¢,} de funciones reales, no negativas y de clase

C> tales que:
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a) Para cada indice n, el soporte de ¢, estd contenido en U,, en este caso el

soporte de los ¢, es el cierre del conjunto {p € M : p,(p) >0}, y

b) >, ¢n(p) =1, para todo p € M.

Proposicién 1.17. Sea M una variedad diferenciable. Dado un cubrimiento nume-
rable y localmente finito de M, existe una particion de unidad subordinada a este

cubrimiento.

Corolario 1.3. Sea M una variedad diferenciable y K C M cerrado. Entonces

existe una aplicacion f: M — R de clase C™ tal que f~1(0) = K

Corolario 1.4. Sea f : M — R® una aplicacion de clase C", donde M C R* es una

variedad diferenciable. Entonces existe una aplicacion de clase C” f : RF — R* tal

que f = flr.

Se denota con B(r) = {u € R™ | ||u|]| < r} la bola abierta de centro en 0 € R™

y radio 7.

Proposiciéon 1.18. Sea M™ wuna variedad diferenciable de clase C". Dados un
punto p € M y un abierto A C M con p € A, existen siempre un abierto U, con

pe U C A, yun sistema de coordenadas x : U — R™ tal que x(U) = B(3).

Demostracion. Tome una carta local cualesquiera y : W — y(W) en torno de p y
suponga, por traslacién, que y(p) = 0; esto pues se puede considerar inicialmente
una carta local z alrededor de p tal que z(p) = ¢ y componerla con la traslacién T" de
tal modo que se tenga y = T'(z(p)) = 0. Existe asi, un r > 0 tal que y~'(B(r)) C A.
Como y : W — y(W) C R™ es un homeomorfismo se tiene que U = y~'(B(r)) es
un abierto de M, ahora tomemos x = h oy donde h : R™ — R™ es la homotecia
h(v) = 3v/r. Por tanto es posible hallar una carta local (z,U) alrededor de p tal
que z(U) = B(3). O

Cuando se tenga una carta local como en la proposicién anterior, se usaran U,

V', W para denotar los conjuntos U = z7*(B(3)), V =27 (B(2)) y W = 2~ }(B(1)).

Proposicion 1.19. Sea M™ una variedad diferenciable compacta. Entonces existe

un cubrimiento finito por abiertos de M formado por dominios de cartas locales
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z; : U — R™ tales que x;(U;) = B(3) para todo i. Ademds, si V; = x; '(B(2)) y
W = z;*(B(1)), entonces los W también forman un cubrimiento finito por abiertos

de M.

Se definird a continuacién el fibrado tangente de una variedad diferenciable
M™ C RF, donde a cada punto de la variedad le asociamos el espacio tangente

de la variedad en ese punto.

Definicién 1.31. Sea M™ C R* una variedad diferenciable. Se llama fibrado tan-

gente de la variedad M al conjunto TM = {(p,v) E R* xR* |pe M y v € T,M}.

En otras palabras, el fibrado tangente de una variedad es la unién de todos
los espacios tangentes en cada punto de la variedad, esto es, si M es una variedad
diferenciable con p € M y T,,M el espacio tangente en el punto p, entonces el fibrado
tangente es,

T™ = | J T,M.

peEM
Considerando T'M con la topologia inducida de R* x R¥, se tiene que la proyeccién

natural 7 : TM — M dada por 7(p,v) = p es continua.

Proposicién 1.20. Sea M™ C R* una variedad diferenciable. El fibrado tangente

TM es una variedad diferenciable de dimension 2m y m es de clase C*°, en el sentido

de las variedades (Figura 1.4).

Demostracion. Sea x : U — R™ una carta local en M. Al ser 7 continua y U un
abierto en M, se obtiene que 7~ (U) es una abierto en T'M. Defina la aplicacién
Tx:7m Y U) = R™ x R™ por Tz(p,v) = (z(p), dz(p)v).

Se demostrard que (T'z,7*(U)) es una carta local de TM. En efecto:

- Tx:7 Y U) = Tx(x 1 (U)) C R™xR™ es biyectiva, pues x : U — z(U) C R™
es un homeomorfismo y dz(p) : T,M — R™ es un isomorfismo (observacién

1.6.).

- Tz es continua en 71 (U) C TM, pues es composicién del homeomorfismo x

y la transformacién lineal continua dz(p) : T,M — R™.
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- Tx(rm ' (U)) C R™ x R™ es un conjunto abierto, pues se tiene claramente que

Tx(r Y U)) = 2(U) x dz(p)(T,M) = (U) x R™ es abierto en R™ x R™.

- (Tx)™' . z(U) x R™ — 7 Y(U) € TM es la inversa de la aplicacién Tx
y esta definida por (Tz) !(z,w) = (x7(2),dz~(2)w). Esta aplicacién es de
clase C*, pues 7! es de clase C* y dxr~!(z), una aplicacién lineal, es de clase

.

- (Tz)™! es una inmersién.

En efecto: La derivada de (Tx)™! en (z,w) € R™ x R™ es dado por

d(Tz) N (z,w) = (dz™"(2),d(dz"") (2, w)).

! es una inmersién, luego dz~'(z) es un inyectiva para todo

Se sabe que x~
z € x(U) = Uy C R™. Note que, para cada (z,w) € R™ xR™, d(dx™1)(z, w) es
una aplicacién lineal. Atin més, al ser z un difeomorfismo (vea el Ejemplo 1.5-
2) se tiene que la aplicacién derivada dx=! : TUy = R™ x R™ — TM es un
difeomorfismo (vea el Corolario 1.5). Asi, d(dz™!)(z, w) es un isomorfismo.

Luego, de la discusién anterior, se tiene que d(Tx)~!(z,w) es inyectiva para

todo (z, w) € R™ x R™ y por tanto (Tz)™! es una inmersion.

De este modo, al tenerse que (T'z,7~1(U)) es una carta local de T'M, se infiere que
T'M es una variedad diferenciable de dimension 2m.
Observe que la expresion de 7 en relacién a las cartas locales (Tz, 7~ '(U)) y

es Ty =xomo (Tz) ™t :z(U) x R™ — x(U) C M y es tal que,
e, (2, W) =x 0moO (T:E)_l(z, w)==zxo0 W(x_l(z), dx_l(z)w) = ;E(a:_l(z)) =z,

es decir, mry .(2,w) = z. Por tanto mr,, , es simplemente la proyeccién natural de

R™ x R™ en el primer factor; luego m es de clase C'™°. O]

Ejemplo 1.8. Recuerde que un vector v € R3 es tangente a la esfera S* = {u €

R? : |lu||* = 1} en el punto p si (p,v) = 0. El fibrado tangente a la esfera se observa
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TM

p

Figura 1.4: Fibrado tangente y la proyeccién

como una subvariedad de RS,
TS? = {(u,v) e R3x R*=R®: ||ul|> =1, (u,v) = 0}.

TS? = f71(0), donde f(u,v) = (|Jul|* =1, (u,v)) y 0 es un valor regular de f.

Proposicién 1.21. Suponga que M™ y N™ son wariedades diferenciables y

f:M — N es una aplicacién de clase C™'. Entonces df : TM — TN definido por
Af(p,v) = (f(p), df (p) v) es de clase C".

Se vera ahora, de manera concisa, el concepto abstracto de variedades diferen-
ciables (Brickell y Clark, 1970; Lages Lima, 2011a y Lages Lima, 2011b ). En gene-
ral, la teoria abstracta de variedades diferenciables se desarrolla sobre un conjunto
cualquiera M, el cual no necesita tener ninguna estructura topoldgica; pero para
propositos de la tesis, el conjunto M sera un espacio topologico de Hausdorff con

base numerable (separable).

Definicién 1.32. Una carta local en M es un par (z,U), donde U C M es un
abiertoy x : U — z(U) C R™ es un homeomorfismo de U en el abierto z(U) de R™.

En este caso se dice que U es una vecindad parametrizada en M.

Definicién 1.33. Un atlas de dimensién m sobre un espacio topolégico de Haus-

dorff M es una coleccion A de cartas locales = : U — R™ en M, cuyos dominios U
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cubren M.

Un espacio topoldgico en el cual existe un un atlas de dimensiéon m es llamada
una variedad topolégica de dimensién m. Es decir, cada punto de M tiene una
vecindad homeomorfa a un abierto de R™.

Si (x,U) y (y,V) son cartas locales en M, con U NV # (), el cambio de coorde-

nadas ¢, =yoz ' :z(UNV)— y(UNV) es un homeomorfismo.

Definicién 1.34. Un atlas 2 sobre un espacio topoldgico de Hausdorft M se dice
diferenciable de clase C", r > 1, si todos los cambios de coordenadas ¢, con z,

y € 2 son aplicaciones de clase C".

Sea 2 un atlas diferenciable de dimensiéon m y clase C" en un espacio topologico
de Hausdorff M. Se dice que un sistema de coordenadas z : W — R” es admisible
relativamente al atlas 2 si, para todo sistema de coordenadas locales x : U — R™,
perteneciente a 2, con U N W, los cambios de coordenadas ¢,, y ., son de clase

C". Dicho de otro modo, 2N {z} es atin un atlas de clase C" en M.

Definicién 1.35. Un atlas 2, de dimensién m y clase C", sobre M es llamado
un atlas maximo si, este contiene todos las cartas locales que son admisibles en

relacién a 2.

Definicién 1.36. Una variedad diferenciable de dimensién m y clase C" es un
par (M,2l) donde M es un espacio topolégico de Hausdorff, con base numerable, y

2 es un atlas maximo de dimensién m y clase C" sobre M.

La exigencia de que el atlas 2 sea una atlas maximal no es esencial, pues cualquier
atlas de clase C" en M puede ser ampliado, de manera tunica, hasta llegar a ser un
atlas maximo de clase C". Esto se logra anadiendo al atlas 2, todas las cartas locales
que son admisibles.

Por lo anterior, el par (M,2() es una variedad diferenciable de dimensién m y
clase C" si, M es un espacio topologico de Hausdorff y 2 es un atlas diferenciable
de dimensién m y clase C”. Siendo més explicitos, para tener que (M,2l) es una

variedad diferenciable de dimension m y clase C", se debe verificar que

i) M es un espacio topoldgico de Hausdorff,
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ii) A es una coleccién de homeomorfismos = : U — R™, de conjuntos abiertos

U C M sobre abiertos z(U) C R™,
iii) Los dominios U de los homeomorfismos = € 2 cubren M vy
iv) Los cambios de coordenada ¢,, son difeomorfismos de clase C".

Ejemplo 1.9. Sea M = M (nxm,R) el conjunto de las matrices de orden n xm con
coeficientes reales. Dote a M (n x m,R) con la topologia inducida por la biyeccién
x: M(n xm,R) — R*™ dada por x(a;;) = (@11, .-, Gim, s Anls -5 Gnm ). Es claro
que (z, M(n x m,R)) es una carta local en M(n x m,R), cuyo dominio cubre todo
el conjunto M (n x m,R). Es mas A = {(x, M(n x m,R))} es un atlas de dimensién
nm y de clase C*. Por tanto, (M,2() es una variedad diferenciable de dimensién

nm 'y de clase C*.

Usando cartas locales es posible definir la diferenciabilidad de aplicaciones entre
variedades diferenciables, de manera analoga a la hecha anteriormente.

De este modo, se dice que una curva « : (—,e) — M en M es diferenciable
si, zoa : (—e,6) = R™ es diferenciable, donde (z,U) es una carta local tal que
a(—e,e) C U. El vector tangente a a en p = «(0) se define como el conjunto
de todos las curvas diferenciables 8 : (—e,e) — M tales que se tenga £5(0) = p
y d(z o $)(0) = d(x o a)(0). Como se vio en la definicién anterior, la definicién
de vector tangente no depende de la eleccién de la carta local (z,U). El espacio
tangente a M en el punto p, T,M, es el conjunto de los vectores tangentes a las
curvas diferenciables pasando por p. De la misma manera se obtiene que T, M posee
una estructura de espacio vectorial de dimensién m.

Si f: M — N es una aplicacién diferenciable entre variedades con f(p) = ¢,
se define df(p) : T,M — T,N como la aplicaciéon que asocia al vector tangente a
la curva a : (—e,e) — M, en el punto p, el vector tangente a la curva dada por
foa:(—e,e) — N en el punto q. Esta definicién es independiente de la eleccion de
las curvas diferenciables o y ademads df (p) es lineal.

Se dice que f: M — N es una inmersién si df (p) es inyectiva para todo p € M.
Un embebimiento es una inmersién inyectiva f : M — N que tenga una inversa con-

tinua f~': f(M) C N — M. Ademis si f : M — R* es un embebimiento de clase
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C*, entonces f(M) C R” es una subvariedad de R*, como se definié anteriormente.

Al juntar las derivadas de la aplicacion diferenciable f : M — N en todos los
puntos de M; se obtiene una aplicaciéon definida globalmente entre fibrados tan-
gentes, denominado aplicacion diferencial o aplicacién derivada, denotada por
df : TM — TN. La aplicacién derivada es solo la aplicacion cuya restriccion a cada
espacio tangente T, M C T'M es df (p). Los siguientes resultados son bastante cono-
cidos, para una demostracién vea la Proposicién 3.21 y el Corolario 3.22 en (Lee,

2013).

Proposicién 1.22. Si f : M — N es una aplicacion diferenciable entre variedades

diferenciables, entonces su deriwvada global df : TM — TN es diferenciable.

Corolario 1.5 (Propiedades de la aplicacién derivada). Suponga que f: M — N y

g: N — P con aplicaciones de clase C". Se tienen las siguientes propiedades:

a) d(go f) = dgodf,

c) st f es un difeomorfismo, entonces df : TM — TN es también un difeomor-

fismo, y (df)™" = d(f7).

Los teoremas siguientes se deben a las investigaciones hechas por Witney, donde
se relaciona el concepto de variedad abstracta con el de subvariedad de un espacio
euclidiano. No se daran las demostraciones por ser amplias y por estar fuera de
los objetivos de la tesis. Las demostraciones pueden ser encontradas dentro de la

bibliografia (Guillemin y Pollack, 2010; Lages Lima, 2011a y Lages Lima, 2011b ).

Teorema 1.11 (Whitney). Si M es una variedad diferenciable de dimension m,

entonces existe un embebimiento propio f : M — R*m™+L

Sea ahora, M una variedad diferenciable y S C M una subvariedad. Una vecin-
dad tubular de S es un par (V,7), donde V es una vecindad de Sen M y 7 :V — S

es una submersion de clase C'* tal que 7(p) = p parap € S.

Teorema 1.12. Toda subvariedad S C M posee una vecindad tubular.
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El teorema siguiente es también debido a Whitney, este nos asegura que toda
variedad de clase C", r > 1, puede ser considerada de manera natural como una

variedad de clase C°.

Teorema 1.13 (Whitney). Sea M una variedad de clase C", r > 1. Entonces existe
un embebimiento de clase C™, r > 1, f: M — R*™ ! tal que f(M) es una variedad

de clase C*® de R?*™+1,

1.3. Topologia en el espacio de aplicaciones de cla-
se C",r>1

En esta seccion se trataran algunos aspectos topoldgicos del espacio de las apli-
caciones de clase C", C"(M,R?), sobre variedades diferenciables. Se establecerd una
topologia en el espacio de aplicaciones C" de una variedad M en otra N. Cuando M
es compacta se vera que esta topologia es inducida por una norma completa. Para
esta seccién se sigue de cerca a Palis y de Melo (Palis y de Melo, 1978).

Se inicia recordando un poco del calculo diferencial en espacios de Banach. Los

teoremas de funcion implicita e inversa nos seran de mucha utilidad en el Capitulo 2

(vea el Apéndice A).

Definicién 1.37. Sea E un espacio vectorial real. Una norma en E es una aplica-
cién || ||: E — R tal que, para todo vector z,y € E y todo escalar a € R se cumplan

las siguientes propiedades:
(1) =l =0,
(2) ||z|| =0siy sélosix=0,
B3) ezl =lalllzll vy
@) Nz +yl < llzll + llyll
El espacio E junto a la norma definida en él es denominado espacio normado.

Definicién 1.38 (Bola abierta y cerrada). Sea (E, || ||) un espacio normado. Dado

un ro € E y un numero real positivo r, se define



1.3 Topologia en el espacio de aplicaciones de clase C", r > 1 40

(a) Bola abierta: B(xg,r) ={z € E |||z —yl| <r},
(b) Bola cerrada: B(zg,r) ={r € E ||z —y| <r},

Sea M una variedad compacta y considere el espacio de aplicaciones de clase C"
de M en R*; a saber C"(M,RR?®). Defina en este espacio las operaciones siguientes:
(f+9)p) = flp) +9(p) v (Af)p) = Af(p) para f,g € C"(M,R*) y A € R. De
este modo el espacio C"(M,R®) adquiere una estructura de espacio vectorial.

Ahora, gracias a las Proposiciones 1.18 y 1.19, tome un cubrimiento finito por
abiertos Vi, ..., V, para M tal que para cada i : 1,...,k se tenga V; C U;, donde los
(x;, U;) son cartas locales en M con z;(U;) = B(2) vy x;(V;) = B(1). Denote por
B(1) y B(2) a las bolas abiertas de radios 1 y 2 respectivamente, cuyos centros son
el origen de R™.

Ahora, dado una carta local (z,U) denote, para f € C"(M,R®), la aplicacién

fi=fox;': B(2) — R® Defina también, la siguiente norma

1£]l, = méx sup {||f (W], |[df @), ||d"F(w)]}
i ueB(1)
donde ||-|| denota una norma cualquiera en R* por ejemplo la norma del supremo,

méximo, euclidiana, etc. Asf definida, |||, es una norma en C"(M,RR*) de modo que

(C™(M,R*), ||l ) es un espacio normado.

Proposicién 1.23. C"(M,R®) es un espacio de Banach, es decir, un espacio com-

pleto en la métrica inducida por la norma ||-||,..

Demostracién. Claramente || - ||, define una norma en C” (M, R?). Se demostrara que
esta norma es una norma completa, es decir, que toda sucesién de Cauchy es con-
vergente.

Sea f, : M — R® una sucesion de Cauchy en la norma | - ||, esto es, se tiene
que ||fn — fml| = 0 cuando n,m — 0. Fijado p € M se tiene que que cada una
de las sucesiones f,(p), df.(p),---, d) f,(p) son sucesiones de Cauchy en R?, y
por tanto al ser R® completo, son sucesiones convergentes. Defina f : M — R?® por
f(p) = lim, o fn(p). En particular, f!(u) — f'(u) parau € B(1)ei=1,--- k.
Ademds, para cada u € B(1), df?(u) es una sucesién de Cauchy en L£(R™, R?) y, por
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tanto, converge a una transformacién lineal T%(u) = lim, o df’(u). Se afirma que

la convergencia df’ — es uniforme. De hecho,

ldfy (w) = T ()| < lldf (u) — df (@) + lldf, (u) = T" ().

Dado € > 0, al ser df’ una sucesién de de Cauchy, existe ng tal que si n,n’ > ny,
entonces ||df:(u) — dft,(u)| < /2 para todo u € B(1). Por otro lado, para cada
u € B(1) existe n’ > ny, el cual puede depender de u, tal que ||df’, (u)—T"(u)|| < /2.
De este modo, para n > ng, se tiene ||df’(u) — T%(u)|| < € para todo v € B(1). Se
tiene, por la Proposicién 1.1, que f* es de clase C' y df* = T*. Procediendo de
manera similar, es posible mostrar por inducciéon que f es de calse C" y f, — f en

la norma || - ||, O

Es sencillo verificar que la topologfa inducida por la norma || ||, en C"(M,R?)
no depende del cubrimiento Vi, Vs, ..., Vi de M fijado inicialmente.

Ahora, se veran algunas propiedades importantes de C" (M, R®) con la topologia

cr.

Definicién 1.39. Un subconjunto M de un espacio topolégico X se llama residual
si, existe una familia numerable de abiertos densos en X, digamos (G,,)%2 , tal que
N.—, G C M. Un espacio topoldgico es de Baire si todo subconjunto residual es

denso.

Teorema 1.14 (Categoria de Baire). Si (X,d) es un espacio métrico completo,

entonces X es un espacio de Baire.
Proposicién 1.24. C"(M,R®) es un espacio de Baire.

Demostracion. Como C"(M,R*) es un espacio métrico completo, el resultado se

sigue de manera inmediata. O]

Proposicién 1.25. C"(M,R®) es un espacio separable, es decir, posee una base

numerable de abiertos.

Demostracion. Sea E = B(2) x R* x L(R™ R®) x --- x L7(R™ R?), recuerde que

L7 (R™ R*) denota el espacio de aplicaciones r-lineales simétricas de R™ en R®. El
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conjunto E es un abierto del espacio euclidiano
R™ x R* x L(R™ R®) x -+ x LI(R™,R?),

y por tanto E* es un abierto de una espacio euclidiano, luego posee una base numera-
ble de abiertos Ey, Es, - - - . Sean Ey, E2, - - - la coleccién de abiertos de E* constituida
por uniones finitas de los FE;.

Ahora, para cada f € C"(M,R*) y fi = fox;': B(2) C R™ — R® se define la
aplicacién j"f* : B(2) — E dada por j"f'(u) = (u, fi(u), df'(u), ...,d") f(u)) (esta
aplicacion es llamada Jet en inglés: dos aplicaciones f y ¢ estan préximas si sus
correspondientes jets 5" f y j"¢g estdn proximas, o de manera mas simple, cuando las
derivadas parciales correspondientes de f y g estdn préximas). Esta aplicacién es
continua en la topologia C", en efecto las funciones préximas tendran sus derivadas
hasta orden r préximas. Asf, Jr(f") = j" fz(m) es un subconjunto compacto de
E. Luego J"(f) = J"(f1) x --- x J"(f*) es un compacto de E*. Observe que dos
funciones f y g serdn préximas en la topologia C” si, y sélo si, J™(f) v J"(g) son
proximos.

Defina ahora, & = {g € C"(M,R?) | J'(g) C E;} para cada j. Es claro que cada
&; es abierto en C"(M,R?). Sea W una vecindad de f € C"(M,R?), entonces existe
una vecindad W de J7(f) en E* tal que si g € C"(M,R®) y J"(g) C W entonces
g € W. Como J"(f) es compacto, existe un cubrimiento finito de J"(f) por abiertos
E; contenidos en W. Sea E; la unién de estos Ej; es claro que J'(f) € E; C W. Por
tanto &; contiene f y estd contenido en W. Esto muestra que {&;,&,,- -} es una

base numerable de la topologia C”. m

A continuacién se mostrara que en la topologia C" toda aplicaciéon en C" (M, N)
puede ser aproximada por una de clase C'*°. Primeramente se vera que esto es posible
para compactos en espacios euclidianos. Luego usando la técnica de particiones de

la unidad se establece el resultado en variedades.

Lema 1.1. Sea f : U C R™ — R® una aplicacion de clase C", U abierto. Sea K C U
compacto. Dado € > 0, existe una aplicacion C* g : R™ — R® tal que ||f —g||, < ¢
en K.
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Demostracion. Considere una funcién auxiliar ¢ : R™ — R que vale 1 en K y 0
fuera de una vecindad de K en U. Tomando h = ¢ o f, se tiene que h = f en
K y h = 0 fuera de U. Como h es de clase C" entonces para todo u € K existe
§(u) > 0 tal que ||d7h(u+v) — dh(u)|] < € si ||v]| < d(u). Por la compacidad de K,
es posible encontrar 6 = min{d(u),u € K} > 0 tal que ||@h(u+v) — d’h(u)| <
si ||v]| < 0 para todo u € K, con j = 1,---,r. Sea p; : R™ — R una funcién
auxiliar tal que @s(v) = 0si ||v]] > d y [@s(v)dv = 1. Defina g : R™ — R® por
g(u) = [ps(v)h(u+v)dv = [ @s(z — u)h(z)dz. Derivando ambas expresiones de g

se obtiene

d g(u) = /gpg(v)djh(u+v)dv y d’g(u) = (—l)j/djap(;(z—u)h(z)dz.

De la segunda expresion es claro que las derivadas de todos los 6rdenes de g existen

y por tanto g € C'°. De la primera expresion se tiene que

[@g(u) =& f(w)]| = [ldg(u) = dh(u)|
= H/go(;(v)djh(u~l—v) —/go(;djh(u)dv

= | st @t o) = ni)

s&/%wWWMu+m—d%wmm

< /gpgsdv = g,

para todo u € K. Como h = f en K, la funcién ¢ asi definida es la deseada. n

Proposicién 1.26. El subconjunto de aplicaciones de clase C* es denso en C" (M, R?).

Demostracion. Sean (z;,U;), i = 1,--- k, cartas locales con z;(U;) = B(2) y
M = U;V;, donde V; = x; 1 (B(1)). Tome {p; : M — R} una particién de la unidad
subordinada al cubrimiento {V;}. Sean f € C"(M,R®) y € > 0. Por el lema anterior,
dado § > 0 existe §° : R™ — R® de clase C* tal que ||f* — §||, < 6 en B(1) donde
fi=foux; . Como las funciones ; son limitadas, al tomar 6 > 0 suficientemente

pequerio, se tiene que |[p; o f — ¢; 0 §' o x|, < e/k. Luego, g = Zle ;0§ ox; es
de clase C®y |f —gllo = | i piof —piogom| <e/k+---+e/k=e O
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Considere ahora una variedad compacta N C R*. Como N es un subconjunto
cerrado de R®, entonces C"(M,N) C C"(M,R?®) (por lo que es natural inducir
la topologia C" al espacio C"(M,N)); ain més es cerrado en C"(M,R®). Luego
C"(M,N) con la topologia inducida de C"(M,RR®), con la cual es completa, es un
espacio de Baire separable.

Si M y N fueran variedades abstractas, siendo M compacta. Es posible definir
una topologia de clase C" en C"(M, N). Para esto, basta embeber N es un espacio
euclidiano R® (Teorema 1.11). Adem4s la topologia asi definida es independiente del

embebimiento.
Proposiciéon 1.27. El subconjunto de aplicaciones de clase C™ es denso en C" (M, N).

Demostracion. Sea V' C R® una vecindad tubular de N, esto es, una vecindad abierta
en la cual es definida una submersién sobreyectiva 7 : V. C R® — N. Dada f €
C"(M,N), por la Proposicién 1.26 es posible aproximar f por una aplicacién de
clase O, g : M — R®. Luego mog : M — N es de clase C*°. Ahora, como la

aplicacion h — 7o h es continua, entonces 7w o g es proxima de f. O

Un difeomorfismo de clase C" sobre una variedad compacta M es una aplicacion
diferenciable f : M — M con inversa diferenciable de la misma clase. Denote este

conjunto por Dif"(M).

Proposicién 1.28. El conjunto Dif" (M) de difeomorfismos de clase C" en M es
abierto en C"(M, M). Ademds, es un espacio de Baire separable y el subconjunto de

difeomorfismos de clase C*> es denso en Dif"(M).

1.4. Transversalidad

En esta seccién se introduce uno de los conceptos mas importantes en topologia
diferencial, se trata de la transversalidad. Se enuncia, sin prueba (al no ser un ob-
jetivo de la Tesis), el Teorema de transversalidad de Thom; el cual afirma que la
transversalidad de funciones es una propiedad que no se pierde al hacer pequenas
perturbaciones y que esta presente en casi todas las funciones. En topologia di-

ferencial, la transversalidad se puede ver como una generalizacién del concepto de
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valor regular. Preguntas como: jen qué condiciones la imagen inversa de una funcién
f: M — N, f71(S), es una subvariedad diferenciable de M? fueron respondidas
como consecuencia de esta teoria. Més generalmente, que la imagen inversa de una
subvariedad es una subvariedad si la funcién es transversal a la subvariedad. Este
resultado permite construir subvariedades a partir de funciones. Para esta seccién
puede verse (Thom, 1954; Guillemin y Pollack, 2010).

Se vera también el significado que el Teorema de transversalidad de Thom guarda,
bajo ciertas condiciones, respecto al conjunto de aplicaciones transversales
f € C"(M,N) auna subvariedad cerrada S C N.

Sea asi, f: M™ — N™ una aplicacién de clase C" y S° C N una subvariedad de

clase C" (1 <r).

Definicién 1.40. Se dice que la aplicacién f : M™ — N™ es transversal a S en
el punto p € M si f(p) € S o df (p)(TyM) + TS = TN, es decir, si la imagen
de df (p) junto el espacio tangente a S en f(p) generan Ty, N. Se dice que f es

transversal a S si para todo p € M, f es transversal a .S en p.

Dada una subvariedad S* C N, el nimero (n — s) es llamado la codimension de S

en N.
Observacién 1.9.

1) Si la dimensién de la variedad M fuera menor que la codimensién de S, en-

tonces f es transversal a S siy sélo si f(M)N.S = (.

2) Si f es una submersién entonces f es transversal a S, cualquiera que sea la

subvariedad S C N.

Definicién 1.41. Sean S, Sy C N subvariedades de N. Se dice que S es transversal

a Sy si la aplicacién inclusién ¢ : S7 — N es transversal a Ss.

En el capitulo anterior se vio que toda subvariedad diferenciable es localmente la
imagen inversa de un valor regular. Esto quiere decir, que si ¢ € S C N, existen una
vecindad V; de ¢ en NV y un difeomorfismo ¢ : V,, — R* x R"7* de clase C" tal que
©(SNV,) = R¥x {0}, de donde SNV, = (m20¢) 1(0), siendo my : R* x R*~% — R"~*
la proyeccién natural. Sean f : M — Ny U, C M una vecindad de p con f(U,) C V,

siendo ¢ = f(p). Considere ahora la aplicacién m o p o f|U, : U, — R"*.
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Proposicion 1.29. Una aplicacion f: M — N es transversal a S C N en el punto
p € M siy sdlo si 0 es valor regular de la aplicacion my 0 po fU, : U, = R"™* para

alguna vecindad U,, como en el comentario anterior.

Corolario 1.6. Sean f € C*(M,N™) y S una subvariedad de clase C™ de N con
k,r > 1. Si f es transversal a S, entonces f~1(S) o es igual al vacio o es una

subvariedad de clase C* y codimension n — s, donde ¢ = min{k,r}.

Proposiciéon 1.30. Sean M una variedad compacta, N una variedad diferencia-
ble y S C N un subconjunto cerrado. Entonces el subconjunto de aplicaciones en

C™(M, N) transversales a S es abierto.

Demostracion. Sea f € @ = {f € C"(M,N) | f es transversal a S}. Se demos-
trard que existe una vecindad de ¥ de f tal que ¥ C . En efecto: Para cada
g € S tome una vecindad V, en N y un difeomorfismo ¢, : V, — R® x R"™* tal
que se tenga ¢, (S NV,) = R® x {0}, como en la discusién hecha arriba. Ahora para
cada p € f(q) considere una vecindad U, tal que f (Up) C V, v que la deriva-
da de my 0 ¢, o f sea sobreyectiva en todos los puntos de Up. Existe una vecindad
7,(f) € C"(M, N) tal que ocurre lo mismo para m, 0 ¢, 0 g en U, para todo g € %,.
Como f € C"(M,N), f es continua y al ser M compacta se tiene que f~1(S) es
compacta. ahora, tome un cubrimiento finito U,,,...,U, del compacto f~(9),
U=U_U, v Y(f)=N_, 7%, Esclaro que, si g € ¥, entonces g es transversal
a S en los puntos de U. Como M — U es compactoy f(M —U)NS = (), se tiene que,
disminuyendo ¥ si es necesario, g(M — U) NS = () para todo g € ¥. Luego, todo

g € V es transversal a S. Por tanto 7'(f) C @, lo que prueba la proposicion. n

A continuacién se enuncia, sin demostracion, el Teorema de Thom, aqui M y N
denotan variedades diferenciables.

Como se mencioné en la introduccion de esta seccién, el Teorema de transver-
salidad de Thom afirma que la transversalidad de funciones es una propiedad que
no se pierde al hacer pequenas perturbaciones y que esta presente en casi todas las
funciones. En topologia diferencial, la transversalidad se puede ver como una gene-

ralizacién del concepto de valor regular. Ademas, el teorema implica que la imagen
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inversa de una subvariedad es una subvariedad si la funcién es transversal a la sub-
variedad. Este resultado permite construir subvariedades a partir de funciones, vea

(Thom, 1954; Guillemin y Pollack, 2010).

Teorema 1.15 (El Teorema de Transversalidad de Thom). Sean M una va-
riedad compacta y S C N una subvariedad cerrada. El conjunto de las aplicaciones

f€C"(M,N) transversales a S es abierto y denso.

El Teorema 1.15 sera usada en la demostracién de la Proposiciéon 2.28, proposi-
cion que afirma la densidad del conjunto de campos vectoriales cuyas singularidades
son todas simples (vea la Definicién 2.19) dentro del conjunto de campos vectoriales

de clases C", r > 1.



Capitulo

Campos vectoriales y singularidades

hiperbolicas

En este capitulo se veran algunas propiedades importantes de los campos vecto-
riales sobre variedades diferenciables. Se recuerdan, por ejemplo, en la Seccion 2.1
la existencia y unicidad de curvas integrales para campos vectoriales, el Teorema
del Flujo Tubular (Teorema 2.4), se dan las definiciones de estabilidad local para
campos vectoriales y en el Corolario 2.4 se demuestra la estabilidad local en puntos
regulares. En la Seccién 2.2, se obtienen resultados genéricos para campos vectoria-
les lineales. Ademas, en la Seccién 2.3 se demuestran que el conjunto de los campos
vectoriales es un espacio de Baire Separable en C" (M, R?) y el teorema central de es-
te Capitulo, a saber, que el conjunto de campos vectoriales de clase C", r > 1, cuyas
singularidades son todas hiperbdlicas, es un conjunto genérico dentro del conjunto
de campos vectoriales de clase C” (Teorema 2.6).

Para este capitulo se sigue de cerca a Palis y de Melo, a Irwin, a Katok y Has-
selblatt, a M. Peixoto y a Johannesen (Palis y de Melo, 1978; Irwin, 2001; Katok y
Hasselblatt 1996; Peixoto, 1969 y Johannesen, 2017).

2.1. Campos vectoriales

En esta seccidén se inicia el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales

sobre variedades diferenciables. Se inicia definiendo el concepto de campo vectorial

48
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para luego ver su relacién con los flujos y sistemas dinamicos.

Para iniciar esta seccion, se recuerda un resultado bésico, pero importante, sobre
ecuaciones diferenciales sobre R™. Un campo vectorial de clase C", r > 1, en un
abierto U C R™ es una aplicacion de clase C" X : U — R™. Una curva integral
de X, por un punto p € U, es una aplicacién diferenciable o : I — U, donde I es
un intervalo abierto conteniendo el origen, tal que a(0) = p y /(t) = X(«(t)) para
todo t € I. Se dice que « es una solucién de la ecuacion diferencial dz/dt = X (t),

con condicién inicial X (0) = p.

Teorema 2.1 (Existencia). Sean X un campo vectorial de clase C", r > 1, en un

abierto U C R™, yp € U. Existe una curva integral de X, a : I — U, con a(0) = p.

Ahora, se da inicio a la teoria de campos vectoriales sobre variedades diferen-
ciales, los cuales son definidas de manera natural de modo que generalicen el caso

euclidiano.

Definicién 2.1. Sea M™ una variedad diferenciable. Un campo vectorial de clase
C", X, en M es una aplicacién de clase C" que asocia a cada punto p € M un vector

X(p) € T,M, tangente a M en el punto p.

La definicién anterior corresponde a una aplicacion de clase C” (en el sentido de
variedades) X : M — TM tal que mo X =idy; : M — M, donde 7 es la proyeccién
natural de T'M en M. Denote por X"(M) el conjunto de campos vectoriales de clase
C" en M.

Dado una campo vectorial X € X"(M). Es posible asociarle a este una ecuacién
diferencial auténoma de clase C", 1 < r < oo, sobre una variedad diferenciable

M, como una expresion del tipo

Y =X(y). (2.1)

Definicién 2.2. Sea X € X"(M). Una curva integral que pasa por un punto
p € M es una aplicacién a : I — M de clase ™!, definida en un intervalo I de la
recta conteniendo 0, tal que «(0) = py o/(t) = X(a(t)), para todo ¢t € I (llamada

también curva integral de X con condicién inicial p).
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Se dird asi, que « es una solucién para la ecuacién (2.1) con condicién inicial

y(0) = p. La imagen de una curva integral es llamada érbita o trayectoria.

Definicién 2.3 (pushforward (avance o impulso) del campo vectorial X por un
difeomorfismo f). Sea f: M — N un difeomorfismo de clase C"' y X € X"(M),
el pushforward del campo X por el difeomorfismo f, denotado por Y = f, X,
es definido por Y (q) = df (p) X(p) con g = f(p). El campo Y = f,X es un campo
vectorial de clase C" en N, esto pues f,.X =df o Xof': N +TN.Sia:I—- M
es una curva integral de X, entonces f o« : I — N es una curva integral de Y.
En particular, f lleva trayectorias de X en trayectorias de Y. De este modo, si
z:U — Uy C R™ es una carta local, Y = z,X es un campo de clase C" en U,. Se

dice que Y es la expresion de X en la carta local (z,U).

Definicién 2.4. Sea f : M — N una aplicacion diferenciable. Se dice que dos

campos vectoriales, X definida en M y Y en definida en N, son f-relacionados si

df o X =Y o f. Es decir, si Y(f(p)) = df (p) - X(p), para todo p € M.

El siguiente resultado establece que si dos campos vectoriales son f-relacionados
por un difeomorfismo, entonces las érbitas de X son llevadas en oOrbitas de Y y

viceversa. Vea la Proposicién 3.49 en (Johannesen, 2017) para una demostracién.

Proposiciéon 2.1. Sea f : M — N un difeomorfismo, y sean X yY campos vectoria-
les sobre M y N, respectivamente, los cuales son f-relacionados. Entoncesc: 1 — M
es una curva integral por X con condicion inicial q si, y solo si, f oc es una curva

integral para' Y con condicion inicial f(q).

Observacion 2.1. La expresién del campo vectorial X en la carta local (z,U), a
saber, el campo Y (q) = dx(p)- X (p), definido en la Definicién 2.3, esta z-relacionada
al campo X. Asi, se reduce el problema, inicialmente sobre variedades diferencia-
bles, a una situacion euclidiana, donde la teoria cualitativa de campos vectoriales es

bastante conocida.

Demostracion. En efecto, sea x : U — Uy C R™ una carta local alrededor del punto
p€Uconzx(p)=qyY =ux,.X laexpresion de X en esta carta, el cual es un campo

de clase C" en Uy. Note que Y = 2, X =droXoz ! : Uy C R™ — R™ x R™ es
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definido por Y (q) = dz(p) - X(p), luego X y Y son z-relacionados. Asi, el resultado
se sigue de la Proposicién 2.1. Observe ademas, que el campo Y tiene la forma
Y :R™ — R™ xR™ en el lenguaje de variedades, siendo simplemente Y : R™ — R™

para el lenguaje usual en espacios euclidianos. O]

Con estas consideraciones, los teoremas locales conocidos sobre existencia, uni-
cidad y diferenciabilidad de soluciones se extienden a campos vectoriales sobre va-

riedades. Esto se traduce en la proposicion siguiente.

Proposicién 2.2 (Existencia). Sean E un espacio de Banach y F : E x M — TM
una aplicacion C”, r > 1, tal que 7(F(\,p)) = p, donde 71 : TM — M es la
proyeccion natural. Para todo \g € E ypy € M, existen vecindades W de A\g en E, V
de py en M, un numero real e > 0 y una funcion de clase C™ ¢ : (—g,e)xVxV — M
tales que ©(0,p,\) = p y (0/0t)p(t,p,\) = F(A\, o(t,p,\)) para todo t € (—¢,¢),
p eV yle W. Ademds, si o : (—e,e) — M es una curva integral del campo

F\=F(\,-) con a(0) = p, entonces a = @, = ¢(-,p, A).

Proposicién 2.3. Dado cualquier campo vectorial X € X" (M) y cualquier p € M,

existe un intervalo del origen J en R y una curva integral o : J — M tal que

a(0) = p.

Demostracion. El resultado es sélo la declaracién de existencia del Teorema 2.1

aplicada a la expresion local del campo vectorial X sobre cartas locales de M. [

Proposicién 2.4. Sean «: I — M y f:J — M curvas integrales de X € X"(M),
r > 1. Si a(ty) = B(to), para algin ty € I N J, entonces a(t) = [(t) en I N J.
Ademds, existe una curva integral v : I U J — M que coincide con o en Iy con

en J.

Usando resultados basicos de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, se
puede ver que para cada p € M existe una tunica curva integral o, : J, — M con
a,(0) = p maximalmente definida, esto es, que no se puede extender mds alla del
intervalo J,. El intervalo J, es denominado el intervalo maximal y la curva o, es
denominada curva integral maximal (solucién maximal). El resultado se resume

en la siguiente proposicion.
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Proposicién 2.5 (Curva integral maximal). Sea X € X"(M), r > 1. Entonces, para

cada p € M existe una unica curva integral mazimal o, = J, — M con o,(0) = p.

Demostracion. Se tiene, por la Proposicién 2.3, que existe una curva integral ini-
ciando en el punto p € M. Suponga que v,7 : J — M son dos curvas integrales
de X definidas sobre el mismo intervalo abierto J tal que v(ty) = 7(to) para algin
to € J. Sea S = {t € J | y(t) = (t)}. Claramente, S # ), ya que t; € S por
hipétesis, y S es un conjunto cerrado en J por continuidad. Por otro lado, suponga
t; € S. Entonces, en una vecindad coordenada alrededor del punto p = ~(t1), se
tiene que v y 4 son ambas soluciones de la misma ecuacion diferencial con la misma
condicién inicial y(t;) = (t;) = p. Por la unicidad de la Proposicién 2.2, v = ¥
sobre un intervalo conteniendo ¢, lo cual implica que & es abierto en J. Asi, § es
un conjunto abierto y cerrado en J. Desde que J es conexo, S = J, lo cual implica
que v = 7 sobre todo J. Asi, dos curvas integrales cualesquiera que coinciden en un
punto coinciden sobre su dominio comun.

Sea p € M. Sea J, la unién de todos los intervalos abiertos J C R conteniendo
0 sobre el cual una curva integral iniciando en p es definida. Ahora, defina la curva
o, J, = M por o,(t) = a(t), donde « es cualquier curva integral iniciando en p
(esto significa, «(0) = p) y definida sobre un intervalo abierto conteniendo 0 y t.
Desde que todas estas curvas integrales coinciden en ¢, por un argumento similar al
usado anteriormente, «,, esta bien definida, y es obviamente la tnica curva integral

maximal iniciando en p. O

Definicién 2.5. Un flujo local sobre una variedad M es una aplicacién continua

p: Q2 CRx M — M que satisface las siguientes propiedades:

1) © es abierto en R x M; ademads, para cada x € M el conjunto de nimeros
t para los que ¢(t,p) esta definido es un intervalo abierto maximal I, que

contiene al 0,
2) ¢(0,p) =pparatodope M vy

3) Si p(t,x) =y entonces I, = {s —t : s € I,}. Ademds, se tiene la igualdad
o(r,y) = o(r,p(t,x)) = @(r + t,x) para todo r € I,
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Cuando se tiene que 2 = R x M, se dice que la aplicacion ¢, es un flujo global
(flujo integral o sistema dinamico continuo). Ademas, si la aplicacién ¢ es de

clase C", se dice que ¢ es un flujo local (flujo global) de clase C".

A la variedad M se le suele llamar espacio de fases.

Dado un flujo local ¢ : I x M — M, se definen las aplicaciones parciales siguientes:

- Dado un t € [ fijo, se define la aplicacién parcial ¢, : M — M por la ley
©vi(p) = ¢(t,p). Esta aplicacién nos proporciona la posicién de cada punto de

M en el instante t. Por esta razén, a ¢; se le denomina el estado ¢ del flujo .

- Anélogamente, dado un p € M fijo, se define la aplicacién parcial ¢, : I — M
por p,(t) = ¢(t,p). Esta aplicacién no es mas que una curva integral de X
que sale de p y, por tanto, describe la trayectoria del punto p a lo largo del

tiempo t.
Note que si ¢ es de clase C", lo son también ¢; y ¢,

Proposicién 2.6. Para todo t € I, ¢; es un homeomorfismo. Si ¢ es de clase C",

entonces p; es un difemorfismo de clase C.

Sea X un campo vectorial definida sobre M. Para cada p € M denote por
a, : I(p) — M la curva integral maxima por X con punto inicial p (es decir,

a(0) = p). El conjunto

2(X)=A{(t,p) eRx M |tellp)} CRxM

es llamado el dominio del flujo por X, y el flujo (maximal) por X es la aplicacién
¢ P(X) — M definido por ¢(t,p) = a,(t) parap e M y t € I(p).

Los resultados siguientes pueden ser encontrados en (Johannesen, 2017).

Teorema 2.2. Sea X un campo vectorial sobre M. Entonces Z(X) es un subcon-
gunto abierto de R x M conteniendo {0} x M, y el flujo ¢ : 2(X) — M para X es

diferenciable.
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Proposicién 2.7. Sea X un campo vectorial sobre M, y sea ¢ su flujo. Si p es un

punto en M yt € I(p), entonces I(p(t,p)) =1(p) —t y se tiene que

o(s,0(t,p) = @(s +t,p)

para todo s € I(p) —t.

Definicién 2.6. Sea X un campo vectorial definida sobre M con flujo maximal

0:P(X)— M,sit eR, defina
Z(X) =A{p € M|(t,p) € Z(X)}

y ¢ : Z(X) — M la aplicacion definida por ¢:(p) = (t, p).
Proposicion 2.8. Para cada s,t € R se tiene que

1) 2:(X) es abierto en M,

2) sip € Z(X) yu(p) € Z5(X), entonces p € Ds11(X) y s (1(p)) = @s14(p).
En particular el dominio de ps o ¢y estd contenido en Ps(X), y es igual a

Ds1(X) si s yt tienen el mismo signo.

3) v (24(X)) = Z_(X), y ¢ es un difeomorfismo sobre su imagen con inversa

P—t-

Definicién 2.7. Un campo vectorial X es llamado completo si Z(X) =R x M,
donde Z(X) es el dominio del flujo para X, definido arriba. Esto significa que la
curva integral maxima «, por X, con punto inicial p, es definida sobre R para cada

pe M.

Corolario 2.1. Sea X un campo vectorial definida sobre M. Si M es compacto,

entonces el campo vectorial X es completo.

Sea ¢ : I x M — M una aplicacién tal que ¢, : M — M es un homeomorfismo
para todo t € I. Dado p € M y t € I, sea q = (¢;) '(p). Entonces se tiene
que ¢,(t) = ¢(t,q) = p. Suponga ahora que la aplicacién ¢, es diferenciable en t.

Entonces el vector velocidad ¢/ (t) € T,M es llamado el vector velocidad de ¢
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en el punto x y el tiempo ¢. Si ¢ fuera un flujo global sobre M, entonces su
vector velocidad en p es el mismo para todo t. Asi, en este caso ¢ genera un campo
vectorial X, llamado el campo vectorial de velocidad de ¢, donde X (p) es el
vector velocidad de ¢ en p y en el tiempo t. Desde que (0, p) = p, la férmula simple
para X es

_O¢

X(p) = X(2(0,p)) = ¢,(0) = 5-(0, p).

El siguiente resultado resume la discusién anterior.

Proposicién 2.9. Sea ¢ un flujo global de clase C", r > 1, sobre M. Entonces el
vector velocidad de ¢ en cualquier punto es independiente del tiempo. Asi, @ tiene

asociado un campo vectorial de velocidades de clase C™' que esta bien definido.

Si ¢ es un flujo global sobre M y X es el campo vectorial de velocidades de ¢,
entonces la orbita de ¢ por p € M es la imagen de una curva integral o, : R — M de
X en p, a,(t) = ¢(t,p). Ademds, el campo vectorial de velocidades X es completo.

El siguiente Teorema establece la existencia y unicidad de flujos maximales (esto

es, un flujo que no admite una extension a un flujo de dominio mayor).

Teorema 2.3 (Teorema fundamental sobre flujos (Lee, 2013)). Sea X € X*(M).
Eziste un inico flujo maximal ¢ : 2(X) C R x M — M cuyo campo vectorial de

velocidades es X . FEste flujo cumple con las siguientes propiedades:

a) Para cada p € M, la curva oy, = @, : I(p) — M es la unica curva integral
mazimal de X con a,(0) = p, donde I(p) = {t € R | (t,p) € Z(X)} es un

intervalo abierto que contiene 0;
b) Si s € I(p), entonces 1(p(s,p)) es el intervalo I(p) —s={t—s |t € l(p)};

¢) Para cadat € R, el conjunto Zy(X) es abierto en M, y o : Z(X) — D_+(X)

es un difeomorfismo con inversa o_y.

Definicién 2.8. Si X € X"(M) es un campo vectorial completo sobre M. Se define
el flujo global, asociado a este campo, como la aplicacion ¢ : R x M — M de clase
C™ dado por ¢(t,p) = a,(t) = ¢i(p), donde , es la curva integral del campo X
que pasa por p, v ¢; es el difeomorfismo correspondiente a t € R. Algunas veces,

este flujo se denotard también por X;(p) = ¢(t, p).
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Inversamente, si X es un campo vectorial dado sobre M, se llamara a cualquier
flujo global ¢ sobre M un flujo integral de X si X es el campo vectorial de

velocidades de ¢, y se dird que X es integrable si tal flujo existe.

Proposicién 2.10. Sea M una variedad compacta y X € X"(M). Existe en M un
flugo global de clase C" para X. Es decir, existe una aplicacion ¢ : R x M — M tal

que p(0,p) =p y (9/0t) p(t,p) = X(p(t,p)).

Corolario 2.2. Sean X € X"(M) y ¢ : Rx M — M el flujo de X. Para cada
t € R, la aplicacion ¢, : M — M, @i(p) = ¢(t,p), es un difeomorfismo de clase C".
Ademds, po = identidad y ;s = @i 0 s para todo t,s € R.

Ademas, si M es una variedad compacta, entonces cada campo vectorial en M
es completa. Por lo cual, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de
todos los flujos globales (o sistemas dindmicos continuos) de clase C" en M y el
conjunto X"~'(M). Por tanto, en adelante, dard lo mismo trabajar con sistemas
dindmicos (flujos globales) o con campos vectoriales sobre una variedad compacta.

El siguiente resultado establece que si dos campos vectoriales son f-relacionados
por un difeomorfismo, entonces los flujos asociados son bien comportadas. Vea la

Proposicién 3.49 en (Johannesen, 2017) para una demostracién.

Proposicién 2.11. Sea f : M — N un difeomorfismo, y sean X y Y campos
vectoriales sobre M y N, respectivamente, los cuales son f-relacionados. Si
v D(X) — M is el flujo por X, entonces el flujo porY es dado por : 2(Y) — N
donde

2(Y) = (idx [)(2(X)) and B=foyo (idx ),

Yy se tiene que
2(Y) = f(2(X)) and Py =foyo f_l
para t € R.

Ahora, considere un campo X € X"(M) y ¢, t € R, el flujo de X. Seria adecuado

redefinir una drbita (trayectoria) en términos de flujos.

Definicién 2.9. La 6rbita (o trayectoria) de X € X" (M) por p € M es el conjunto
o(p) = {pp(t) : t € R}.
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Definicién 2.10. Un punto p € M se llama una singularidad del campo X € X"(M)
(o un punto singular de X € X"(M)) cuando X (p) = 0. Los puntos ¢ € M para los

cuales X (q) # 0 son llamados puntos regulares del campo vectorial X.

Si p € M es una singularidad del campo X € X"(M), X(p) = 0, entonces la
érbita de p, o(p) = {p:(p) : t € R}, se reduce a p, es decir, ¢;(p) = p para todo
teR.

Considere ahora, el espacio X"(M) de los campos vectoriales de clase C” en una
variedad compacta M y suponga que M C R®. De esto, se obtiene que X"(M) es un
subespacio cerrado de C"(M,R®). Luego, X"(M) es un espacio de Baire separable
(la proposicién siguiente resume lo anterior, para una demostracién ver a Palis y de

Melo (Palis y de Melo, 1978), en la demostracion es usada la Proposicién 1.28).

Proposicién 2.12. X"(M) es un espacio de Baire separable y el conjunto de campos

vectoriales de clase C* es denso en X" (M).

Se define ahora, la equivalencia topoldgica, conjugacién y la estabilidad local

para campos vectoriales.

Definicién 2.11. Sea X,Y € X"(M). Se dice que X y Y son topolégicamente
equivalentes, si existe un homeomorfismo h : M — M que lleva érbitas de X en
orbitas de Y preservando la orientacion de las érbitas, es decir, dadosp € My o > 0
existe ¢ > 0 tal que para cada 0 < t < 9, se tiene h o X;(p) = Y; o h(p) para algin

0<t<e.

La definicién anterior establece una relacion de equivalencia en X" (M). Una relacién

mas fuerte que la anterior es la conjugacién entre flujos de campos de vectores.

Definicién 2.12. Dos campos X,Y € X"(M) son conjugados si existe una equi-
valencia topolégica h que preserva el parametro ¢, es decir, h o X;(p) = Y; o h(p)

paratodope Myt e R.

Las definiciones anteriores son referidas a aspectos globales. Se definen ahora,

los aspectos locales.

Definicién 2.13. Sean X,Y € X" (M) y p,q € M. Se dice que X y Y son topolégi-

camente equivalentes en p y q respectivamente, si existen vecindades V,, y W,
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en M y un homeomorfismo h : V,, — W, que lleva 6rbitas de X en o6rbitas de Y,

preservando la orientacién de las orbitas y h(p) = gq.

Definicién 2.14. Sean X € X" (M) y p € M. Se dice que X es localmente estable
en p si existen vecindades A (X) de X en X"(M) y U(p) C M tales que, para cada
Y € A/(X), X en p es topoldgicamente equivalente a Y en ¢, para algin g € U(p).

El teorema siguiente describe el comportamiento local de las érbitas en la ve-

cindad de un punto regular. La demostracion puede ser hallada en Palis y de Melo

(Palis y de Melo, 1978).

Teorema 2.4 (Flujo tubular). Sea X € X"(M) y p € M un punto reqular de X.
Sean C' = {(z1, -+ ,xm) € R™ | |z5| < 1,i = 1,--- ;m} y X¢ un campo en C
definido por Xc(p) = (1,0,---,0). Entonces existe un difeomorfismo de clase C",
h :V, = C, donde V, es una vecindad de p en M, llevando trayectorias de X en

trayectorias de X¢.

Demostracion. Sea x : U — Uy C R™ una carta local alrededor del punto p con
x(p) = 0. Sea z,X el campo vectorial de clase C" inducido por X sobre Uj. Como
X (p) # 0, se tiene que x, X (0) # 0. Sea ¢ : [—7, 7| x Vo — Uj el flujo local de 2, X
y sea H = {w e R™| (w,z,X(0)) =0}, que es un subespacio isomorfo a R™ !,
Sea ¢ : [—7,7] X S — Uy la restricciéon de ¢ to [—7,7] x S donde S = H N V.
Ahora, tome una base {ey, es,...,¢e,} de R x H =~ R™, donde ¢; = (1,0,...,0) and

€, ...,em € {0} x H. Se sigue de esto que

di(0,0)e; = 2, X (0) (por la definicién de flujo local)
dz/J(0,0)ej:ej, j:2,...,m,

una vez que ¥ (0,y) = y para todo y € S.

Asi, d(0,0) : R x H — R™ es un isomorfismo. Por el Teorema de la funcién
inversa, ¢ es un difeomorfismo de una vecindad de (0,0) en [—7,7] X S sobre una
vecindad de 0 en R™. Por tanto, si € > 0 es lo suficientemente pequeno, entonces
C. ={(t,x) e Rx H | |t| <eylz|] < e} yv:C. — Uy es la restriccién de
¥ a C., entonces 1 es un difeomorfismo C” sobre su imagen que es un abierto de

Uy. Ademsds de eso, 1; lleva orbitas del campo paralelo X en C. en oOrbitas de
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x,X. Considere ahora, el difeomorfismo C*, f : C — C., f(y) = ey, y defina
h'=xz1o¢of:C— M. Entonces, h:z 'o1)(C.) — C es un difeomorfismo de

clase C" que satisface las condiciones del teorema. O

Observacién 2.2. El difeomorfismo A~! : C. — M definido por h™t = 27,
existente en el Teorema 2.4, lleva érbitas del campo unitario paralelo X, en orbitas

del campo X preservando el parametro t.

El teorema anterior implica que cualquier campo vectorial en X" (M) es local-

mente estable en puntos regulares. El resultado es enunciado a seguir.

Corolario 2.3. Si XY € X" (M) y p,q € M son puntos requlares de X y Y

respectivamente, entonces X es equivalente a'Y en p vy q.

Corolario 2.4 (Estabilidad local en puntos regulares). Si X € X" (M) yp € M es

un punto reqular de X, entonces X es localmente estable en p.

2.2. Campos vectoriales lineales

En esta seccion se lidiara con campos vectoriales lineales. Estos seran de mucha
utilidad para definir los puntos (fijos y singulares) hiperbélicos para campos vecto-
riales (no lineales) y difeomorfismos de clase C", r > 1, sobre variedades diferenciales
compactas.

Se inicia esta seccién recordando algunos resultados del dlgebra lineal. Denote
por L(R") el espacio de las aplicaciones lineales de R” en R™ dotado de la norma

del supremo (o norma uniforme), esto es,
IL]] = sup{[|Lv]| [ v € R", [jv]| = 1}

donde ||v||, con v € R™, es una norma cualquiera en R™. Asi definido, £(R"), es un
espacio de Banach.

Denote, también, por GL(R") el conjunto de todos los isomorfismos lineales
de R™ en R™. Mas adelante se obtendran resultados genéricos de campos lineales
hiperbdlicos e isomorfismos lineales hiperbélicos dentro de L(R"™) y GL(R™) respec-

tivamente.



2.2 Campos vectoriales lineales 60

Sea L € L(R") y k un entero positivo, denotemos por L* a la aplicacién Lo...o L.

Es sencillo ver que ||L*|| < ||L||". Considere la sucesién de aplicaciones lineales

E, =Y, L¥/k!, donde L es la aplicacién identidad.
Lema 2.1. La sucesion {E,,} es convergente.

Demostracion. La sucesién de nimeros reales S, =Y ., HL’“H /k! es de Cauchy y

converge a el Ademss,

m~+m’ m~+m’
k
1B — Emll = || D LE/EY < D0 LI /K = |1Smime — Smll -
k=m+1 k=m+1

De esto se obtiene que {£,,} es un a sucesion de Cauchy. Por lo tanto, al ser L(R")

un espacio de Banach, se concluye que la sucesiéon {E,,} es convergente. O

Definicién 2.15. Dado una aplicacion lineal L € L(R™). Se define la exponencial

de L al elemento e’ € £(R™) dado por

b= "Lk
k=0

Lema 2.2. Sea o : R — L(R") definido por a(t) = e'l. Entonces o es diferenciable
y o/ (t) = Le't.

Demostracion. Sea au,(t) = I +tL+ (t2/2)) L2 +...4(t™/m!) L™, esta es diferenciable

y

m—1

't)=L +tLl*+.. + ——
a,,(t) + + +(m—1)!

mel = LCYm,1 (t) .

L

Como a,,_1(t) converge uniformemente para e'* se tiene que o/, (t) — Let*, unifor-

memente. Por lo tanto « es diferenciable y o/ (t) = Le'L. O

Sea L € L(R™) una aplicacién lineal. Visto de este modo, considérese L como un
campo vectorial lineal sobre R". La correspondiente ecuacién diferencial, asociada a

este campo, es

donde z € R"™.
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Proposicion 2.13. Sea L un campo lineal de R™. La aplicacion ¢ : R x R® — R”

definida por p(t,x) = efx es el flujo del campo L.

Demostracion. En efecto, al ser la aplicacion T : L(R") x R* — R", dado por
T(L,z) = Lx una aplicacién bilineal y la aplicacién o : R — L(R") dado por
a(t) = etl diferenciable, se obtiene por la regla de la cadena que ¢ = T o « es
diferenciable. Ademds, por el Lema 2.2 se tiene qued/dt p(t,z) = Lp(t, z). Como

(0, ) = x para todo x € R™, la proposicién estd demostrada. O

Considere ahora, al espacio vectorial C" de las n-uplas de niimeros complejos,
con la estructura de espacio vectorial usual. Un elemento de C" es escrito de la
forma u + iv con u,v € R". Si a + ib € C, entonces el producto es dado por
(a +ib)(u + iv) = (au — bv) + i(av + bu). Denote por L(C™) al espacio vectorial

complejo de las aplicaciones lineales de C™ en C" con la norma usual

IL]] = sup{|| Lo : v € C*, [lvf} = 1}

Si L € L(R™), se define el complexificado de L por la aplicacién L¢ : C* — C"
dado por L¢(u + iv) = L(u) + iL(v) (vea la Definicién B.4). La aplicacién L¢ es
C-lineal, es decir, L¢ € L(C"). Sea € : L(R") — L(C") la aplicacién que asocia a

cada operador L, real, su complexificado Lc.

Proposicién 2.14. La aplicacion € : L(R™) — L(C") cumple las siguientes pro-
piedades:

1. €(L+T)=%(L)+%(T), ¥(al)=a%(L),
2. €(LT) =€ (L)¢(T),
3. Cel)=eD y
4 D) = L]
para cualesquiera L, T € L(C") y a € R.

Teorema 2.5 (Forma Canédnica de Jordan Real). Sea L € L(R™) una aplicacion
lineal. Entonces existe una base de R™ en la cual la matriz asociada a L tiene la

forma
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A 0
. 4
By
O B,
donde,
by O
1N
A; = ) ] para =1, ..., r con N € R
O 1\
Y
Cj O
I ¢ a; B
_ J j
B, = C’j—< 3, aj)[-<0 1)007@0@,@6]1%
O I G

Las submatrices A4, ..., A, y By, ..., Bs son determinadas de manera tnica; salvo

el orden de ellas.

Corolario 2.5. Sea L € L(R"). Dado un ¢ > 0 existe una base de R" en la cual la

matriz asociada a L, como en el teorema anterior, tiene a los elementos I iquales a

e 0
ren-(50).

Lema 2.3. Si A, B € L(R") son tales que AB = BA, entonces e’*8 = e eB.

Demostracion. Sea Sy, (t) = I +tA+ ... + (t"/m!)A™. Al tenerse que AB = BA,
se obtiene A¥B = BAF y, por tanto, S,,(t)B = BS,,(t). Como S,,(t) — e se
infiere que e!4B = Be!4. Tome ahora x € R™ y considere las curvas o, 5 : R — R”
dados por a(t) = e+Bly v B(t) = eetPr. Por el Lema 2.2 y como se tiene
e B = Be'4 se infiere que la derivada o/ (t) = (A + B)e!A By = (A + B)a(t) y
B'(t) = Aete!By + e Be!Pr = AetdetBr + Belde!Pr = (A + B)AB(t). De este modo
se tiene que a y f son curvas integrales del campo lineal A+ B, las cuales satisfacen
las mismas condiciones iniciales a(0) = §(0) = z. Luego, por la Proposicién 2.5

(existencia y unicidad), se tiene que a(t) = [(t) para todo ¢ € R. En particular,
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A+B A

et By = eAeBr. Como la igualdad anterior se cumple para todo x € R™, se obtiene

que eATB = e4eB, O

Se define ahora el espectro de una aplicacion lineal relacionandolo con su com-

plexificado.

Definicién 2.16. Sea L € L(K), donde K es R o C. El espectro de L se define
como el conjunto sp(L) := {\ € K | (A — AI) no sea invertible}. Es decir, sp(L) es

el conjunto de autovalores de L.

De acuerdo a la definicién anterior, si L € L(R"™) considérese el espectro de L
como el espectro de su complexificado L¢ (ver Definicién B.4). Donde los autovalores
de L¢ coinciden con el conjunto de raices del polinomio caracteristico de L. Ademas,

la forma canodnica de L¢ es representada por

Ai
A O RS
: ,donde A; = ) ' )
O Ar O 1N

y los \; son autovalores de Lc.

Es claro que los autovalores de una matriz triangular son los elementos de la

diagonal con multiplicidad igual al niimero de veces que aparecen.

Proposicién 2.15. Sean L € L(R™) y A\ un autovalor de L¢, entonces € es un

autovalor de e de la misma multiplicidad.

Definicién 2.17. Un campo lineal L € L(R") es llamado hiperbdlico si ninguno
de sus autovalores tiene parte real nula. El nimero de autovalores de L con parte
real negativa es denominado el indice de L. Denote por J#(R") el conjunto de todos

campos lineales hiperbdlicos.

Observe que la tnica singularidad de un campo lineal hiperbélico es el origen.
El siguiente resultado es de mucha importancia, ya que se obtiene una descom-
posicion de subespacios en suma directa en R”, donde el comportamiento de L es

muy marcada.
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Proposicién 2.16. Sea L € L(R™) un campo lineal hiperbdlico, entonces existe una
descomposicion en suma directa R™ = E°* ® E*, donde E* y E* son subespacios
invariantes por L y por el flujo asociado a L tales que los autovalores de L® = L|E®

tienen parte real negativa y los autovalores de L* = L|E™ tienen parte real positiva.

Demostracion. En efecto: Tome una base {ej,...,e,} en R™ en la cual la matriz
asociada a L estd en la forma canoénica de Jordan. Ordenando de manera conveniente

los elementos de esta base, la matriz asociada a L tiene la siguiente forma:

Ay
.AS/ o
B
‘B,
Cy
'Cu/
® D,
"Dy
donde
Ai O
con \; < 0,
O Ai
M; O 5 -
v Qa; b _
B; = , con M; = (—5j aj)l_<01>

o" s

Q iy

con M; = (Oiél gi)I:(ég)

y o <0

M, O

( con A\, > 0,
o )
Sea E* el espacio generado por {ey,...,es} donde {ey,...,es} corresponden a los

subespacios invariantes asociados a Ay, ..., Ay, B, ..., Bg.. Sea ahora E" el subespa-

cio generado por e 1, ..., e,. Es facil ver que E* y E* son invariantes por L y que
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la matriz asociada de L?®, en la base eq, ..., e,, es

4 ®
. o
By
O " By
y la matriz asociada de L", en la base €41, ..., €,, €s
C ‘ O
. ‘.
D,
O " D
con lo que se concluye la demostracién.
m
Sea L € L(R™) un campo hiperbdlico lineal. Si se denota por L; al flujo de L
entonces L; = el y, al tenerse que L no posee autovalor con parte real nula, se tiene
por la Proposicion 2.15 que L; no posee autovalores en el circulo unitario complejo
St. Esto motiva la siguiente definicién, donde GL(R") denota al conjunto de todos

los isomorfismos lineales de R™ en R".

Definicién 2.18. Un isomorfismo lineal A € GL(R") es llamado hiperbdlico si la
parte real de los autovalores de A no intersecta al circulo unitario S* Cc C. En
particular, el difeomorfismo inducido en el tiempo 1 por el flujo de un campo lineal
hiperbdlico es un isomorfismo hiperbélico. Denote por H(R™) el conjunto de todos

los isomorfismos hiperbdlicos.

Proposicién 2.17. Sea A € GL(R"™) un isomorfismo hiperbdlico, entonces existe
una descomposicion en suma directa R™ = E*@® E"Y, tal que E° y E* son subespacios
invariantes por A y los autovalores de A®> = A|E® y A" = A|E"™ son los autovalores

de A de norma menor que 1 y mayor que 1 respectivamente.

La demostracion de la proposicion anterior es semejante a la demostracion de la
Proposicién 2.16.

Los resultados que se dan a continuacién son en su mayoria desarrollados en un
curso basico de sistemas dindmicos (por ejemplo en (Palis y de Melo, 1978)), por lo

que se omitiran algunas demostraciones.



2.2 Campos vectoriales lineales 66

Proposicién 2.18. Sea A € GL(R™) un isomorfismo hiperbdlico, entonces existe
una norma |- ||, en R™ tal que ||A%]], < 1 y |[(A*)7, < 1, esto es, A* es una

contraccion y A" es una expansion.

Proposiciéon 2.19. Sea L un campo lineal hiperbolico y R® = E* ® E* una des-
composicion como en la Proposicion 2.16, entonces Ly(z) converge para el origen si
x € E® yt— 400, y Ly(x) converge para el origen st x € E" yt — —o0.

Proposicién 2.20. Si A € L(R™) y A es un autovalor de Ac (Definicion B.4),

A

entonces e* es un autovalor de e* de la misma multiplicidad.

Proposicién 2.21. H(R") es abierto y denso en GL(R™).

Demostracion. i) Se demostrarda que H(R™) es abierto. Sea A € H(R™) cualquiera.
Para probar esto se debe demostrar que existe un § > 0 tal que la bola abierta
B(0,A) = {L € HR™) | |A— L|| < d} esté contenida en H(R"™). En efecto: sea
X e S1, es claro que A no es autovalor del complexificado A, luego det(fl —A)#0
donde I es la identidad de £(C). Al ser det : £(C) — C una aplicacién continua,
existen 6, > 0 y una vecindad V) de A en C tal que, si ||[B—A| < 0\ y
€ V), entonces det(B — ul) # 0. Considere ahora un cubrimiento por conjuntos
abiertos {Vy,A € S} de S! y sea V,,,..., V), un subcubrimiento finito. Tome
§ = min{dy,,...,0x }. Si B € B(4,A), es decir ||B— Al < 4§,y u € S* entonces
© € Vi, para algin j y por tanto det(B — ul) # 0. Luego, B € H(R™), como se
queria.

ii) Densidad. Se demostrard que GL(R") € H(R"), es decir, dado A € GL(R™) se
debe demostrar que A € m 0, lo que equivale a demostrar, que para cada ¢ > 0
se tenga B(e, A) N H(R™) # 0. Sean asi, A € GL(R") y A1,...,\, sus autovalores.
Es sencillo probar que, si i € R los autovalores de A 4+ ul son A\y + i, ..., A\, + p.
Sean M, ..., \;, los autovalores de A que no pertenecen a S' y considere los si-
guientes numeros: d; = min{|\|,..., | \|}; d2 = min{|1 — | N, ||,..., |1 — [N ||}
03 = min{|a|; « + i es autovalor de A con o + 32 =1y a # 0}.

Es claro que §; > 0, 0o > 0y d3 > 0. Si p = min{dy, s, 03} y A es autovalor
de A, entonces A + p ¢ S'y por tanto B = A + ul es hiperbdlico. Ahora, dado

e > 0 cualquiera, tome u < €y p < min{dy,dy, 03}, entonces B es hiperbdlico y
|B — Al = ||ul|| < e. Esto muestra que B(e, A) N H(R™) # 0. O
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Proposicién 2.22. J#(R"™) es abierto y denso en L(R™).

Demostracion. i) Abertura. Considere la aplicacién exponencial continua dada por
exp : L(R™) — GL(R"). Es posible mostrar que si A es un autovalor de A € L(R")
entonces e* es un autovalor de e? € GL(R") (Proposicién 2.20). De esto se tiene
que S (R") = exp !(H(R")) y por la Proposicién 2.21 se obtiene que J#(R™) es
abierto.

ii) Densidad. Considere A € L(R"™) y £ > 0. Sea
01 = min{|a| : donde A = a + i es autovalor de A con a # 0}.

Tome § = min{e, 6} y B = A+4d1. Es claro que B es hiperbdlicoy | B—A| <e. O

Lema 2.4. Sea L € 7 (R"™) de indice n. Eziste una norma ||.|| en R™ tal que, si

St = {v e R ||v|| = 1}, entonces L(x) es transversal a S™™1 para todo x € S"~1.

Proposicién 2.23. Si L y T son campos lineales de R™ de indice n, entonces existe

un homeomorfismo h : R™ — R" tal que h o L; =T, o h para todo t € R.

Proposicion 2.24. Si L y T son campos lineales hiperbolicos. Entonces L y T son

topolégicamente equivalentes si y solo si tienen el mismo indice.

Proposicién 2.25. Los autovalores de un operador L € L(R™) dependen continua-

mente de L.

Corolario 2.6. Si L € L(R") es un campo hiperbélico, entonces existe una vecindad

V C L(R"™) de L tal que todo t € V tiene el mismo indice que L.

2.3. Singularidades hiperbdlicas

En esta seccién se estudiaran las singularidades hiperbdlicas y las propiedades de
los campos vectoriales de clase C”, r > 1, respecto a estas. Se definird un subconjunto
¢ C X"(M) tal que todo X € ¥ tenga una estructura local de érbitas estables y
simples.

Se sabe que un campo vectorial X € X"(M) definido sobre una variedad diferen-

ciable M™ C RF tiene la forma siguiente X : M — R*, el cual asocia a cada p € M
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el vector X (p) € T,M, donde T,M C R" es un espacio vectorial de dimensién m. Si
nuestra variedad diferenciable M fuera abstracta tendriamos, debido al teorema de

Witney, que ésta es embebida en un espacio euclidiano.

Observacién 2.3. Aqui se vera cual es el aspecto y naturaleza de la derivada del
campo vectorial X € X"(M) en una singularidad p € M. Se tiene que el campo X :
M — RF es tal que X(q) € T,M para cada ¢ € M. Al derivar X en la singularidad
p se obtiene lo siguiente dX(p) : T,M — dX(p)(T,M) C RF. Se mostrard que
dX(p)(T,M) C T,M. En efecto: Sea w € dX(p)(1,M), entonces existe v € T,M
tal que dX (p)v = w. Ahora, como v € T,M existe una curva « : (—¢,e) — M tal
que a(0) = p y o/(0) = v. Componiendo X y «a se tiene X o v : (—¢,¢) — R* con
X(a(0)) = X(p) =0y (X o) (0) = dX(p)v = w. De esto, w tiene la siguiente

forma,

w = 1im X2 = (X)), (Xoa)t)
t—0 t t—0 t
_ o Xla®))
t—0 t ’

se observa que X (a(t)) € TowmyM y como T,y M es un espacio vectorial, es mas es
un conjunto cerrado, se tiene que M € TowM. Ademds, se observa que Tp, ) M
tiende a T, M cuando t — 0, por lo que lim;_,o M € T, M. De este modo w € T,M
y por tanto,

dX(p) : T,M — T,M.
Recuerde ademés que dX (p) es una aplicacién lineal.

Definicién 2.19. Un punto p € M es llamado una singularidad simple de un campo

X eX"(M) st dX(p):T,M — T,M no posee autovalor nulo.

Proposiciéon 2.26. Sea X € X"(M) yp € M una singularidad simple de X. Enton-
ces existen vecindades N (X) C X"(M), U, C M de X y p respectivamente y una
aplicacion continua o : N (X) — U, que asigna a cada campo Y € N (X) la dnica

singularidad de Y en Uy,. En particular, una singularidad simple es aislada.

Demostracion. Aqui se hard uso del Teorema A.1 (el Teorema de la funciones

implicitas en espacios de Banach). Al ser este un resultado local, es posible, usan-
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do una carta local, suponer que M = D™ C R™, p = 0 y , por tanto, X es
un campo vectorial en X"(D™), donde D™ = {z € R™;||z|| < 1}. Como D™ es
un espacio de Banach tenemos que X" = X"(D™) es un espacio de Banach. Sea
p : D™ x X" — R™ dada por ¢(x,Y) = Y(z), asi definida la funcién ¢ es de
clase C". Ademas, ¢(0,X) = 0y d1p(0,X) = dX(0) : R™ — R™ es un isomor-
fismo, por hipdtesis. Ahora, por el teorema de la funcién implicita en espacios de
Banach (Teorema A.1), existen vecindades U de 0, 4" de X y una tnica aplicacién
o: N (X)— U de clase C" tal que ¢(c(Y),Y) = 0. Por tanto, si « € U, entonces
Y(z) =0siysélosiz=oc(Y). Ademas, al ser dX (0) un isomorfismo y el conjunto
de los isomorfismos es abierto, Proposicién 2.13, podemos, disminuyendo A"y U si
fuera necesario, suponer que dY (c(Y’)) es un isomorfismo. De lo anterior se tiene

que o(Y) es una singularidad simple de Y. ]

Ahora, se caracterizard una singularidad simple de un campo vectorial X €&
X"(M) en términos de transversalidad . Para ello, recuerde que el fibrado tangente
tiene la forma TM = {(p,v) | p € M,v € T,M} y que la seccién nula es definida
por My = {(p,0) | p € M}. Asi definida, M, es una subvariedad de T'M difeomorfa
a la variedad M.

Una seccién local de TM es un subconjunto .7 C T'M, tal que a todo p € M se
le asocia un tnico v, € T,M, es decir, J = {(p,v,) € TM |pe My v, € T,M}.
Una seccién local es también, por su definicién, una aplicacién Y : M — T'M dada
por Y(p) = (p,v,). Ademds, es posible asociarle un campo vectorial X : M — R",

definida por X (p) = v,. De este modo la seccién local Y puede ser definida por

Y(p) = (p, X(p))-

Proposicién 2.27. Sea X € X" (M) y po € M una singularidad de X. El punto py
es una singularidad simple de X si y sdlo si la aplicacion p — (p, X (p)), la seccion

local, de M en TM es transversal a la seccion nula My en pg.

Demostracion. Sea x : U — R™ una carta local de M en py con x(py) = 0. Sea
TU = {(p,v) € TM | p € U}. La aplicacién Tz : TU — R™ x R™ definida por
Tz(p,v) = (z(p), Dx(p) v) es, como se vio en la Proposicién 1.20, una carta local de

TM. Observe el diagrama siguiente: donde 7y es la proyeccion my(x,y) = .



2.3 Singularidades hiperbdélicas 70

TU

Tx

2
R™ x R™

Rm

Considere la aplicacion h = w5 o Tx o X. Entonces X es transversal a M, en
po siy sélo si py es un punto regular de h, es decir, si dh(py) : T,M — R™ es un
isomorfismo. Por otro lado dh(py) = dx(po) dX (po). Asi, dh(py) es un isomorfismo
si y sélo si dX(py) es un isomorfismo, lo cual es verdad y prueba la proposicion.
(Recuerde que la carta x es un difeomorfismo en el sentido de variedades y por

tanto dx(pg) es un isomorfismo). O

A continuacién se denotard por 4 C X"(M) el conjunto de todos los campos

vectoriales cuyas singularidades son todas simples, es decir,

G ={X € X" (M) | la seccién local X : M — T'M es transversal a M}.

Al ser una singularidad simple aislada y dado que M es compacta; se observa que

si X € %, entonces X tiene un ntimero finito de singularidades.
Proposicién 2.28. ¥, es abierto y denso en X" (M).

Demostracion. i) Abertura. Recuerde, por la Proposicién 1.26, que el conjunto de
las aplicaciones de clase C" de M en T'M transversales a M, (no necesariamente
campos vectoriales), es abierto en C"(M,TM). Es claro que My = {(p,0) | p € M}
es cerrado en la topologia producto. Luego, por lo anterior, ¢, es abierto.

ii) Densidad. Sea X € X"(M). Se demostrara que es posible hallar un campo
vectorial Y transversal a M, arbitrariamente proximo de X. En efecto: Por le Teo-
rema 1.15 (Teorema de transversalidad de Thom), existen aplicaciones Y : M — T'M
transversales a M, arbitrariamente préximos de X. La aplicacién Y, en principio,
podria no ser un campo vectorial, pues si se denota por m : TM — M la apli-
cacién w(p,v) = p, podria ocurrir que w(Y(p)) # p para algin p € M. Se sabe
que ™o X = idy, si Y es suficientemente préximo de X, entonces ¢ = moY es-

tara préoximo de idy; y, por tanto, serd un difeomorfismo una vez que el conjunto
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de difeomorfismos de M es abierto en C"(M, M) (por la Proposicién 1.28). Sea asf,
Z=Yop !l SetienequeroZ =1oYop ! =pop !t =idyy, por tanto, Z
es un campo de vectores en M. Ahora, como Y es transversal a My y ¢! es un
difeomorfismo, se sigue que Z es transversal a M,. Tomando Y préximo a X, Z

estard préoximo a X. O]

Observacién 2.4. Note que por la Proposicion 2.26, se tiene que toda singularidad
simple es aislada y por tanto toda singularidad hiperbdlica de un campo vectorial

es aislado.

Demostracion. En efecto, el resultado es consecuencia del Teorema 1.7 y del hecho de
que la interseccion de M y X (M) consiste de puntos aislados, por ser transversales.

[]

Definicién 2.20. Sea X € X"(M) y p € M una singularidad. El punto p es lla-
mado una singularidad hiperbédlica del campo X si dX(p) : T,M — T,M es un
campo lineal hiperbdlico, es decir, dX (p) no posee autovalor con parte real nula
(equivalentemente, que los elementos del espectro Sp(DX (p)) tienen parte real no

nula).

Denote por 4 C X"(M) el conjunto de todos los campos vectoriales cuyas sin-

gularidades son todas hiperbdlicas. Es claro, por definicién, que 4 C 4.
Teorema 2.6. ¢, es abierto y denso en X"(M).

Demostracion. Recuerde que %, abierto y denso en X" (M) y 4 C 9. Asi, es su-
ficiente mostrar que ¢, es abierto y denso en %, y a partir de ello, por resultados
topoldgicos, ¢ serd abierto y denso en X"(M). En efecto:

Sea X € ¥%,. Se tiene, por la Proposicion 2.26, que las singularidades de X son
aisladas, y de la compacidad de M, se tiene que X posee un ntumero finito de sin-
gularidades py,p2, - ,pr € M. Ademas, existen vecindades U; de p; y aplicaciones
continuas p; : A (X) — U; tales que p;(Y) es la Unica singularidad de Y en Uj,
j = 1--- k. Es posible también suponer, reduciéndose las vecindades U; si fuera
necesario, que las vecindades U; son dos a dos disjuntas.

Note que sip € M \U;‘leUj entonces X (p) # 0, y por la compacidad del conjunto
M\ UF_,U; existe § > 0 tal que || X (p)|| > & para todo p € M\U?:1 U;. Por lo que,



2.3 Singularidades hiperbdélicas 72

disminuyendo .4~ si fuera necesario, es posible suponer que si Y € .4 entonces Y
no tiene singularidades en M \ U?:l U;.

i) Abertura. Sea X € ¢;. Como A; = dX(p;) es un campo lineal hiperbdlico y el
conjunto de los campos hiperbdlicos es abierto (ver Proposicién 2.22) se tiene que
existe una vecindad ¥ (A4;) C H(R™) (es claro que A; depende continuamente de
X y pj). Ademds, de la continuidad de las funciones p;, disminuyendo .4 si fuera
necesario, se tiene que dY p;(Y) € #(A4;). Es decir, dYp;(Y) es un campo lineal
hiperbdlico para todo Y € 4. Luego, 4 C %, lo que prueba la abertura de 4.

ii) Densidad. Sea X € ¥. Se demostrara que ¢ N A" # () para toda vecindad
A de X. Sea asi, 4 una vecindad de X cualquiera. Observe que si ¢ > 0 es muy
pequeiio, entonces d.X (p;)-+¢l es un campo lineal hiperbélico de 7}, M con una tinica
singularidad hiperbdlica en el origen, j = 1,...,k (esto por la Proposicién 2.22).
Asi, basta demostrar que dada una vecindad .4 C A4 de X, exista Y € .4, tal que
Y(p) =0y dY(p;) = dX(p;) +l.

Sea V; C U; un vecindad de p; y 27/ : V; — B(3) C R™ una carta local con
2I(p;) = 0 donde B(3) es la bola de radio 3 y centro en el origen, como en la
Proposicién 1.18. Sea ahora ¢ : R™ — R una aplicacion positiva de clase C* tal
que p(x) =1sixz € B(1)y ¢(z) = 0sixz € R™\ B(3). Recuerde que la expresion del
campo X en la carta local 2/ es 27X dada por 21X (q) = dm{(xj)_l(q)) X((z)"Y(q)).

Defina el campo Y en M siendo

X(p) 7Sip€M_UjV}

Y(p) = . - . .
d(27) 5 o (@1 X (27 (p)) + ep(a? (p))27 (), sip €V}

Es sencillo ver que Y es un campo de clase C*°, Y (p;) =0y dY (p;) = dX(p;) +€l.
Ademas, tomando ¢ suficientemente pequeno se tiene que Y € A1, lo que prueba la

proposicién. ]



Capitulo

El Teorema de Hartman-Grobman y

estabilidad local

En este Capitulo se encuentran los resultados centrales de la tesis, a saber, el
Teorema de Hartman-Grobman (Teorema 3.1), el Teorema 3.2 que garantiza la esta-
bilidad local de campos vectoriales de clase C”, r > 1, en singularidades hiperbdlicas,
y el Teorema 3.3 (el teorema central de la tesis), donde se muestra que la estabilidad
local en cada punto de la variedad diferenciable M es una propiedad genérica dentro
del conjunto de campos vectoriales de clase C", r > 1. Ademas, en la Seccion 3.3 se
dard una aplicacion de la estabilidad local a un caso global (estabilidad estructural)

dentro de la teoria de sistemas dinamicos hiperbdlicos de clase C", r > 1.

3.1. Teorema de Hartman-Grobman para campos
vectoriales de clase C" sobre variedades dife-
renciables

El Teorema de Hartman-Grobman establece que un campo vectorial X de clase
C" es localmente conjugado a su parte lineal en una singularidad hiperbdlica. Para
la demostracion de este teorema se seguird de cerca el libro “Introducgao aos Sistemas
Dinamicos” por Palis y De Melo (Palis y de Melo, 1978), el libro de Irwin (Irwin,
2001), el de M. Peixoto (Peixoto, 1969) y el de Castro Jr. (Castro, 2009). El teorema

73
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es enunciado como sigue.

Teorema 3.1 (Teorema de Hartman-Grobman para campos vectoriales). Sean X €
X" (M) ype M una singularidad hiperbolica de X. Sea Y = dX(0) : T,M — T,M
un campo vectorial lineal sobre T,M. Entonces existen vecindades U de p en M,
V de 0 en T,M y un homeomorfismo h : U — V que lleva trayectorias de X en

trayectorias de Y, esto es, X|y es topoldgicamente equivalente a Y|y .

Antes de demostrar el Teorema 3.1, es necesario demostrar algunos lemas previos.
La demostracion del Teorema 3.1 se presentara al final de esta seccion. A partir de

aqui la aplicacion lineal identidad entre espacios vectoriales sera representada por 1.

Observacién 3.1. Como el problema es local, es posible, usando una carta local,
suponer que el campo vectorial X € X"(M) puede ser vista como un campo vectorial

en espacios euclidianos, Y : R™ — R™, con 0 como singularidad hiperbdlica.

Demostracion. Sea X € X"(M) y p € M una singularidad hiperbdlica de X. Sea
x:U CM — xz(U) = Uy C R™ una carta local alrededor de p con z(p) = wu.
Ahora, por la Observacion 2.1, la expresion del campo vectorial X en la carta local
tiene la forma Y = dro X oz™! : Uy C R™ — R™ x R™ y es definido como
Y(z) = dz(z7'(2)) - (X oz71)(2) (veala Definicién 2.3 y observe que Y (u) =
do(x=(u)) - X(z7 (u)) = dz(p) - X(p)). Observe ademés, que el campo Y tiene la
forma Y : R™ — R™ x R™, en el lenguaje de variedades, reduciendose simplemente
a la forma Y : R™ — R™ en el lenguaje usual sobre espacios euclidianos. Luego, al
tenerse que p es una singularidad del campo X, se tiene que Y (u) = dz(p) X (p) =0
y asi el punto u es una singularidad del campo Y. Ademas, por la Observacién 2.1,
las érbitas de X son llevadas en érbitas de Y y viceversa.

Considere ahora, la traslacién L : R™ — R™ dada por L(v) = u—v. Es claro que
L(u) = 0 y al definir Y : R™ — R™ por Y = Y o L se tiene que el origen, Ogm, es
una singularidad para el campo trasladado Y, es decir Y (0) = Y (L(0)) = Y (u) = 0.

La derivada del campo Y en el origen es dada por

dY (0) = dY (u) o dL(0) = dY (u)
= d(dz(p))(X(p)) 0 dX (p) o dz™"(u)
= dx(p) o dX(p) odx ' (u)
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(es claro que la derivada de una traslacién es la identidad idgm y que por la Obser-
vacién 2.3 se tiene que dX(p) : T,M — T,M).

Ahora, recuerde que al ser x un difeomorfismo (vea el Ejemplo 1.5-2 y la Observa-
cién 1.6), se tiene que la aplicacién dx(p) : T,M — T, ;,)Us = R™ es un isomorfismo.
Esto significa que las transformaciones lineales dX (p) y dY (u) son linealmente con-
jugadas e implica que tienen los mismos autovalores; por tanto, las propiedades del
campo X se transfieren hacia el campo Y y viceversa. Asf, como dY (0) = dY (u), se

obtiene que 0 es una singularidad hiperbdlica para Y. O

Lema 3.1. Sea E un espacio de Banach, L € L(E, E) satisfaciendo ||L|| <a <1y

G € L(E, E) un isomorfismo con ||G7'| < a < 1. Entonces:
i) (I 4+ L) es un isomorfismo y ||(I + L)™' <1/(1 —a),
ii) (I + Q) es un isomorfismo y ||(I + G)7Y| < a/(1 — a).

Demostracion. 1) Sea y € E fijo arbitrario. Defina u : E— E por u(z) =y — L(z).
Se tiene que

|u(21) — (o) || = | L(ze — 21)[| < al|zy — 24]],

lo que implica que u : E — E es una contraccién. Ahora, por el Teorema de punto
fijo para contracciones (Teorema A.3), existe un tnico z € F tal que u(z) = z.
Es decir, existe un dnico z € F tal que z = y — L(2); o lo mismo que exista un
unico z € F tal que y = z + L(z) = (I + L)(z), lo que implica que (I + L) es un
isomorfismo. Sea ahora, y € F con |ly|| = 1y sea z € F tal que (I + L) 'y = .
Como x + L(x) = y tenemos que ||z|| —a||z|| < 1y ast [|z]] < 1/(1 — a), de donde
se concluye que [|(I + L)~ < 1/(1 — a).

i) [+ G)=G({I+G™1). Como |G| <a <1, tenemos por i) que I + G es
invertible. Luego, (I + G) ' = (I + G )1 Gy asi

1 a
1—a 1—a’

II+G) M <N +E DI <

lo que concluye la demostracion. O]

Si A=df(0) : R™ — R™ es un isomorfismo lineal hiperbélico de R™ en si mismo,

existe una descomposicién invariante por A, R™ = E* @ E* y una norma || - || en
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R™, de modo que

|A5| <a<1,  donde  A®=A|E*:E° — E°

(A7 <a <1, donde A" = A|E" : E* — E*.

Sea CP(R™) el espacio de Banach de aplicaciones continuas y limitadas de R™
en R™ con la norma uniforme: |lu|| = sup{||u(z)|,z € R™}. Como R™ = E* & E",

tenemos una descomposicion en suma directa
CYR™) = CY(R™, E*) ® CY(R™, E*), con v = v, ®v,, Yv e CHR™),

donde vy = Tgovy v, =mov (mg: B*® E* — E°y m, : E°® E* — E" son las
proyecciones naturales).

El Teorema de Hartman-Grobman (para campos vectoriales) vendra como con-
secuencia del siguiente lema, el cual puede ser considerado como un prototipo del
Teorema de Hartman-Grobman (inicialmente desarrollado para el caso discreto (di-
feomorfismos, que no serd tratado en este capitulo), pero que también influye mucho

en la demostracién del caso continuo (campos vectoriales)).

Lema 3.2. 51 A =df(0) : R™ — R™ es un isomorfismo hiperbdlico, entonces existe
e >0 tal que si g1 y ¢y € CP(R™) tienen constante de Lipschitz menor o igual a ¢,

entonces (A+ ¢1) y (A + ¢2) son conjugados.

Demostracion. Se desea encontrar un homeomorfismo h : £ — E tal que
ho(A+¢1) = (A+ ¢g) 0 h.

Se buscard una solucion de esta ecuacién funcional de la forma h = I + w, con
w € CP(R™) (esto es, h estd una distancia finita de la identidad).

Manipulando la ecuacién, se obtiene:

(I+w)o(A+d) = (A+dr)o(l+w) =
A+p1+wo(A+¢1) = A+Aow+ ¢go(I+w) &
Aow—wo(A+¢2) = ¢1—da0 (I +w). (3.1)
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ahora, se mostrard que existe una tnica funcién w € CP(R™) satisfaciendo (3.1).

Para este fin, considere el operador lineal
L:CYR™) — CY(R™) dado por L(u) :=Aou—u(A+ ¢y).

Afirmacion. El operador L es invertible y |[£7|| < [|[A7!]|/(1—a). En efecto, se tiene
L= AoL,donde L : CY(R™) — C(R™) es dado por L(u) :=u—A"louo (A+¢)
y A: CP(R™) — CP(R™) es simplemente dado por A(u) = A o u. Por tanto, como
A es invertible, basta mostrar que £ también lo es, implicando que £ sea invertible,
y asi obtener que L' =L"1o0 A7

Observe que CP(R™ E*) y CP(R™,E*) son invariantes por L, pues E® y
E* son invariantes por A~!'. De hecho, sea y, € CP(R™, E®) (respectivamente,
Yy € CY(R™, EY)), claramente L(ys) = ys — A~ oy, 0 (A + ¢;) es una aplicacién
con imagen contenida en E* (respectivamente en E), luego pertenece a CP(R™, E*)
(resp. a CP(R™, E)).

De esto se puede escribir £ = £° + £*, donde

L= Lloywmp, L:CYR™ E%) = CY(R™, E®),
Eu = E‘C?(R7n7Eu), Zs . CS(Rm, Eu) — C(?(Rm7 Eu)
Si e > 0 es suficientemente pequenio de modo que € < ||[A7!|7! se tiene, del
Lema de perturbacién de isomorfismo (Lema A.2), que A+ ¢; es un homeomorfismo

y, por tanto, el operador us — A™' ouy 0 (A + ¢;) es invertible y su inversa (que

corresponde a componer a la izquierda con A° y a la derecha con (A + ¢1)7!)
us — A ougo (A+¢p)!

es una contraccién con norma limitada por a < 1. Por la parte ii) del Lema 3.1 se
tiene que £° es invertible y ||(£%)7!|| < a/(1—a). Aplicando la parte i) del Lema 3.1

se concluye también que £* es invertible con [[(£%)7!| < 1/(1 — a). Por tanto, £ es
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invertible, con norma

1A~

1—a’

I£7H = lc7 - A7 <

lo que demuestra la afirmacién.

Se tiene asi que la ecuacién (3.1) es equivalente a
w=L(¢1 — py0 (I +w)). (3.2)

La aplicacién w satisface la ecuacién (3.2) si, y sélo si, w es un punto fijo del operador

T : CP(R™) — CP(R™), cuya férmula es dada por
T(u) == L7 (d1 = g2 0 (I +u)).

Ahora, dados u; y ug pertenecientes a Cp (R™), se tiene que

IT(wr) = T(ua) | = [|£7(¢1) = L7 (dao (I +ur)) = L7H¢) + L7 (da 0 (I + u2))|
— L (Gr0 (I + ) = £ o (I +wa))]
< Lo (I +m) — oo (1 ua) < A ey ).
A=10

-€ < 1, se obtiene

. . ~ 1
Nuevamente, si ¢ es suficientemente pequeno de modo que “T—

que T es una contraccién y, por tanto, posee un tnico punto fijo u € CP(R™) que

satisface la ecuacién (3.2) y luego
(I+u)o(A+¢1) =(A+¢2)o (L +u).

Se concluye asi, que (3.1) tiene una tnica solucién en Cp(R™).

Resta mostrar que I 4+ u es un homeomorfismo. Para esto, observe que con el
mismo razonamiento utilizado anteriormente (permutando los papeles de ¢1 y ¢9)
se puede concluir que la ecuacion (A + ¢1) o (I +v) = (I +v) o (A + ¢2) también
tiene una tnica solucién v € CP(R™).

Se afirma que (I +u)o (I +v)= (I 4+wv)o (I +u)=1. De hecho,

(I+w)o (I+v)o (A+6s) = (I+)0 (A+ 1) o (I +v) = (A+da)o (I +u)o (I +v).
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Por otro lado, como (I +u)o (I +v) =I+v+4uo(l+v), v+uo(l+v) € CHR™)
e lo(A+¢e) = (A+ ¢2) o, se tiene, por la unicidad de la solucion de la ecuacién

(I +w)o(A+¢2) = (A+ ¢2) o (I +w), que
(I+u)o(I+v)=1.

Andlogamente, se tiene que (I 4+ v) o (I + u) = I. Esto muestra que I + u es un

homeomorfismo que conjuga A 4+ ¢; v A + ¢, lo que demuestra el lema. ]

Lema 3.3. Sea f:V C R™ — R™ una aplicacion C", r > 1 de un abierto VC R™
conteniendo 0, con f(0) = 0 y sea A = dfy. Dado € > 0, existe una vecindad
U = U(0) y existe una extension de f|y de la forma A+ ¢, donde ¢ € CP(R™) es

lipschtziana con constante de Lipschitz limitada por €.

Demostracion. Sea a: R — [0, 1] una funcién C'* con las siguientes propiedades:

a(t) =0 S0 t>1,
a(t) =1 st t<1/2,

/)| <K, VteR K >2.

Sea f = A+ ¢ con ¢(0) =0y dp(0) = 0. Considere B(0,r) una bola de centro en
el origen y radio r > 0 tal que ||dp(x)| < ¢/2K, para todo x € B(0,r) (para la
existencia de tal bola, usamos la continuidad de dy, que viene del hecho de que f
sea de clase C').

Tome ¢ : R™ — R™, definido por ¢(x) = a (||z]|/7) - ¢(x). De esto, se infiere que
¢(x) = 0si ||z|| > r, lo que implica que ¢ es acotada en R™, como |[|¢]| < ||¢|| se
tiene, por la desigualdad del valor medio, que la constante de Lipschitz de ¢|p, es

menor que €/2K. Asi,

6@l < llp(@)| = (@) = 6(O)]| < 5 - lle = 0] < 5= -7, para todo x € B(0,r).
Atn mas, se tiene que ¢(z) = p(z) si ||z|| < r/2, de donde se concluye que A+ ¢ es
extension de f|p(o,/2)-

Ahora, se mostrara que ¢ es lipschitziana con constante de Lipschitz menor o



3.1 Teorema de Hartman-Grobman para campos vectoriales 80

r

fote) = ot = [ (120 gt o (120 o)

igual a e. De hecho, si 21,29 € B(0,7), como 0 < « (H“T?”) < 1, se tiene

o (Y 0 () o (220 ot |
o o () (1)
Jo (12) - (ot = st
< i (ol Sy 2 - 2l
< Il e e =l = <y~ .

Sixy € B(0,r) y xo ¢ B(0,r), como « (M) = 0 pues [|a5|| > 1, se obtiene

T

foten) = oall = [ (120} oo -0 (1221 (e

r T

)2 o

o (F220) - ota2) = ot

+

r
< g (ml=lwl) e o
< oK
< ME < el — 2.

Por dltimo, si z1 ¢ B(0,7) y x2 ¢ B(0,7), se obtiene que

[¢(z1) = dw2)| = 0 < &y — 22

]

Lema 3.4 (Desigualdad de Gronwall). Sean w,v : [a,b] — R funciones continuas
y no negativas tal que para o > 0 satisfacen u(t) < a + fat u(s)v(s)ds para todo
t € [a,b]. Entonces,

u(t) < a elav(s)ds
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Demostracion. Se verd primero el caso o > 0. Defina ¢(t) = a + f v(s)ds.
Al tenerse ¢(a) = a 'y como o > 0y w,v son mayores iguales a cero, se tiene
que () es estrictamente mayor que cero, ¢(t) > « > 0 para todo t € [a,b].
Por el teorema fundamental del calculo, se tiene que ¢'(t) = ( ) v(t). Pero por
hipétesis, u(t) < @(t), luego ¢'(t) = u(t) - v(t) < @(t)v(t).

que 2BLOL < (1) de esto se tiene que [ 20BLED gs < f ds Esto implica,

(t) implica

nuevamente por el teorema fundamental del calculo, que

os((6) ~ og(e(a) < [ oras = 1o (20 ) < [ugejas

y que ¢(t) < aela?®)ds . Luego, u(t) < p(t) < avelav(s)ds,
Para el caso a = 0, basta considerar &« = ¢ > 0 en el caso anterior y tomar el

limite cuando € — 0. Luego, u(t) = 0 y la desigualdad permanece vélida. O

Lema 3.5. Sea Y : R™ — R™ un campo de vectores de clase C” tal que Y (0) =0
y que satisface una condicion de Lipschitz con constante K. Entonces el flujo de'Y

estd definido en R x R™ y ||Yy(2) — Yi(y)|| < eX M|z — y|| para todo z,y € R™.

Demostracion. Se dard una prueba por reduccién al absurdo. Sea x € R™ y suponga
que el intervalo maximal de la curva integral de por el punto x sea (a,b) con b < co.

Sea « : (a,b) — R™ la curva integral por el punto x. Se tiene, integrando (2.1), que

Por tanto, sit > 0

¢ ¢
ol < el + [ 1¥(a() =¥ O)ds < el + [ K Ja(s)]ds.
Aplicando la desigualdad de Gronwall (Lema 3.4) se obtiene
la(®)]l < Xz < elz]l, sit>o0.

Sea t,, — b. Considere la sucesién {«(t,)} cuyos elementos estan contenidos en la
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bola cerrada de centro 0 y radio M = e/ ?||x||. Desde que

alty) — a(ty) = /:Y(a<s))ds: /t; o (5)ds

se tiene, como antes, que ||a(t,) —a(t, )| < K M |t, —t,]. Asi, a(t,) es una sucesién
de Cauchy y entonces converge a un punto y € R™. El flujo local de Y alrededor de
y permite extender la curva integral a por la derecha de b contrario a la hipdtesis

inicial. Asi, el flujo de Y es definido sobre R x R™. Como

Vi) Vi) =a -+ [ (V@) = Y (Yay))lds,

se concluye que para t > 0

Hﬁ@—%@NSW—W+AKMﬂ@—K@W&

Aplicando, nuevamente la desigualdad de Gronwall (Lema 3.4), tenemos
IYa(a) = Vi)l < X Mllw —yll, sit>0.
Para t < 0, se obtiene la misma expresién usando el argumento anterior al campo

Y. O

Lema 3.6. Sea X : V C R™ — R™ un campo de vectores de clase C*, (k > 1) con
X(0) =0. Sea L =dX(0). Dado € > 0, existe un campo de clase C" Y : R™ — R™

con la siguientes propiedades:

(1) El campo Y tiene constante de Lipschitz limitada por K vy, por tanto, el flujo
inducido por'Y estd definido en R x R™,

(2) Y =L fuera de una bola B(0,r),
(3) Eziste un abierto U C V' conteniendo el origen tal que Y = X en U,

(4) Escribiendo Yy = Ly + ¢4, existe M > 0 tal que |pi| < M para todo t € [—2,2]
y 1 tiene constante de Lipschitz menor o igual a . Adn mds, d(p1)(0) =0

o, equivalentemente, d(Y1)(0) = e* = L.
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Demostracion. Como L = dX(0), se tiene que X = L + 1, donde ¢ : V' — R™ es
de clase C" tal que ¥(0) = 0y dip(0) = 0. Sea § : R — R una funcién C* tal que
BR) C [0,1], B(t) =1sit <r/2y pB(t) =0sit>r. Sea ¥V :R™ — R™ definida
por:

Bllel) o(x) i eV,

0 st v e R™\ V.

U(x) =

Dado 6 > 0, por el Lema 3.3 se puede escoger r > 0 de tal forma que ¥ sea de
clase C* y sea d-Lipschitz. De esto, por la definicién de ¥, se tiene que ¥ = v en
B(0,r/2) y U =0 fuera de B(0,7). Sea Y : R™ — R™ el campo de vectores definido
por Y = L+ W. De esto se obtiene que Y = X en B(0,r/2), Y = L fuera de B(0,7)
y Y satisface (1).

Resta verificar (4). De hecho, como consecuencia de la desigualdad de Gronwall

(Lema 3.5), se tiene que :
I¥e(2) = Yi()ll < eI o —yll < € - |l —yll, pues |t < 2.
Sea ¢(+) := Yi(-) — L4(+), como ¥ =Y — L, entonces

ei(z) —pily) = [Yilz) = Yi()] + [Le(y) — Le()]
= [Yi(z) —2 = Yi(y) + y] + [~ Le(2) + 2 + Li(y) — ¥
= [Ytt(af) — Yo() —th(y) + Yo(y)] + g—Lt(w) + Lo(f) + Li(y) = Lo(y)]
= [ viwas— [ rivienas— [ viwas+ [ roias+
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[ ey - [ rias - [ ronnas+ [z

- / Y (Y (x))ds — / L(Yi(x))ds — / Y(Ya(y)ds + | L(Ya(y))ds +

| pian = [ wiatends = [ 1o+ [ L
- / Y (Ya(2) — LVa(2)) — (Y (Ya(y)) + L(Ya(y))lds +
/0 L(YVa(2) — Lu(2) — L(Ya(y) + La(y)))ds

t

= /O[W(K(w))—‘ll(ﬂ(y))]dsﬂL i L(ps(x) — ws(y))ds. (3-3)

Entonces,

loi@) — )] < 8- Jle—yll -2+ / Liga(x) — os(y))ds|

IN

t
5K eyl 24 / 1] - lls(2) — ou(y)ds.

Usando la desigualdad de Gronwall (Lema 3.4, con o = §-e25 ||z —y||-2, v(s) = || L||
v u(s) = [J¢s(x) — ¢s(y)]|), se obtiene

loa(2) = el <0 - Jlo —yll -2 el Hlh® < 5|z —y|| - 262 21H1. (3.4)

Ahora, por el Lema 3.3, es posible tomar ¥ de modo que su constante de Lipschitz
§ > 0 sea tal que § < ¢/(2e2K - 2IEl) < . Esto implica, en particular, que ¢; tiene
constante de Lipschitz < e.

Se demostrard, ahora, que existe M > 0 tal que ||¢¢|| < M, para todo t € [—2,2].
En efecto, si z € B(0,r), se tiene por (3.4) que

lec@)ll = llpe(x) = @ (0)]] < 8- [laf| - 2¢* - ! I1H < e (3.5)
Si xz ¢ B(0,r) (al notar que W(Ys(z)) =0, si Yy(z) ¢ B(0,r)), entonces

lee(@)ll = llee(x) — @ (0)]]

/0 W (Y () — (Va(0)))ds + / L{pa(z) — pa(0))ds
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. / § [Y() ds + / L(pa() — .(0))ds

t
< / reds+
0

t
< 2ery / IL1 l0s(2) | ds, (3.6)
0

| Eento) = (0

(note que ¢4(0) = Y5(0) — Ls(0) = 0) lo que implica, nuevamente por el Lema de
Gronwall (Lema 3.4), que existe M = 2eretl“l > 0 tal que || (x)| < M, para
todo x € R™ y para todo t € [—2,2].

Finalmente, se demostrard que d(¢1)o = 0. Se desea mostrar que dado p > 0
existe [ > 0 tal que [|¢1(x)|| < p||lz|| para ||z|| < I. Desde que d¥(0) = 0, se puede
escoger | > 0 de modo que ||[¥(2)| < 72| para ||z|| < I con n < peKe I,

Procediendo como en (3.3) se tiene

901($)=/0 ‘I’(YS(CL‘))der/O L(ps(z))ds.

Usando el hecho de que ||Yi(z)|| < efbl|jz]| < ef|z| para 0 < s < 1 (por el

Lema 3.5), se obtiene, una vez maés, por el Lema de Gronwall (Lema 3.4) que
ler (@) < nef )| < plla]).

Esto completa la prueba del lema. O

Antes de demostrar el Teorema de Hartman-Grobman, es conveniente recordar
algunas definiciones y resultados que relacionan un campo vectorial y un difeomorfis-
mo. Un difeomorfismo de clase C" sobre una variedad compacta M es una aplicacion

diferenciable f : M — M con inversa diferenciable de la misma clase.

Definicién 3.1. Sea p € M un punto fijo del difeomorfismo f € Dif"(M). Se
dird que p es un punto fijo elemental si 1 no es un autovalor de df (p) : T,M — T, M.
Ademas, se dird que un punto fijo p € M es un punto fijo hiperbélico si la

aplicacion lineal df (p) : T,M — T, M no posee autovalores de norma 1.

Proposicién 3.1. Sea f € Dif" (M) y p € M un punto fijo elemental de f. Existen
vecindades N(f) € Dif"(M) y U de p y una funcién continua p : N — U que, a
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cada g € N, le asocia un unico punto fijo de g en U y este punto fijo es elemental.

En particular, un punto fijo elemental es aislado.

De la proposicién anterior se concluye que todo punto fijo hiperbdlico es un punto
aislado.

El resultado siguiente establece la relaciéon entre singularidades hiperbdlicas de
un campo vectorial X de clase C", r > 1, y puntos fijos hiperbdlicos asociados al

difeomorfismo en tiempo 1, X;, del campo X.

Proposiciéon 3.2. Sea X : U — R™ un campo vectorial, y ¢, = X; su flujo.
Entonces p € U es una singularidad hiperbolica de X si, y solo si, p es un punto fijo

hiperbolico del difeomorfismo en tiempo 1, f = ¢1, del campo X.

Demostracion. Suponga, en primer lugar, que p sea un punto fijo hiperbdlico de
tiempo 1 del campo vectorial X (es decir, de f = X7 = ¢ = ¢(1,q)). En particular,
por la Proposicion 3.1, este punto fijo es aislado. Note que p no puede pertenecer
a una Orbita periddica de periodo 1, pues en tal situacién, los otros puntos de la
orbita periédica serian puntos fijos para f = ¢1, y p no seria un punto fijo aislado.
Luego, como ¢(n,p) = p, Vn € Ny ¢(-,p) no es periddica regular, se sigue de la
clasificacién de las trayectorias de un campo que ¢(t,p) = p Vt € R, entonces p
serd una singularidad (aislada) de X.

Se demostrara, ahora, que p es una singularidad hiperbdlica; es decir, que los
elementos de Sp(dX (p)) tengan parte real no nula (o lo mismo que los autovalores
de dX(p) tengan parte real no nula). De la dependencia diferenciable en relacién a
las condiciones iniciales, tenemos que 0,¢ es solucién de Z =dX (p)-Z; Zy = 1. Por

tanto, 0,¢(t,p) = e ¥X® o que nos da

df (p) = 0,0(1,p) = e,

y por tanto los autovalores A de df (p) cumplen con X = €, donde d es un autovalor de
dX (p) (o lo mismo que se tenga la igualdad de espectros Sp(df (p)) = e5P@X®))  im-
plicando que |[A| # 1, VA € Sp(df(p)) (vea una definicién de espectro de un operador
en la Definicién A.9).



3.1 Teorema de Hartman-Grobman para campos vectoriales 87

Reciprocamente, si p es una singularidad hiperbdlica del campo X, es inmediato
que p sea un punto fijo de f = ¢;. Por la dependencia diferenciable en relacién a las
condiciones iniciales, como se vio en el parrafo anterior, se tiene que 0,¢ es soluciéon
de Z =dX(p)-Z; Zy = 1.

Por tanto 9,6(t, p) = e4X®) 1o que implica que

df, = 9,6(1,p) = ™),

y por tanto el espectro Sp(df(p)) = eP@X®) implicando que |A| # 1,VA €

Sp (df (p)); esto es, p es un punto fijo hiperbdlico de f. ]

Sea V' una vecindad del origen, 0, en R™ y sea X : V' — R un campo vectorial
C", r > 1. Recuerde que 0 es una singularidad hiperbdlica de X si L = dX(0) es
un campo linear hiperbdlico. Se mostrara que, si 0 es una singularidad hiperbdlica
de X, entonces las orbitas de X en una vecindad de 0 tienen el mismo compor-
tamiento topoldgico que las érbitas del campo lineal L. La demostraciéon dada a
continuacién viene a ser la demostracion del teorema central de este capitulo, el
Teorema de Hartman-Grobaman (Teorema 3.1), llevado a un caso Euclidiano por la
Observacion 3.1.

Demostracion (Teorema 3.1). Como el problema es local, es posible, usando
una carta local, suponer que X : R™ — R™ es un campo vectorial en espacios
euclidianos con 0 como singularidad hiperbdlica (vea la Observacién 3.1).

Seae >0y Y :R™ — R™ un campo de clase C* como en el Lema 3.6. Como
Y = X en U, una vecindad del origen, se tiene que la aplicacién identidad en U lleva
orbitas de X en oOrbitas de Y. Por tanto Y es localmente equivalente a X. Como
la equivalencia local (conjugacién local) es una relacién de equivalencia sélo resta
mostrar que Y es localmente equivalente a L. Es decir, se demostrara que los flujos
Y, v L; son conjugados, para todo t € R.

En efecto, por el Lema 3.6, Y; = L; + ¢; y como dY (0) = L, de la dependencia
diferenciable en relacién a las condiciones iniciales, se tiene que la derivada d(Y;)(0)
del difeomorfismo en tiempo 1 (asociado al flujo ¢(¢,x)) Y7 en el origen es dado

por d(Y1)(0) = el = L;. De hecho, escribiendo el flujo ¢(t,z) = Y;(z), se tiene que
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d(Y;)(z) = % es solucién de la siguiente ecuacién diferencial ordinaria matricial

lineal '
§ = dY(¢(t,2)) - &,

£(0)=1,, I, eslamatriz identidad m x m.

Como = = 0 es una singularidad, se obtiene ¢(¢,0) = 0, y la ecuacién anterior tiene

la forma: ‘
£ = dy(0)-£=L-¢

€(0)=1,, I, eslamatriz identidad m x m,

lo que implica que d(Y;)(0) = e’y para la aplicacion en tiempo 1 se
tiene d(Y1)(0) = eF = L.

Luego, el difeomorfismo Y; = L; + ¢, tiene al origen como punto fijo hiperbdlico
y 1 como el resto de su derivada (L) en el origen. Ademas, ; tiene constante de
Lipschitz limitada por €. Por el Lema 3.2 existe un iinico homeomorfismo h = [ 4w :
R™ — R™, con w € CP(R™), a una distancia finita de la identidad que satisface
h oY, = L; o h. Se mostrarda ahora, que este mismo h también conjuga todos los
otros tiempos de Y] y Ly, esto es , que ho Yy(x) = L; o h(x),Vt € R,V € R™, lo
que significa, por definicién, que Y es topoldgicamente conjugado a L.

Defina ahora la aplicacion H : R™ — R™ por
1
H(zx) = / L_yohoY(z)dt.
0

Claramente H es continua y por la condicién (4) del Lema 3.6 se tiene que H estd a
distancia finita de la identidad.

Afirmacion. Para toda s € R se tiene que
HoY,=L,0oH.

Basta mostrar que la expresién es vélida para todo s € [0,1], pues si ¢ € R se

puede escribir g =n+s, conn € N, s € [0,1] y asi

HoY,=HoYjo---oYjoYy=LijoHoY,0---0YioYy=L,,;0oH=L,0H.
—_—— —_———

n-veces (n—1)-veces
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Si ¢ <1 (y H invertible), entonces
HoY,= (Y ,oH )Y '=(H"oL_ ) "'=L,0H.
Prueba de la afirmacién. En efecto, sea por lo anterior s € [0, 1], entonces

1 1
L_SOHOYS:L_SO</ L_tohoYtdt)oYs = L_S(/ L_tohoYtostt)
0 0

1
= / L_joL_,ohoY,0Y,dt
0

1
== / L—(S+t) oho K+S dt. (37)
0

Note que para obtener la pentultima igualdad, es necesario usar la linealidad de
L_ (s fijo, al expresar la integral como limite de sumas de Riemann), y que si se
compone Y por la derecha y no por izquierda, no seria posible pasarlo para dentro de
la integral. Atin mas, la continuidad de L_ y Y son usadas. En la iltima igualdad
se usa soOlo la propiedad de grupo de los flujos L y Y.

Al tomar u =t + s — 1 en (3.7), se obtiene

1 s
/ L_(stnyohoYy dt = / L_quyryohoY,du=
0 —

1+s

0 s
= / L—(u+1) oho Yu+1 du + / L—(u+1) oho Yu+1 du. (38)
0

—1+4s

Haciendo v = u + 1 en el primer término y v = u en el segundo término de (3.8) y

al recordar que L_1 o hoY; = h se tiene en (3.7) que

1 s
L_,oHoY, = / L_UohoYvdv—l—/ L_,o(L_johoY])oY,du
s 0
1 s
= / L_UohoYvdqu/ L_,ohoY,du
s 0
1
= / L_,ohoY,du = H.
0
Lo que da por finalizada la demostracién de la afirmacién.

Asi, se tiene que H es una funcién continua y conjuga los flujos L; y Y;. Ahora,

se demostrara que H estd a una distancia finita de la identidad. De hecho, dado
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t €10, 1] se tiene que

LyohoY,=L,o(l+w)o(Li+¢)=I+L jop;+L jowol;+ L ;0owoy,

donde w € CP(R™) (por el Lema 3.2).
Haciendo @y := (L_t0¢;)+(L_jowoL;)+(L_sowoypy;) se obtiene; por (o de forma
andloga a) (3.5) y (3.6) en el Lema 3.6, el Lema 3.2, y al ser L una transformacién

lineal acotada; que existe M > 0 tal que

[&()l

IA

L=l lpe () + IL—el Il [FLa ()] L] flope ()]
1Ll (2er eI @+ llwl) + lwllllLell) = M,

A\

para todo t € [0,1] y todo x € R™.

Esto implica que

1 1 1
H(I):/O L_tohoYt(x)dt:/O ]—i-wtdt:.f—l—/o wy dt,

con |f01 wy(x)dt| < fol Mdt = M, es decir, H estd a una distancia finita de la
identidad.

De la unicidad en el Lema 3.2 se tiene que H = h, lo cual muestra que H es un
homeomorfismo. Como se vio anteriormente H = h conjuga los flujos Y, y L para

todo s € R. O

3.2. La estabilidad local como propiedad genérica

En esta seccion se demostrara que la estabilidad local en singularidades hiperboli-
cas (vea la definicién 2.14), es una propiedad genérica dentro del conjunto de cam-
pos vectoriales de clase C", r > 1, X"(M). Para ello, se hara uso del Teorema de

Hartman-Grobman demostrado en la seccién anterior.

Teorema 3.2. Sea X € X" (M) y p € M una singularidad hiperbdlica de X. En-

tonces X es localmente estable en p.

Demostracion. Se obtuvo, por la Proposicién 2.26, que existen vecindades A (X) en
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X"(M)y U depen M tales que todo campo Y € N(X) tiene una tnica singularidad
hiperbdlica py en U. Ademds, al tomar N suficientemente pequefio se tiene que py
tiene el mismo indice que p. Luego, los campos lineales dX,, y dY), son topologica-
mente equivalentes (consecuencia de la Proposicién 2.23 y Proposicién 2.24). Como,
por el Teorema 3.1 (Teorema de Hartman-Grobman), X es topolégicamente equiva-

lente a dX, y Y es topologicamente equivalente a dY),, , el teorema se sigue por la

Y

transitividad de la equivalencia topoldgica. O

A continuacion se enuncia y demuestra el Teorema central de la tesis. El teorema
garantiza que la estabilidad local es una propiedad genérica en el conjunto X" (M)
de campos vectoriales de clase C", r > 1. Aun mas, esta propiedad se cumple para
un conjunto % abierto y denso en X" (M), que consiste de campos vectoriales con
unicamente singularidades hiperbdlicas y tal que la propiedad de estabilidad local
(propiedad que se cumple puntualmente) se cumple en cada punto de la variedad

diferenciable M sobre el cual los campos estan definidos.

Teorema 3.3 (Teorema Central). Sea M una variedad diferenciable. La estabilidad

local en cada punto x € M es una propiedad genérica dentro del conjunto de campos

vectoriales X" (M) de clase C", r > 1.

Demostracion. El teorema es consecuencia directa del Teorema 2.6 (donde se afirma
que el conjunto de campos vectoriales de clase C" que poseen soélo singularidades
hiperbdlicas, a saber &, es un conjunto abierto y denso en X"(M), es decir es un
conjunto genérico en X"(M)) y el Teorema 3.2. En efecto, se tiene del Teorema 2.6
que cada campo vectorial X € ¥ es localmente estable en cada singularidad hi-
perbdlica (debido al Teorema 3.2) y como se sabe por el Corolario 2.4 (el cual es
consecuencia del Teorema 2.4, del flujo tubular) cada campo X € ¥ es ademés
localmente estable en los demds puntos no singulares (puntos regulares de X). En

conclusion, cada campo X € ¥ es localmente estable en cada punto de la variedad

M. ]
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3.3. Aplicacién a un caso global

En esta seccion se dard un aplicacion de la genericidad de la estabilidad local a
un caso global en especifico, al considerar M = S!. Para esta seccién seguiremos de
cerca a M. Peixoto y a J. Palis (Palis y de Melo, 1978 y Peixoto, 1971).

Considere un sistema dindmico en el circulo S, al cual todas las curvas unidi-
mensionales suaves y cerradas son equivalentes. Es posible representar S! como el

intervalo unitario en la recta real con los puntos finales identificados:
S' =R/Z (3.9)
donde R/Z denota los nimeros reales mod 1; quiere decir, para x,y € R,
r~y < r=y(modl) & x—yeZ.

Ahora, sea f : R — R una aplicacién continua, entonces se define el sistema

dinamico siguiente
= f(zx), flz+1)=f(x),VxeR (3.10)

Es decir, f es una funcién peridédica de periodo uno. Esto se puede simplificar res-
tringiendo a un periodo, a saber, el intervalo unitario 0 < z < 1 de modo que

f(0) = f(1). Entonces (3.10) se convierte en

&= f(x), f(1)=f(0). (3.11)

En este contexto, la funciéon f es llamada campo vectorial. Un campo vectorial sobre
St de la clase C* es una funcién que tiene k derivadas continuas donde cada derivada
se identifica en los puntos finales; es decir, f : [0,1] — R tal que f™(0) = f™)(1),
VO<m<k.

Lo visto dentro de la teoria local sugiere inmediatamente que hacer dentro de la
teoria global. Lo primero es hallar una relacién de equivalencia analoga a la relacion

de equivalencia local.
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Una generalizacion que se impone a primera vista es la Definicién 2.11, que

volvemos a escribir aqui para un mejor entendimiento.

Definicién 3.2. Sea X,Y € X"(M). Se dice que X y Y son topolégicamente
equivalentes, X ~ Y si existe un homeomorfismo h : M — M que lleva 6rbitas de
X en orbitas de Y preservando la orientacién de las trayectorias, esto es, si p € M
y 0 > 0, existe € > 0 tal que, para cada 0 < t < §, hX;(p) = Yi(h(p)) para algin

0<t<e.

Adoptada la definicién de equivalencia topolégica, el problema fundamental con-
siste entonces en descubrir un conjunto abierto y denso ¥ C X"(M) cuyas clases
de equivalencia modulo ~ puedan ser clasificadas. Este es un problema aun més
complicado que el problema de clasificacién local, resuelto en la secciéon anterior.

Un campo de vectores X € X" (M) es dicho ser estructuralmente estable si el
comportamiento topolégico de sus orbitas no se altera mediante pequenas pertur-

baciones del campo X. Formalmente:

Definicién 3.3. Sea X € X"(M). Se dice que X es estructuralmente estable si
existe una vecindad A4 (X) de X en X"(M) tal que todo Y € A (X) es topoldgica-

mente equivalente a X.

Volviendo a S', sea x : U C S' — z(U) C R una carta local con z(U) abierto
en R, alrededor del punto p € S!. Sea ademds {e;} la base canénica de R. Por
la Proposicién 1.8, se tiene que dz'(q)(R™) = T,S' y asi dz7'(q) es inyectiva,
con z(p) = ¢q. De esto, se logra obtener un conjunto linealmente independiente
{dz='(q)(e1)}, y como la dimensién de T,S' es 1, este conjunto es una base para
T,S'. Denote el elemento de esta base por %(p) = dz'(q)(e1), es decir, {8%1(]3)}
es una base para T,S'. Esta base es denominada como la base asociada a la carta
local z y el elemento {8%1} es llamado un campo coordenado (campo unitario en
S') asociado a la carta local (z,U) alrededor de p.

Asi, dado cualquier campo vectorial X € X"(S'), es posible representarlo, local-
mente, de manera tnica como X (p) = f(p )&C1 (p), donde p € S' y f € C"(S',R).
Es claro que X(p) = 0 si, y solamente si, f(p) = 0. Como fue observado, en el

Corolario 1.3, dado cualquier conjunto cerrado K C S! existe f € C"(S}, R) tal
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que f71(0) = K. Asi, X tiene como singularidades exactamente los puntos de K.
Como la equivalencia topolégica preserva singularidades, se tiene por lo menos tan-
tas clases de equivalencia para los campos cuantas clases de subconjuntos cerrados
de S' médulo homeomorfismos exista. Esto muestra la imposibilidad de describir
y clasificar las estructuras de drbitas de todos los campos de S'. Luego, es natural
restringirse a un subconjunto residual de X"(S'), de preferencia abierto y denso.

Las definiciones siguientes son adaptaciones particulares a las presentadas en
capitulos y secciones anteriores.

Una singularidad p de X € X"(S!) (es decir, X(p) = 0) es hiperbdlica si
dX(p) # 0, esto es, df(p) # 0, donde X = fa%l. Si df(p) < 0, el punto p es
un pozo (singularidad atractora) y, si df(p) > 0, p es una fuente (singularidad
repulsora). Sea % C X"(S') la clase de campos vectoriales cuyas singularidades son
todas hiperbdlicas; como esas singularidades son aisladas, se tiene que el niimero de

ellas es finito.

Observaciéon 3.2. La clase 4 C X"(S') no solamente resuelve el problema de
clasificacién local de campos sino también el problema de clasificacion global en

x7(SH).

Demostracion. En efecto, Si X € % entonces X, X = fa%l, posee un numero
finito de singularidades hiperbdlicas y, al observar el gréifico de f : S' — R, se
tiene que estas singularidades son alternadamente fuentes y pozos. De este modo,
X es caracterizado por el nimero, que es siempre par, de esas singularidades, lo que

constituye una clasificacién de los elementos de ¢ en X" (S'). O

Aun més, los campos vectoriales X € ¢ tienen la propiedad de estabilidad

estructural.

Teorema 3.4. Sea X € X"(S'). Entonces, X es estructuralmente estable si, y sélo

si, X tiene unicamente singularidades hiperbdlicas (un numero finito de ellas); es

decir, si X € 4.

Demostracion. Suponga que X es un campo vectorial con tinicamente singularida-

des hiperbdlicas. Se demostrarda que X es estructuralmente estable. Se tiene, por el
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Teorema 2.6, que la clase 4 C X"(S') de campos vectoriales con tinicamente singu-
laridades hiperbdlicas es un conjunto abierto y denso en X"(S') (el conjunto abierto
¢, sera la vecindad buscada en la propiedad de estabilidad estructural). Ademas, de
la observacion anterior se tiene que las singularidades son pozos y fuentes alternadas
y que el nimero de singularidades es par. De lo anterior, se tiene que:

Afirmacion. Si X,Y € % tienen el mismo numero de singularidades, entonces
X y Y son topoldogicamente equivalentes. De hecho, sean ay, b1, as,bs, -+ ,as,bs los
pozos v fuentes de X ordenados en S'. Andlogamente, sean a,, 51, s, 132, ce G, b
los pozos y fuentes de Y ordenados en S!. Defina la aplicacién h : St — S! por
h(ay) = ary h(by) = 51- Escogiendo puntos p; € (@i, b;), ¢; € (bi,ait1) v Di € (&, Bz),
G € (b;,a;). Defina h(p;) = p; v h(q;) = G- Si p € (ai,b;), existe un tnico t € R
tal que Xy(p) = p;; defina h(p) = Y_4(p;) = Y_1+hX;(p). Andlogamente, para puntos
de (b, a;41). Es claro que h es un homeomorfismo que conjuga los flujos de X e Y.
Esto prueba la afirmacién.

En caso de que X no posea singularidades, la tinica érbita de X es el propio S!.
Si X = fa%l, entonces o f > 00 f < 0en todo S*. Si f > 0, la identidad define una
equivalencia topologica entre X y 8%1. Si f < 0, tome la aplicacion antipoda como
la equivalencia topoldgica.

Asi, del parrafo anterior y la Afirmacion se tiene que X es estructuralmente
estable.

Ahora, suponga que el campo X € X"(S!) es estructuralmente estable. Se demos-
trard que X € ¥. En efecto, observe que el nimero de singularidades de X es finito.
Esto pues ¢4, es denso y, por tanto, X debe ser equivalente a un campo Y € ¢ proxi-
mo de X. Ademas, estas singularidades son hiperbdlicas; caso contrario, es posible
perturbar X de modo que sea posible crear un nimero mayor de singularidades en

el campo perturbado, contrariando la hipotesis de estabilidad estructural de X. [

La estabilidad estructural es una propiedad muy fuerte. Es decir, mostrar que
la estabilidad estructural es una propiedad genérica para campos vectoriales de
clase C", r > 1, en variedades diferenciables M de mayor dimension, es una tarea
sumamente complicada. Sin embargo, Peixoto (Peixoto, 1962) consiguié mostrar

que el conjunto de campos vectoriales estructuralmente estables es abierto y denso
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(genérico) para el caso dim M = 2. M4s adelante, S. Smale (Smale, 1967) mostrd que
en variedades de dimension 4 el conjunto de campos con la propiedad de estabilidad
estructural no es denso en X"(M), lo que sugiere que la propiedad de estabilidad
estructural podria no ser una propiedad genérica en variedades de dimension mayores

que 2.



Conclusiones

(1)

A partir del Teorema 2.6, se concluye que dentro del conjunto de los campos
vectoriales de clase C", X" (M), “abundan” los campos vectoriales con tnica-

mente singularidades hiperbdlicas.

A partir del Teorema de Hartman y Grobman (Teorema 3.1) para campos
vectoriales de clase C', se concluye que un campo vectorial es localmente con-
jugado a su parte lineal en una singularidad hiperbdlica. De esta forma, para
entender la dindmica local de sistemas no lineales en singularidades hiperbdli-

cas es suficiente obtener informacion local del sistema linealizado asociado.

Finalmente, del Teorema 3.3, las conclusiones (1) y (2) arriba, se concluye que
el conjunto ¢ de campos vectoriales de clase C", con tinicamente singularida-
des hiperbdlicas, y que son localmente estables en cada punto de la variedad
M, son representativos dentro de X" (M), significando que la presencia de sis-
temas dindmicos con “buen” comportamiento es tipicamente apreciable en un

sentido topolégico (residual).

A partir de la Seccion 4 del Capitulo 3, se concluye que la estabilidad local,
siendo una propiedad local, permite una clasificacién en la teoria global (para
el caso de estabilidad estructural) de los campos vectoriales de clase C", r > 1,

cuando M = S'; es decir, en el conjunto X" (S!).
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Apéndice

Calculo diferencial en espacios de Banach

En este apéndice se recordaran algunos de los resultados més importantes de
la teoria del célculo diferencial en espacios de Banach. Se presentara la definicion
formal de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet, el teorema de la funcién in-
versa, el teorema de punto fijo para contracciones y algunas consecuencias como la

perturbacion de la identidad y del isomorfismo.

Definicién A.1. Un espacio métrico (X, d) es dicho completo si toda sucesién de

Cauchy (z,), con x, € X, converge para un punto x € X.

Definicién A.2. Un espacio vectorial normado £ completo con la métrica oriunda

de una norma es llamado de espacio de Banach.

Definicién A.3. Sean (X, d;) y (Y, ds) espacios métricos. Se dice que la aplicacién
T : X — Y es continua en un punto x € X si para cualquier € > 0 existe ¢ > 0 tal
que siy € X con d(z,y) < d K > 0 implica que da(f(z), f(y)) < €. La aplicacién f

es dicha continua si es continua en cada punto de X.

Definicién A.4. Sean (X, d;), (Y, ds) espacios métricos. Una aplicaciéon T : X — Y
es llamada lipschitziana si existe K > 0, tal que do(Tx, Ty) < Kdy(z,y) para todo
r,y € X. Se dice que K es una constante de Lipschitz de T.

Definicién A.5. Sea (X, d) un espacio métrico. Una aplicacién T': X — X es dicha
una contraccién si existe 0 < K < 1 tal que d(T(z),T(y)) < Kd(x,y) para todo
z,y € X.
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Sean F y F' espacios de Banach sobre el mismo cuerpo K =R o C.

Definicién A.6. Sea f: U C E — F una aplicacién y U C E un abierto. Se dice
que f es (Fréchet) diferenciable en a € U si existe una funcién continua df (a) =
df, : E — F, llamada la derivada de f en a, tal que

- fla+h) — fla) +df(a)h] _

lim

0.
h—0 Al

Definicién A.7. Una aplicacién f : U C E — F es diferenciable en U si f es

diferenciable en todos los puntos de U. En este caso, la aplicaciéon

ff=df : U — L(E,F)
x — df(z)
es llamada la diferencial de f en U.
Observaciones A.1l.
1) Si f: E — F es diferenciable en a € X, entonces f es continua en a.

2) Sean f : F — F'yg: F — @ diferenciables, entonces h = go f es diferenciable,
y su derivada es dada por la regla de la cadena dh, = dgy () df.

Definicién A.8. Sean FE;, Ey; y F espacios de Banach, £ = FE; ® E, la suma
directa de espacios de Banach, U C E un abierto y f : U — F. Las derivadas
parciales de f en un punto (a,b) € U son aplicaciones lineales 0, f(a,b) : By — F'y

O2f(a,b) : By — F, definidas por las siguientes relaciones:

T’1<h)

fla+h,b) = fla,b) + 8 f(a,b).h+7r(h),  donde lim ] =0,
fla,b+k) = f(a,b)+ 0af(a,b).k+ri(k), donde lim ri(k) 0.

k—0 || k|l -

f puede poseer una, ambas, o ninguna de las derivadas parciales 0, f(a, b), 0> f(a, b)

en un punto (a,b) € U.

Observaciones A.2.
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1) La derivada parcial 0 f(a,b), en el caso que exista, es la derivada de la funcion
parcial g - By NU — F, g(x) = f(x,b) en el punto a € Ej; andlogamente
O2f(a,b) es la derivada de la funcion parcial h : E; "U — F dada por

h(y) = f(a,y) en el punto b € E,, en el caso que esta exista.

2) Sila aplicacion f : U C E — F es diferenciable en el punto ¢ € U entonces,
cualquiera que sea la descomposicion en suma directa £ = E; & FE,, con
¢ = (a,b), a € Ey, b € Es, las derivadas parciales 0, f(a,b), 0>f(a,b) existe,
y df(c)(h,k) = O1f(c)h + O2f(c)k. En otras palabras 0,f(c) = f'(¢)|g, ¥
02f(¢) = f'(c)lp,-

Teorema A.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea X,Y y Z espacios de Banach,
UcC X,V CY abiertos y (xo,y0) € U x V. Sea ademds f : U XV — Z una
aplicacion de clase C*, k > 1, con f(xo,y0) = 0 y 01 f(z0, yo) invertible con inversa
limitada. Entonces existen Uy x Vo C U x V' una vecindad abierta de (zo,vo) vy
€ : Vo — Uy una aplicacion de clase C* tales que f(£(y),y) = 0 para todo y € V.

Mas precisamente, tenemos que f(x,y) = 0, con (x,y) € Uy x Vp, si y sdlo si,

= ¢&(y).

Teorema A.2 (Teorema de la funcién inversa). Sea X y Y espacios de Banach,
U C X abierto, zg € U y f : U — Y una aplicacion de clase C*, k > 1, con dfy,
wvertible y con tnversa limitada. Entonces existen Uy C U y Vo C Y, vecindades
abiertas de wo y f(x0), respectivamente, y una aplicacién g : Vo — Uy de clase C*

tal que g(f(x)) = x para todo x € Uy y f(g9(y)) =y para todoy € V.

Teorema A.3 (Punto fijo para contracciones). Sea (X, d) un espacio métrico com-
pleto y T : X — X una contraccion. Entonces existe un unico punto fijo p por T,
es decir, existe un unico punto p € X tal que T(p) = p. Ademds, tal punto p es un

atractor de T, esto es, fijado cualquier x € X, T"(x) — p cuando n — oo.

Resultados bastante ttiles, que son consecuencias del Teorema del punto fijo
para contracciones, son enunciados a seguir. Estos resultados son una de las tantas

versiones no diferenciables del teorema de la funcién inversa.
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Lema A.1 (Perturbacién de la identidad). Sean E un espacio de Banach, I la
identidad y ¢ : E — E una contraccion en E. Entonces, ¢ +1 : E — E es un

homeomorfismo sobre E.

Lema A.2 (Perturbacién del isomorfismo). Sean E,F espacios de Banach y
T : E — F un isomorfismo lineal. Sea ¢ : E — F una aplicacion Lipschitz tal
que su constante de Lipschitz & < ||T7Y|~'. Entonces, T + ¢ : E — F es un

homeomorfismo.

Definicién A.9. (Espectro de un operador linear) Sea E un espacio vectorial nor-

mado complexo y sea A : E — FE un operador linear. El espectro de A es el conjunto

Sp(A) :={\ € C| (A — A) no es invertible}.

Note que la definicién del espectro de A no depende de la métrica o norma del
cual F sea dotado, sélo de A; es decir, si A — Al es o no sobreyectiva e inyectiva.
Ademas, en espacios de dimension finita, el espectro del operador lineal A coincide

con el conjunto de autovalores de A.



Apéndice B

Revision de algebra lineal: forma canonica

de Jordan

En este apéndice se recordaran algunos resultados del algebra lineal, en especial
resultados matriciales tales como la forma candénica de Jordan real y compleja que
son usados en el Capitulo 2, Seccion 2.2, de la tesis.

Se inicia recordando el Teorema elemental de la dimensién del Nicleo y de la

Imagen.

Teorema B.1 (Dimensién del Nicleo y de la Imagen). Sean E y V' espacios vec-
toriales arbitrarios y'T' : E — V una aplicacion lineal. Entonces la dimension del
Niicleo de T (esto es, la coleccion de vectores v € E tales que T'(v) = 0, denotada por

Nuc(T')) sumada a la dimensién de la imagen de T, Im(T'), es igual a la dimension

de E.

Suponga ahora que \; sea un autovalor de T : £ — FE, E un espacio vec-
torial de dimensién finita y que Nuc(T' — MI) N (T — MI)(E) = {0}. Enton-
ces, por el Teorema B.1, se tiene que E = Nuc(T — MI) & (T — MI)(E). Como
se tiene que F(A1) := Nuc(T — M\ 1) es invariante por (T' — M) y por A1, se
tiene que E(A;) es invariante por T = (T — A1) + A;I. El mismo razonamien-
to se aplica a Ey := (T — \MI)(E), que también es invariante por T. Ahora, si
Nuc(T — N\ 1) N (T — N\I)(E) = {0}, con j = i,---,s, se puede aplicar recur-
sivamente el mismo argumento a A|E;, y asi obtener una descomposicién inva-

riante £ = E(\) @ -+ @ E()s), donde {\1,---As} son los autovalores de T, y
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Al = Nil|E@,), es decir T' es diagonalizable (ver la Definiciéon B.1). Este seria el
caso mas simple de descomposicién, pero no siempre ocurre, es decir no siempre se
tiene que Nuc(7'— A\;I) N (T — A\;I) = {0}. De este modo, se tiene de forma general

el resultado siguiente:

Teorema B.2. Sean T : C" — C™ un operador lineal complejo y o(T) el espectro
de T (el conjunto de autovalores de T'). Entonces existe wuna descomposicion
C" = @rcor) E(N), de modo que T(E(X)) C E(A) y (T — M)|p) es nilpotente
(esto es, existe un k € N, k < dim(E(N)), tal que (T — X)*| ) = 0).

Definicién B.1 (Operador diagonalizable). Sea K =R o C y E ~ K™ un espacio
vectorial de dimension finita sobre K. Un operador lineal T' : F — FE es dicho
diagonalizable si existe una base {v; - - - v, } de autovectores de 7. En particular, la

matriz de T" en la base 3 es una matriz diagonal.

Proposicion B.1. Todo operador lineal T : C* — C" se puede escribir como
T = D+ N, con DN = N D, donde D es un operador diagonalizable y N es

nilpotente. Ademdas, tal descomposicion es unica.

Sea E un espacio complejo de dimension finita. Los resultados a seguir muestran
como encontrar una base de E en la cual un operador 7' : E — E asume una matriz

especialmente simple.

Definicién B.2. Sean A --- \; los autovalores distintos de una matriz J, n x n. A

matriz J estd en la forma candnica de Jordan, si

B0 0 S oa 1o
0 Jy, --- 0 g

= . , donde J; = :
o T 0 0 N1
0 0 - 0 0 0 N\

(Al autovalor \; estd asociado por lo menos un bloque J;; algunas veces, al definir
J;, se sitia la sub-diagonal de 1’s debajo de la diagonal principal. El bloque J; puede

ser una matriz 1 x 1). El bloque J; es un bloque de Jordan asociado al autovalor \;.

Teorema B.3 (Forma de Jordan - caso complejo). Sea T : CN¥ — C™ un operador
lineal con autovalores complejos distintos Ay,--- , A\, 1 < r < n. Entonces, existe

una base B de C™ en la cual el operador es representado por la matriz
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M 0ol 0 - 0 0
0 . .
0 MO e

Ts=1| 0 0 X 001
0 E 0
0 0 M\ 0ol
0 0 A,

Definicién B.3. Se define la complexificacion de un espacio vectorial real £ como
el conjunto

Ec={u+iv|u,ve E}.

En E¢ definimos la suma de vectores y la multiplicacién por un numero complejo

de manera natural. Asi, E¢ se torna en un espacio vectorial sobre los complejos.

Definicién B.4. Sea E un espacio vectorial real y T': E — E una aplicacién lineal.
Se define la complexificacién de T' como la aplicacion T : Ec — FE¢, dada por

Te(u+ i) =Tu+iTv.

Teorema B.4 (Forma de Jordan - caso real). Sea T : RY — R™ un operador lineal
con autovalores reales Ay, --- , A\, y autovalores complejos ay + iby, - ,as + 1bs no
reales. Entonces, existe una base B de R™ en la cual el operador es representado por

la matriz con bloques en la diagonal

J. 0 0
0 -

. 0 0 J

- 0 J 0o |’
0 S
0 0 Js

donde cada Ji, 1 < k <r, es de la forma:

A Ool 0 I

0 A Ool O .0
Jp = : : : :

0 0 A 0ol
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y cada jl, 1 <1< s, esdela forma:

ap bl C1 0 0...

—bl a; 0 C1
= 0
0

0 0

donde cada c;, =0o0c,=1,t=1,--- ,d.

Cd

ay
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