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RESUMEN

La investigación trata sobre Optimización Multi-objetivo. El problema es cómo
construir el frente de Pareto conexo y no conexo, dado que el objetivo del presente estudio es deter-
minar la construcción de frente de Pareto conexo y no conexo con los métodos de escalarización,
donde existen condiciones necesarias y suficientes para la construcción de frente de Pareto. Presen-
tamos los conceptos básicos, las condiciones de optimalidad y cuatro técnicas de escalarización para
la construcción de soluciones de problemas de optimización con dos objetivos. Dos de esas técnicas,
el Método de Sumas Ponderadas y Escalarización de Tchebychev son de amplio conocimiento en la
área de optimización.

El Método de Escalarización de Tchebychev a lo Largo de Rayos, es una modificación
de la Escalarización de Tchebychev y del Método de Restricción Ponderada, será discutido en
detalles. Presentaremos las principales características de esas escalarizaciones, sus limitaciones y
hacemos comparaciones con la utilización de los ejemplos numéricos para la construcción de frente
de Pareto.

La investigación que se ha desarrollado es de tipo básica, nivel descriptivo, con diseño
experimental pura y con enfoque de la investigación de tipo cualitativo, por que se busca comprender
e interpretar el comportamiento de la construcción de frente de Pareto. Se concluye que los Métodos
de Escalarización de Tchebychev a lo Largo de Rayos y Método de Restricción Ponderada son
eficientes para la construcción de frente de Pareto, para los problemas de conexos y no conexos
respectivamente.
Palabras clave: Optimización Multi-objetivo. Frente de Pareto. Punto Eficiente. Método de las Sumas
Ponderadas. Escalarización de Tchebychev. Restricción Ponderada.



ABSTRACT

The research is about Multi-objective Optimization. The problem is how to construct the
connected and unconnected Pareto front, since the objective of the present study is to determine
the connected and unconnected Pareto front construction with scalarization methods, where there
are necessary and sufficient conditions for the construction of front Pareto. We present the basic
concepts, optimality conditions and four scalarization techniques for the construction of solutions of
optimization problems with two objectives. Two of these techniques, the Tchebychev Scalarization
and Weighted Sum Method, are widely known in the optimization area.

The Tchebychev Scalarization Method Along Rays, is a modification of the Tchebychev
Scalarization and the Weighted Restriction Method, it will be discussed in details. We will present
the main characteristics of these scalarizations, their limitations, and make comparisons with the
use of numerical examples for the Pareto front construction.

The research that has been developed is of a basic type, descriptive level, with a pure expe-
rimental design and a qualitative research approach, because it seeks to understand and interpret the
behavior of the Pareto front construction. It is concluded that the Tchebychev Scalarization Methods
Along Rays and the Weighted Restriction Method are efficient for the Pareto front construction, for
the connected and unconnected problems respectively.
Keywords: Multi-objective optimization. Pareto front. Efficient Point. Weighted Sum Method. Tcheby-
chev scalarization. Weighted Constraint.
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INTRODUCCIÓN

Los más diversos problemas de áreas como Ingeniería, Economía, Física, Química, Compu-
tación y hasta Psicología son formulados como problemas de optimización. Optimización es una
área de la Matemática que, dada una función f definida en un conjunto X , busca encontrar puntos
de X que minimizan o maximizan f .

Los problemas de optimización pueden recibir diversas clasificaciones que trata de optimi-
zar una función f : X ⊂ Rn → Rp. En este trabajo, la formulación del problema será “es posible
construir frente de Pareto conexo y no conexo con los métodos de escalarización en problemas
de optimización con dos objetivos”, este tipo de problema es también llamado de optimización
vectorial, con f una función vectorial.

1.- En el caso clásico de optimización mono-objetivo u optimización escalar, dada
f : X ⊂ Rn → R, busca puntos x∗ ∈ X tales que f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ X o
f(x∗) ≥ f(x), ∀x ∈ X , es posible establecer el concepto de valor mínimo / máximo para la
función a través del trabajo de la relación de orden existente cuando tratamos con números
reales.

2.- En el caso multi-objetivo, debido a la inexistencia de relación de orden en Rp, es preciso que
se redefina la noción de valor mínimo / máximo para la función f : X ⊂ Rn → Rp. Esto
es de hecho con la introducción del concepto de puntos eficientes u óptimo de Pareto. En
este caso, se tiene un conjunto de óptimo, llamado frente de Pareto (o conjunto de Pareto)
donde no hay una “mejor” solución más el que denominamos “trade-off” entre las soluciones
encontradas en el sentido de que al elegir entre dos posibles soluciones de algún beneficio
para sí tener alguna ganancia.

Una buena ilustración del que fue dicho es la curva de Phillips, que relaciona inflación con
desempleo. Cualquier país estaría muy interesado en minimizar la inflación y el desempleo aún más,
según la teoría propuesta por Phillips, en el corto plazo, esto no es posible.

En lenguaje matemático, este problema se escribe como un problema con dos objetivos de
la siguiente forma:

minimizar{f1(x), f2(x)}, x ∈ X

donde f1(x) proporciona la tasa de inflación, f2(x) la tasa de desempleo y X ⊂ Rn es un conjunto
dado. De acuerdo con Phillips, la reducción de la inflación aumenta el desempleo y viceversa, es
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decir, la curva de Phillips pone de manifiesto que no se puede conseguir al mismo tiempo baja
inflación y alta empleo. La curva de Phillips tiene el siguiente aspecto:

Figura 0.1: Curva de phillips

Desempleo

In
fl
a
c
ió

n

minimizar f1(x) y minimizar f2(x) son conflictivas en el sentido de que al disminuir f1(x) aumenta
f2(x) y viceversa. Cuando observamos la curva de Phillips (Figura 0.1), nos damos cuenta que tene-
mos infinitas soluciones para el problema y elegir la “mejor” solución dependerá de la disposición
del gobierno en generar más inflación o más desempleo.

Un problema de optimización multi-objetivo general se escribe como

minimizar{f1(x), · · · , fp(x)}, x ∈ X ⊂ Rn,

Se supone que haya conflicto entre las funciones f1, · · · , fp pues, caso contrario, el problema se
reduce a la minimización de cada fi separadamente que no requiere técnica especial.

En un problema de optimización multi-objetivo se busca construir una aproximación del
frente de Pareto que, en general, es constituida de un número infinito de puntos; se utiliza métodos
de escalarización que consiste en la construcción de una función escalar a partir de las funciones
coordenadas f1, · · · , fp. El problema multi-objetivo se hace mono-objetivo con la utilización de la
escalarización. Sin embargo, la construcción del conjunto de Pareto exigirá la solución de tantos
problemas mono-objetivos surgiendo de la escalarización cuantas fueran los puntos definidos para
aproximar el conjunto de Pareto.

El objetivo de este trabajo es “determinar la construcción de Frente de Pareto conexo y
no conexo con los métodos de escalarización en problemas de optimización con dos objetivos
y programación” con las técnicas llamadas Escalarización de Tchebychev a lo Largo de Rayos,
propuesta por Joydeep Dutta e C. Yalçin Kaya (Dutta and Kaya, 2011) y el Método de Restricción
Ponderada, propuesta por R.S. Burachik. C.Y. Kaya. M.M. Rizvi (Burachik et al., 2014b).
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Este trabajo contiene 3 capítulos, de los cuales marco teórico es el primero que son tra-
tadas las definiciones básicas, las condiciones de optimalidad para el caso en que las funciones
involucrados son diferenciables y conceptos de la investigación que son presentadas técnicas de
escalarizaciones que son el método de las sumas ponderadas, escalarización de Tchebychev, Méto-
dos de Escalarización de Tchebychev a lo Largo de Rayos y el método de restricción ponderada
respectivamente. Veremos que el método de las sumas ponderadas solamente son aplicados a los
problemas convexos, la escalarización de Tchebychev resuelve problemas conexos y no conexos.
Notaremos también que ambos métodos pueden producir alteraciones en la frente de Pareto depen-
diendo de la forma como son implementados, el método escalarización de Tchebychev a lo largo de
rayos, trata de corregir tales distorsiones en todos los problemas conexos con la introducción de
nuevas restricciones al método de Tchebychev y el aparecimiento de puntos que no son eficientes
(u óptimos de Pareto) y por consiguiente como eliminar tales puntos no eficientes y el método de
restricción ponderada, trata de corregir alteraciones de escalarización de Tchebychev y estudia-
remos sobre las soluciones en los problemas no conexos que en el método de escalarización de
Tchebychev a lo largo de rayos no admite resolver a los problemas no conexos. El capítulo 2 es la me-
todología de la investigación y finalmente en el capítulo 3 se presenta sobre resultados y discusiones.

Se concluye que este trabajo de investigación, determinó la construcción de frente de
Pareto tanto como en los problemas conexos y no conexos con los métodos de escalarización para
dos objetivos, analizó detalladamente a cada método con los ejemplos sencillos y se implementan
algoritmos computacionales para resolución de problemas, en la cual se asumió que las funciones
de restricciones y objetivos son continuamente diferenciables.

3



CAPITULO I: MARCO TEÓRICO

1.1. Antecedentes

Para demostrar que el tema tiene relevancia en la investigación se verificó algunos antece-
dentes en los medios virtuales e impresos de la siguiente forma.

Antecedentes internacionales

GUADALUPE (2020) “ Métodos de Escalarización en Optimización Multi-objetivo”.
Este trabajo de tesis de licenciatura, estudia diferentes métodos de optimización para resolver
problemas multi-objetivos para encontrar soluciones óptimas. Concluye sobre la efectividad de
los distintos métodos estudiados con sus respectivas ventajas y desventajas, además concluyó que
ningún método es superior que otro, es decir, que la selección de un método específico depende del
tipo de información que proporciona el problema.

SOLEDAD F.(2018) “Teoría y métodos para problemas de optimización multi-objetivo”.
El objetivo principal de este trabajo de tesis doctoral es analizar la convergencia global del mé-
todo Lagrangiano aumentativo clásico utilizando la condición de calidad de quasinormalidad de
optimización escalar, para resolver problemas de optimización multi-objetivo.

OSSIAN (2009) “ Informaciones Trade-Off en Problemas de optimización multi-objetivo”.
En este trabajo de tesis de maestría se concluye, que es posible resolver problemas de optimización
multi-objetivos a través de métodos de optimización escalar, además después de resolver el problema
se utiliza informaciones trade-off para decidir cual es mejor solución óptimo de Pareto.

Antecedentes nacionales

SEGUNDO(2018) “Un método de punto proximal escalarizado inexacto para minimiza-
ción multi-objetivo cuasi-convexa”. El objetivo de esta investigación fue extender y determinar las
condiciones de error y la velocidad de convergencia a su versión inexacta del método de punto
proximal escalarizado para minimización multi-objetivo cuasi-convexa.

BERMEO (2010) “Programación Multi-objetivo Convexa”. En este trabajo de licenciatura
se ha estudiado los diferentes conceptos y revisado la técnica de escalarización como “Suma
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Ponderada” y también se analizó el método de mayor pendiente para optimización multi-objetivo.

1.2. Bases Teóricas

Definición 1.2.1 (El problema de optimización multi-objetivo). Se define de la siguiente forma

(P )
{

minimizar{f1(x), · · · , fp(x)}
s.a x ∈ X.

Donde; la función f : Rn → Rp, f(x) = (f1(x), · · · , fp(x)) es continua y el conjunto X ⊂ Rn es,
en general, dado por X = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0} con g : Rn → Rm continua y (P ) es una notación
que asignamos a un problema de optimización multi-objetivos.

Observación 1.2.1.

La función f es llamada función objetivo, X es el conjunto viable o región factible, los
vectores x ∈ X son los vectores de decisión (variables) y la imagen del conjunto viable X
por la función f , el conjunto f(X), es la región objetivo viable o factible.

Una vez maximizado una función f es equivalente a minimizar −f , en la investigación se
asume que todas las funciones fi deben ser minimizadas.

En el contexto de optimización multi-Objetivo, la palabra minimizar significa que se desea
minimizar todas las funciones coordenadas simultáneamente, si no existe conflicto entre ellas
entonces la solución óptima podrá ser encontrada minimizando cada fi separadamente.

Sea g : Rn → Rm tal que g(x) ≤ 0, para x ∈ Rn,
g(x) = (g1(x), · · · , gm(x)) ≤ 0.
con, g1(x) ≤ 0, · · · , gm(x) ≤ 0 continuas.
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Definición 1.2.2 (Óptimo de pareto). Un punto x∗ ∈ X se dice óptimo de Pareto (o eficiente) si no
existe otro punto x ∈ X tal que existe fi(x) ≤ fi(x∗), ∀i = 1, · · · , p y fj(x) < fj(x∗) para algún
j ∈ {1, · · · , p}.

Observación 1.2.2. Un punto óptimo de Pareto produce una solución tal que mejora un objetivo
implica en empeorar algún otro objetivo.

Definición 1.2.3 ( Óptimo débil de Pareto). Un punto x∗ ∈ X se dice óptimo débil de Pareto (o
eficiente débil) si no existe otro punto x ∈ X tal que fi(x) < fi(x∗), ∀i = 1, · · · , p.

Observación 1.2.3. Un punto óptimo débil de Pareto produce una solución tal que se puede mejorar
un objetivo sin empeorar otro.

Figura 1.1: Punto óptimo (débil) de Pareto, los puntos A y C son puntos óptimos débil de Pareto y
el punto B es un punto óptimo de Pareto.

Observación 1.2.4. Es fácil verificar que todo óptimo de Pareto es también óptimo débil de Pareto.
En efecto, sea x∗ ∈ X un punto óptimo de Pareto, entonces, para todo x ∈ X existe un índice
j ∈ {1, · · · , p} tal que fj(x) > fj(x∗), por tanto, no existe x ∈ X tal que fj(x) < fj(x∗),
∀j ∈ {1, · · · , p}, luego, x∗ es un punto óptimo débil de Pareto.

Ejemplo 1.2.1.

Sea un problema con una única variable y dos funciones objetivos:

minimizar{f1(x) = x2, f2(x) = (x− 2)2}
s.a x ∈ [−2, 3].
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Tabulando se tiene,

x -2 -1 0 1 2 3
f1 4 1 0 1 4 9
f2 16 9 4 1 0 1

Figura 1.2: Ejemplo de minimización con un variable y dos objetivos.

(a)

4

4

(b)

Fuente: Otimização multiobjetivo e análise de sensibilidade para concepção de dispositivos (Ávila
et al., 2006).

El problema consiste en la minimización de las funciones objetivos simultáneamente.
La figura 1.2(a) muestra las funciones y las posibles soluciones de x∗ en el intervalo [0, 2]. Por
consiguiente, la figura 1.2(b) presenta funciones objetivos, formando frontera de solución.

El resultado del problema es un grupo de soluciones óptimas x∗, que pertenece a un
intervalo [0, 2]. Así en el ejemplo dado, se puede optar por escoger la solución que minimiza
simultáneamente, de esta forma, para x = 1, tenemos f1(1) = 1 y f2(1) = 1. Por lo tanto x = 1 es
un punto óptimo de Pareto.

En los problemas de optimización multi-objetivo X no puede, en general, ser totalmente
ordenado, sino apenas ordenado parcialmente. Esto porque f es una función vectorial como en (P ).
Sea a, b ∈ Rp, tales que:
a ≤ b⇔ ai ≤ bi ∀i = 1, · · · , p y ∃j tal que aj < bj .
a < b⇔ ai < bi ∀i = 1, · · · , p.
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Definición 1.2.4 (Frente de Pareto). El subconjunto PF ⊂ f(X) formado por los puntos
z = f(x∗) donde x∗ es un punto óptimo de Pareto o un óptimo débil de Pareto es llamado conjunto
de Pareto o frente de Pareto. Es decir,
PF = {z = f(x∗)/x∗ un punto óptimo de Pareto o óptimo débil de Pareto}

Observación 1.2.5. En la figura (b) del ejemplo 1.2.1 se puede dar cuenta claramente una curva
con negrita, que es frente de Pareto formado de conjunto de puntos correspondientes de óptimo
(débil) de Pareto.

Definición 1.2.5 (Punto ideal). Sea f : Rm → Rp, entonces el punto f ∗ = (f ∗1 , f ∗2 , · · · , f ∗p ) donde
f ∗i = mı́n

x∈X
fi(x), i = 1, · · · , p, es llamado punto ideal.

Observación 1.2.6. Punto ideal está formado con los puntos extremos de frente de Pareto, podemos
ver en la figura (b) del ejemplo 1.2.1, es decir, el punto (0, 0) es un punto ideal y también podemos
ver gráficamente como en la Figura 1.3.

Definición 1.2.6 (Punto utópico). Sea f : Rm → Rp.
El punto u∗ = (u∗1, u∗2, · · · , u∗p) ∈ Rp tal que u∗i = f ∗i − εi donde εi > 0, i = 1, · · · , p, es llamado
punto utópico.

Figura 1.3: Punto Ideal/Punto Utópico

Definición 1.2.7. El conjunto de pesos no negativos es definido de la siguiente forma:

W+ = {w ∈ Rp | wi ≥ 0,∑p
i=1wi = 1}

W++ = {w ∈ Rp | wi > 0,∑p
i=1wi = 1}

W+ es el conjunto de {R+
⋃{0}} normalizados.

W++, conjunto de R+ estrictamente positivos y normalizados.
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Definición 1.2.8 (Conjunto convexo). X ⊂ Rn es convexo, si x, y ∈ X y λ ∈ [0, 1] entonces
λx+ (1− λ)y ∈ X .

Definición 1.2.9 (Función convexa / función cóncava). Sea X ⊂ Rn un conjunto convexo.
La función f : X → R se dice convexa, si x,y ∈ X y λ ∈ [0, 1] se tiene
f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).
Una función f es cóncava si −f es convexa.

Definición 1.2.10. El problema de optimización multi-objetivo se dice convexo si el conjunto
factible X es convexo y las funciones coordenadas fi, i = 1, · · · , p, son convexas.

Definición 1.2.11 (Restricciones activas). Una restricción de desigualdad gj se dice activa en el
punto x∗ si gj(x∗) = 0.
El conjunto de los índices de las restricciones activas en x∗ será definido por:

J(x∗) = {j ∈ {1, · · · ,m} | gj(x∗) = 0} (1.1)

Ejemplo 1.2.2. Sea
minimizar{x1, x2}
s.a (x1 − 2)2 − x2 ≤ 0

x2 − 4 ≤ 0

Sea x∗ = (3
2 ,

1
4) una de las tantas soluciones de este ejemplo, donde las restricciones son,

g1(x) = (x1 − 2)2 − x2 ≤ 0 y g2(x) = x2 − 4 ≤ 0, luego, reemplazando con x∗ en cada
uno de las restricciones resulta g1(x∗) = 0 y g2(x∗) 6= 0.
Por tanto g1(x∗) es una restricción activa. Es decir, J(x∗) = {1 ∈ {1, 2}|g1(x∗) = 0}.

Figura 1.4: Gráfico de las restricciones activas.

4

2

.(3/2,1/2)

f1

f2

Definición 1.2.12 (Punto regular). Un punto x∗ ∈ X es un punto regular si los gradientes Ogj(x∗)
con j ∈ J(x∗), fueran linealmente independientes.
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Observación 1.2.7. El punto (3
2 ,

1
4) del ejemplo 1.2.2, es regular, porque la gradiente de g1(x∗),

Og1(x∗) = (−1,−1), es linealmente independiente.

Definición 1.2.13. Un subconjunto C ⊂ Rn se dice cono si x ∈ C, λ ≥ 0⇒ λx ∈ C.

Ejemplo 1.2.3. Los conjuntos

Rn
+ = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xi ≥ 0, i = 1, · · · , n} y

Rn
− = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn | xi ≤ 0, i = 1, · · · , n}

son conos, pues forman un vértice de conos en el origen de las ejes coordenadas.

Figura 1.5: Conos en R2

1.3. Marco Conceptual

1.3.1. Preliminares

El problema de optimización mono-objetivo

El problema de optimización mono-objetivo consiste de los problemas con un solo objetivo
con o sin restricciones, es decir, existe una única función a optimizar y encontrar los valores
máximos o mínimos de una función entre todas las soluciones factibles del problema.

Definición 1.3.1. Dado el problema

minimizarf(x)
s.a x ∈ X ⊂ Rn.

La función f : Rn → R, es continua y el conjunto X es, en general, dado por
X = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0, h(x) = 0} con g : Rn → Rm y h : Rn → Rq continuamente
diferenciables.
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Las soluciones óptimas en problemas de optimización mono-objetivos pueden ser totalmente
ordenados de acuerdo con la función f . Es decir, sean dos soluciones −→u ,−→v ∈ X tal que
f(−→u ) ≥ f(−→v ) o f(−→u ) ≤ f(−→v ).

Ejemplo 1.3.1. Sea el siguiente problema de optimización mono-objetivo con función objetivo
f(x1, x2) = 1

3(x1 + 1)3 + x2 y sus restricciones g1(x1, x2) = 2− x1 y g2(x1, x2) = x2, tenemos de
la siguiente forma:

minimizar{1
3(x1 + 1)2 + x2}

s.a 2− x1 ≤ 0
x2 ≥ 0.

En efecto, podemos buscar la solución, considerando la función objetivo f(x1, x2) = c como curvas
de nivel y utilizando el programa Geogebra para ver gráficamente, tenemos para c = 9

8 ,8
3 , 125

24 y 9.
Por lo tanto, cuando c = 9 el punto (2, 0) es el mínimo punto del problema mono-objetivo, dado
que X es la región objetivo factible y para más detalles podemos ver la siguiente figura 1.6.

Figura 1.6: Punto eficiente
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1.3.1.1. Condiciones de optimalidad

En este trabajo, abordaremos apenas las condiciones de optimalidad para el problema de
optimización multi-objetivo en que todas las funciones involucradas son diferenciables. Condiciones
de optimalidad para problemas no diferenciables se pueden encontrar en (Miettinen, 1998).

1.3.1.1.1 Condiciones de primera orden

Consideremos el problema

minimizar{f1(x), · · · , fp(x)}
s.a x ∈ X

donde X = {x ∈ Rn | g(x) = (g1(x), · · · , gm(x))T ≤ 0} y, fi : Rn → R, i = 1, · · · , p y
gj : Rn → R, j = 1, · · · ,m son funciones continuamente diferenciables en Rn.

Observación 1.3.1. Las primeras condiciones de optimalidad para problemas del tipo (P ) fueron
obtenidas por Fritz John en 1948 y posteriormente por Kuhn e Tucker. Más tarde fue descubierto
que las condiciones de Kuhn-Tucker ya se había establecida en 1939 por William Karush. Así tales
condiciones de optimalidad pasaron, a ser llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 1.3.1 (Condiciones necesarias de primera orden de Fritz John). Sea x∗ ∈ X un punto
óptimo de Pareto. Entonces existen λ ∈ Rp y µ ∈ Rm, λ, µ ≥ 0, (λ, µ) 6= (0, 0) tales que

p∑
i=1

λiOfi(x∗) +
m∑

j=1
µjOgj(x∗) = 0 (1.2)

µjgj(x∗) = 0 ∀j = 1, · · · ,m. (1.3)

Observación 1.3.2. En la condición necesaria de Fritz-John puede ser que uno o hasta todos los
multiplicadores asociados a las funciones objetivos sean nulos. Caso algún multiplicador λi sea
nulo, la información proporcionado por el Ofi no aparecerá en la condición (1.2). Para que tenga
garantía la positividad de λ, alguna condición de regularidad debe ser admitida. Existen diversas
condiciones de regularidad conocidas como calificaciones de las restricciones, que presentaremos
en la siguiente definición.
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Ejemplo 1.3.2. Vamos ilustrar el Teorema 1.3.1 con el siguiente problema de optimización biobje-
tivo,

minimizar {f1(x, y) = x, f2(x, y) = y}
s.a g1(x, y) = x− 1

2 ≤ 0
g2(x, y) = y − 1

2 ≤ 0
g3(x, y) = 1− 2x− 2y ≤ 0.

Tenemos los gradientes de las siguientes funciones f1, f2, g1, g2 y g3

Of1(x, y) = (1, 0)
Of2(x, y) = (0, 1)
Og1(x, y) = (1, 0)
Og2(x, y) = (0, 1)
Og3(x, y) = (−2,−2)

y la región factible X es el conjunto definido por:

X = {(x, y) ∈ R2 | x ≤ 1
2 , y ≤

1
2 , 2x+ 2y ≥ 1}.

Para mayor comprensión tenemos gráficamente, la región factible,

Figura 1.7: Región factible X

y

x

x
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Tenemos gráficamente, solución del frente de Pareto del ejemplo 1.3.2 que es la recta
definida por 2x+ 2y = 1.

Figura 1.8: Frente de Pareto

Frente de Pareto

La figura 1.9 ilustra la ecuación (1.2) del Teorema 1.3.1 en el punto (1
2 , 0), se tiene,

OL(x, λ, µ) = 1.Of1(1
2 , 0) + 2.Of2(1

2 , 0) + 1.Og1(1
2 , 0) + 1.Og3(1

2 , 0)

= 1.(1, 0) + 2.(0, 1) + 1.(1, 0) + 1.(−2,−2)
= = (0, 0)

Figura 1.9: Ilustración de la ecuación (1.2) del Teorema 1.3.1

..

.
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Teorema 1.3.2 (Teorema de Motzkin). Sean las matrices A y B.
Entonces, o bien el sistema de desigualdades descrito por:

Ax < 0 y Bx ≤ 0

tiene solución x, o bien la tiene el sistema descrito por:

ATλ+BTµ = 0, λ ≥ 0, λ 6= 0, µ ≥ 0

tiene solución (λ, µ),pero nunca ambos sistemas.

Demostración 1.3.1.

Cuando se verifica la primera alternativa, obtendríamos como sigue

xTATλ+ xTCTµ < 0

ya que
xTATλ < 0, xTCTµ ≤ 0, λ 6= 0, λ ≥ 0, µ ≥ 0

pero xT (ATλ+ CTµ) < 0
lo que obliga a que

ATλ+ CTµ 6= 0

De ahí que la alternativa segunda no pueda verificarse.

Veamos ahora que si no verifica la segunda alternativa se verifica la primera:
Si el sistema

ATλ+ CTµ = 0 con λ, µ ≥ 0

tiene solución.
Al no poderse verificar segunda parte, tendremos que: λ = 0
y por álgebra lineal sabemos que,

B =
(

A
C

)
e Γ =

(
λ

µ

)
obtenemos que, como A no es nula, los sistemas:

Ax < 0, Cx ≤ 0

y
ATλ+ CTµ = 0, λ ≥, µ ≥ 0

poseen soluciones x,λ, µ satisfaciendo Ax+ λ < 0 y Cx+ µ < 0,
pero como λ = 0 resulta que
Ax < 0 y por tanto, se verifica el primer sistema.
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Definición 1.3.2. Supongamos que las funciones de restricción gj , j = 1, · · · ,m, que aparecen en
(P ) sean continuamente diferenciables en x∗ ∈ X .
El problema (P ) satisface la calificación de las restricciones de Kuhn-Tucker en x∗ si para cualquier
d ∈ Rn tal que Ogj(x∗)d ≤ 0, j ∈ J(x∗), existen una curva α : [0, 1] → Rn continuamente
diferenciable en 0 y algún escalar a ∈ R+ tales que:
α(0) = x∗

g(α(t)) ≤ 0, ∀t ∈ [0, 1] y
α′(0) = ad.

Tomando en consideración la calificación de las restricciones de Kuhn-Tucker, se puede
garantizar que λ 6= 0 conforme al siguiente teorema

Teorema 1.3.3 (Condiciones necesarias de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker). Si x∗ ∈ X
es un punto óptimo de Pareto y (P ) satisface la calificación de las restricciones de Kuhn-Tucker
entonces el Teorema 1.3.1 vale con λ 6= 0.

Demostración 1.3.2. Sea x∗ ∈ X óptimo de Pareto.
Vamos aplicar el teorema. En virtud de ello, probamos que no existe ningún d ∈ Rn tal que

5fi(x∗)Td < 0 ∀i = 1, · · · , p (1.4)

5gi(x∗)Td ≤ 0 ∀j ∈ J(x∗). (1.5)

Consideremos, por contradicción que existe algún d∗ ∈ Rn satisfaciendo las ecuaciones (1.4) y
(1.5).
Entonces, por la definición de la calificación de restricción de kuhn-tucker, sabemos que existe una
función α : [0, 1]→ Rn continuamente diferenciable en el punto 0 y algún escalar a ∈ R+ tal que
α(0) = x∗, g(α(t)) ≤ 0 ∀0 ≤ t ≤ 1 y α′(0) = ad∗.
Luego la función fi son continuamente diferenciable, podemos aproximar linealmente como,

fi(α(t)) = fi(x∗) +5fi(x∗)T (α(t)− x∗)+‖α(t)− x∗‖ϕ(α(t), x∗)
= fi(x∗) +5fi(x∗)T (α(t)− α(0))+‖α(t)− α(0)‖ϕ(α(t), α(0))

= fi(x∗) + t5 fi(x∗)T

(
α(0 + t)− α(0)

t

)
+‖α(t)− α(0)‖ϕ(α(t), α(0)),

donde, ϕ(α(t), α(0))→ 0, ‖α(t)− α(0)‖ → 0.

Cuando t→ 0,
(
α(0 + t)− α(0)

t

)
→ α′(0) = ad∗.

Así, fi(α(t)) = fi(x∗) + t5 fi(x∗)Tad∗, luego utilizando la suposición

5fi(x∗)Td∗ < 0 para todo i = 1, · · · , p y t ≥ 0, tenemos,
fi(α(t))− fi(x∗)

ta
= 5fi(x∗)Td∗ < 0,
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∀i = 1, · · · , p para un t suficientemente pequeño.
Después, fi(α(t))− fi(x∗) < 0, se sigue que, fi(α(t)) < fi(x∗)
Por lo tanto, contradice que x∗ no es un punto óptimo de Pareto.
Así, llegamos a probar las ecuaciones (1.4) y (1.5).
Ahora aplicando Teorema de Motzkin que ∃λi ≥ 0 para i = 1, · · · , p,λ 6= 0 y µj ≥ 0
para j ∈ J(x∗) tal que

p∑
i=1

λiOfi(x∗) +
∑

j∈J(x∗)
µjOgj(x∗) = 0

obteniendo la ecuación 1.2 del Teorema 1.3.1 conformando µj = 0, j ∈ {1, · · · ,m}\J(x∗).
Si gj(x∗) < 0 para algún j = 1, · · · ,m, entonces de acuerdo con el anterior resultado sigue que
µj = 0 de la ecuación 1.3 de Teorema 1.3.1. Ver (Miettinen, 1998).

Si (P ) es un problema convexo, entonces las condiciones de primera orden de Karush-
Kuhn-Tucker son también suficientes, conforme al siguiente teorema.

Teorema 1.3.4 (Condiciones suficientes de Karush-Kuhn-Tucker para problemas convexos).
Suponga que f1, · · · , fp, g1, · · · , gm sean convexas y continuamente diferenciable en x∗ ∈ X . Si
existen,
0 < λ ∈ Rp y 0 ≤ µ ∈ Rm tales que

p∑
i=1

λiOfi(x∗) +
m∑

j=1
µjOgj(x∗) = 0 (1.6)

µjgj(x∗) = 0 ∀j = 1, · · · ,m. (1.7)

entonces x∗ es óptimo de Pareto.

1.3.1.1.2 Condiciones de segunda orden

Sean f1, · · · , fp, g1, · · · , gm dos veces continuamente diferenciables en el punto regular
x∗ ∈ X .

Teorema 1.3.5 (Condición necesaria de segunda orden). Sea el punto regular x∗ ∈ X eficiente,
entonces existen 0 ≤ λ ∈ Rp, λ 6= 0 y 0 ≤ µ ∈ Rm tales que:

p∑
i=1

λiOfi(x∗) +
m∑

j=1
µjOgj(x∗) = 0 (1.8)

µjgj(x∗) = 0 ∀j = 1, · · · ,m. (1.9)

dT

 m∑
i=1

λiHfi(x∗) +
m∑

j=1
µjHgj(x∗)

 d ≥ 0. (1.10)

∀d ∈ {0 6= d ∈ Rn | Ofi(x∗)Td ≤ 0 ∀i = 1, · · · , p, Ogj(x∗)Td = 0 ∀j ∈ J(x∗)}.
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Teorema 1.3.6 (Condición suficiente de segunda orden). Sean x∗ ∈ X , 0 ≤ λ ∈ Rp tales que
(λ, µ) 6= (0, 0) y

p∑
i=1

λiOfi(x∗) +
m∑

j=1
µjOgj(x∗) = 0 (1.11)

µjgj(x∗) = 0 ∀j = 1, · · · ,m. (1.12)

dT

 m∑
i=1

λiHfi(x∗) +
m∑

j=1
µjHgj(x∗)

 d > 0. (1.13)

para d ∈ {0 6= d ∈ Rn | Ofi(x∗)d ≤ 0, i = 1, · · · , p,Ogj(x∗)d, j ∈ J(x∗)} o
d ∈ {0 6= d ∈ Rn | Ogj(x∗)d = 0, j ∈ J+(x∗),Ogj(x∗)d ≤ 0, j ∈ J(x∗)− J∗(x∗)}
donde J∗(x∗) = {j ∈ J(x∗)|µj > 0}. Entonces, el punto regular x∗ ∈ X es óptimo de Pareto.

1.3.1.2. Optimalidad por vía conos

Veremos ahora como usar el concepto de cono en las caracterizaciones de los puntos
óptimos de Pareto. El uso de conos es bastante útil del punto de vista geométrico conociendo la
región objetivo factible, la identificación del frente de Pareto queda bastante simple con el uso de
conos.

Definición 1.3.3. Sean x, y ∈ X . Diremos que x domina y, denotado por x ≺ y, cuando
fi(x) ≤ fi(y), i = 1, · · · , p y existe j ∈ {1, · · · , p} tal que fj(x) < fj(y).

Observación 1.3.3. Si x∗ ∈ X es un óptimo de Pareto, entonces no existe x ∈ X tal que x domine
x∗, o sea, puntos óptimos de Pareto son aquellos que no son dominados por ningún otro punto del
conjunto factible.

La figura 1.10 ilustra la Definición 1.3.3.

Figura 1.10: Dominancia de Pareto.

C.
.B.A

Frente de Pareto
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En la figura 1.10, observamos que A domina B, B domina C y A domina C. Es decir,
A ≺ B, B ≺ C y A ≺ C, respectivamente. Luego, sean A = f(x), B = f(y) y C = f(z) con x,
y, z ∈ X donde X es el conjunto factible. De esta forma, notamos que x ≺ y, x ≺ z e y ≺ z.

Ahora, consideramos, el cono C = Rn
− = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, xi ≤ 0,

i = 1, · · · , n} y es fácil ver que los puntos x ∈ Rn tales que x ≺ x̄ son aquellos que
f(x)− f(x̄) ∈ C.
En efecto, sean

y = f(x) = (y1, y2, · · · , yn)

ȳ = f(x̄) = (ȳ1, ȳ2, · · · , ȳn)

donde,
yi = fi(x), i = 1, · · · , n

ȳi = fi(x̄), i = 1, · · · , n.

Ahora, x ≺ x̄ significa que yi ≤ ȳi, i = 1, · · · , n y existe j ∈ {1, · · · , n} tal que yj < ȳj .
Sigue que yi ≤ ȳi, ∀i = 1, · · · , n o, equivalentemente, yi − ȳi ≤ 0, ∀i = 1, 2, · · · , n, implica
f(x)− f(x̄) ∈ C.

Figura 1.11: Dominancia vía cono.

En seguida definiremos óptimos de Pareto por vía conos.

Definición 1.3.4. Sea X ⊂ Rn

1. Un punto x∗ ∈ X es óptimo de Pareto si{
f(x∗) +

(
Rn
− − {0}

)}⋂
f(X) = φ (1.14)

2. Un punto x∗ ∈ X es óptimo débil de Pareto si{
f(x∗) + int(Rn

−)
}⋂

f(X) = φ. (1.15)
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Para utilizar la Definición 1.3.4 en la identificación de eficiencia se tiene. Dado un punto
y = f(x) en la región objetivo factible y se verifica la condición (1.14).
La figura 1.12 muestra como puede ser geométricamente.

Figura 1.12: Optimalidad de Pareto vía cono.

Observando la Figura 1.12, se tiene de la siguiente forma:{
y1 +

(
R2
− − {0}

)}⋂
f(X) = φ{

y2 +
(
R2
− − {0}

)}⋂
f(X) 6= φ{

y3 +
(
R2
− − {0}

)}⋂
f(X) 6= φ

Sean, x1, x2,x3 ∈ X tales que, y1 = f(x1), y2 = f(x2) e y3 = f(x3).
Combinando las figuras 1.11 e 1.12, vemos que los puntos x ∈ X que dominan x1

satisfacen f(x) /∈ f(X). Por tanto, x1 es un punto óptimo de Pareto. Por otro lado, existen x̄, x̃ ∈ X
tales que x̄ < x2 y x̃ < x3 con f(x̄), f(x̃) ∈ f(X). Luego, x2 y x3 no son puntos óptimos de
Pareto.

1.3.2. Conceptos de la investigación

1.3.2.1. Conceptos básicos

Problemas multi-objetivos en general son resueltos a través del proceso de escala-
rización que consiste en optimizar una función escalar obtenida a partir de las funciones coordenadas
f1, f2, · · · , fp.

En esta sección presentamos dos métodos de escalarización que son el método de las sumas
ponderadas y el método de escalarización de Tchebychev.

El método de las sumas ponderadas fue uno de los primeros a surgir para la solución de
problemas multi-objetivos. Este método tiene la desventaja de no producir toda la frente de Pareto
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cuando esta no sea convexa. Mismo la frente de Pareto siendo convexa, esta situación puede ocurrir
caso el problema sea lineal, como se muestra en el ejemplo 1.3.5 y el método de Tchebychev puede
ser aplicado en problemas que son conexos y no conexos, pero tiene la desventaja de producir
funciones escalares no diferenciables siendo el problema original diferenciable. Vamos describir
ejemplos que muestran que ambos métodos pueden producir alteraciones en los frentes de Pareto
debido a la concentración de puntos de Pareto en un pedazo de la Frente.

1.3.2.1.1 Método de las sumas ponderadas

Este método consiste en asignar coeficientes (pesos) a las funciones f1, f2, · · · , fp para
obtenerse la función escalar y así minimizar.

Sean w1, w2, · · · , wp tales que wi ≥ 0, i = 1, · · · , p,
p∑

i=1
wi = 1.

El problema (P ) será transformado en

(SP )
{

minimizar w1f1(x) + w2f2(x) + · · ·+ wpfp(x)
s.a x ∈ X

Teorema 1.3.7. Dado (w1, w2, · · · , wp) ∈ Rp con wi ≥ 0, i = 1, · · · , p y
p∑

i=1
wi = 1, la solución

correspondiente de (SP ) es óptimo débil de Pareto.

Demostración 1.3.3. Sea x∗ ∈ X una solución de (SP ).
Suponga que x∗ no es un óptimo débil de Pareto. Por consiguiente, existe una solución x ∈ X tal
que fi(x) < fi(x∗) ∀i = 1, · · · , p.
Dado que los coeficientes de ponderación wi > 0 al menos un i, tenemos la ecuación siguiente,

p∑
i=1

wifi(x) <
p∑

i=1
wifi(x∗)

Entonces, es una contradicción a la suposición que x∗ es una solución de (SP ).
Por lo tanto, x∗ es un óptimo débil de Pareto. Para más detalles pueden ver (Miettinen, 1998).

Teorema 1.3.8. Si wi > 0, i = 1, · · · , p, entonces la solución de (SP ) son óptimos de Pareto.

Demostración 1.3.4. Sea x∗ ∈ X una solución de (SP ) con w > 0.
Consideremos que x∗ no es un óptimo de Pareto. Entonces existe una solución x ∈ X tal que
fi(x) ≤ fi(x∗) ∀i = 1, · · · , p y existe fj(x) < fj(x∗) para al menos una j.
Tenemos, desde wi > 0 ∀i = 1, · · · , p

p∑
i=1

wifi(x) <
p∑

i=1
wifi(x∗).

Por lo tanto, contradice a la suposición que x∗ es una solución de (SP ) y asi, x∗ es un óptimo de
Pareto. Para más información (Miettinen, 1998).

La Figura 1.13 ilustra el método de las sumas ponderadas con frente de Pareto convexa.
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Figura 1.13: Gráfica de las sumas ponderadas con frente convexa.

Ejemplo 1.3.3. Ilustramos el método de las sumas ponderadas, aplicando el siguiente modelo de
optimización biobjetivo, cuya frente sea convexa

minimizar {f1(x) = x1, f2(x) = x2}
s.a (x1 − 3)2 + (x2 − 3)2 ≤ 1

Utilizando el programa Matlab solucionamos para un número de puntos de Pareto (npp = 20) con
incremento uniforme (inc = 1

npp
), la variación i = 1, · · · , npp y con los pesos normalizados como:

w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1.

Por tanto, en la siguiente figura 1.14 tenemos la solución sobre la construcción de frente de Pareto,
con el método de las sumas ponderadas, dado que el método es eficiente cuando frente sea convexa.

Figura 1.14: Frente de Pareto convexa / Ejemplo 1.3.3.
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El método de las sumas ponderadas puede dejar de encontrar puntos de Pareto caso el
frente sea no convexa, como ilustran la Figura 1.15 y el Ejemplo 1.3.4.

Figura 1.15: Frente de Pareto no convexa

A.

.

.

.

B

C

D

r

Los puntos A, B, C y D son algunos puntos óptimos de Pareto, pero con el método de las sumas
ponderadas no se puede encontrar los puntos B y C. Es decir, la recta r no encuentra como valores
objetivos mínimos.

Ejemplo 1.3.4. Explicaremos el método de las sumas ponderadas, aplicando el siguiente modelo
de optimización biobjetivo, cuya frente es no convexa,

minimizar {f1(x) = x1, f2(x) = x2}
s.a 5(x2 − 1) + (x1 − 3)3 ≥ 2

x1 − 4,5 ≤ 0
x2 − 3 ≤ 0

Utilizando el programa Matlab solucionamos para un número de puntos de Pareto (npp = 30) con
incremento uniforme (inc = 1

npp
), la variación i = 1, · · · , npp y con los pesos normalizados como:

w1 = i ∗ inc,
w2 = 1− w1.
Tenemos, en la siguiente figura 1.16, la solución sobre la construcción de frente de Pareto, dado que
el método no es eficiente cuando el frente sea no convexa.
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Figura 1.16: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.4.
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Mismo en casos convexos, aplicando algoritmo del método de las sumas ponderadas puede
fallar mas no teóricamente, como muestra el siguiente Ejemplo 1.3.5, que trata de un caso lineal.

Ejemplo 1.3.5. En este ejemplo trataremos de un caso lineal, aplicando el siguiente modelo de
optimización biobjetivo

minimizar {f1(x) = x1, f2(x) = x2}
s.a 1− x1 − x2 ≤ 0

x1 − 1 ≤ 0
x2 − 1 ≤ 0

Utilizando el programa Matlab solucionamos para un número de puntos de Pareto (npp = 30) con
incremento uniforme (inc = 1

npp
), la variación i = 1, · · · , npp y con los pesos normalizados como:

w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1.
Tenemos, en la figura 1.17, la solución sobre la construcción de frente de Pareto en el caso lineal,
donde el método no es eficiente, a pesar que el frente es convexa. Es decir, solo se encuentra siempre
3 puntos en el frente, cuantas veces tengamos la iteración.

Figura 1.17: Problema linear
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Mostraremos teóricamente que en este caso el método de las sumas ponderadas si encuentra
puntos del frente.
De hecho, la función escalar es dada por

ϕ(x1, x2) = w1f1(x1, x2) + w2f2(x1, x2) = w1x1 + w2x2

donde w1, w2 ≥ 0 e w1 + w2 = 1.

(1) Supongamos w1 < w2. Tenemos que
ϕ(0, 1) = w2, ϕ(1, 0) = w1 y sabemos que los óptimos de Pareto satisfacen la ecuación
x1 + x2 = 1.
Luego, ϕ(x1, x2) = ϕ(x1, 1− x1) = w1x1 + w2(1− x1) = (w1 − w2)x1 + w2

Siendo w1 − w2 < 0 e x1 ≤ 1 sigue que
(w1 − w2)x1 ≥ w1 − w2

De ahí, (w1 − w2)x1 + w2 ≥ w1 = ϕ(1, 0)
Así, (1, 0) es siempre solución en el caso en que w1 < w2.

(2) De manera análoga, el punto (0, 1) es la solución para w1 > w2.

(3) Finalmente, si w1 = w2 = 1
2 tendremos

ϕ(x1, x2) = ϕ(x1, 1− x1) = 1
2x1 + 1

2(1− x1) = 1
2 , ∀(x1, x2).

Por tanto, cualquier (x1, x2) que satisfaga x1 + x2 = 1 es mínimo de ϕ.

Figura 1.18: Frente de Pareto / Ejemplo 1.3.5.

Frente de Pareto

1

1

1.3.2.1.2 Método de escalarización de Tchebychev

Se deduce que el método de las sumas ponderadas no puede encontrar puntos de Pareto
caso el frente de Pareto sea no convexa o hasta en problemas lineales.

En esta sección trataremos en detalle de un método, denominado escalarización de Tcheby-
chev, que puede ser aplicado a problemas conexos y no conexos con frente de Pareto convexos y no
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convexos.
El problema escalarizado tiene la forma siguiente

(ET )
{

minimizar máx{w1(f1(x)− u∗1), · · · , wp(fp(x)− u∗p)}
s.a x ∈ X.

Escalarización de Tchebychev recibe este nombre debido a una métrica de Tchebychev,

máx
i=1,··· ,p

{|wi(fi − u∗i )|} = máx
i=1,··· ,p

{wi(fi(x)− u∗i )}

que aparece en la función objetivo del problema escalarizado.

Figura 1.19: Escalarización de Tchebychev.

Note que las curvas de nivel máx{f1, f2} = c tiene el formato del cono R2
−.

De hecho, máx{f1, f2} = c representa la curva definida por el conjunto
{(f1, f2) ∈ R2 | f1 = c o f2 = c}⋂{(f1, f2) ∈ R2 | f1 ≤ c e f2 ≤ c}.

Figura 1.20: Curva de nivel de la función máx {f1, f2} = c.

En la siguiente, presentamos algunos resultados referente a la escalarización de Tchebychev
que pueden ser encontrados en (Miettinen, 1998).
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Teorema 1.3.9. Si los coeficientes w1, · · · , wp son positivos entonces la solución de (ET ) es un
óptimo débil de Pareto.

Demostración 1.3.5. Sea x∗ ∈ X una solución del problema (ET ).
Supongamos que x∗ no es un óptimo débil de Pareto. Entonces, existe x ∈ X tal que
fi(x) < fi(x∗) ∀i = 1, · · · , p. Por consiguiente,

wi(fi(x)− µ∗i ) < wi(fi(x∗)− µ∗i ) ∀i.

Luego, es una contradicción. Por lo tanto, x∗ es un óptimo débil de Pareto.
Para más detalles, se puede ver (Miettinen, 1998).

Teorema 1.3.10. Si (ET ) tiene solución única, entonces esta solución es óptimo de Pareto.

Demostración 1.3.6. Sea x∗ ∈ X solución única. Supongamos, que no es un óptimo de Pareto. En
este caso, existe solución x ∈ X tal que

fi(x) ≤ fi(x∗) ∀i = 1, · · · , p

fj(x) < fj(x∗) para algun j.

Para todo wi > 0, tenemos
p∑

i=1
wifi(x) ≤

p∑
i=1

wifi(x∗).

Por otro lado, la unicidad de x∗ significa que.
p∑

i=1
wifi(x∗) <

p∑
i=1

wifi(x̂) ∀ x̂ ∈ X.

Las dos desigualdades anteriores son contradictorias y por tanto, x∗ es óptimo de Pareto.

Teorema 1.3.11. Sea x∗ ∈ X un punto óptimo de Pareto. Existe un vector 0 < w ∈ Rp para el cual
x∗ es la solución de (ET ).

Demostración 1.3.7. Sea x∗ ∈ X óptimo de Pareto.
Supongamos que @w > 0 ∈ Rp tal que x∗ es una solución de (ET ).
Sabemos por definición que fi(x) > µ∗i ∀i = 1, · · · , p y ∀x ∈ X .
Consideremos,

wi = β

(fi(x∗)− µ∗i )∀i = 1, · · · , p, β > 0

Si x∗ no es una solución de (ET ), entonces existe otro punto x ∈ X que es una solución de (ET ),
significa que,

máx
i

[wi(fi(x)− µ∗i )] < máx
i

[wi(fi(x∗)− µ∗i )]

= máx
i

[
β

fi(x∗)− µ∗i
(fi(x∗)− µ∗i )

]
= β
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así, wi(fi(x)− µ∗i ) < β ∀i = 1, · · · , p.

Luego,
β

fi(x∗)− µ∗i
(fi(x)− µ∗i ) < β y simplificando la expresión tenemos, de la siguiente forma

fi(x) < fi(x∗) ∀i = 1, · · · , p.

Por lo tanto, es una contradicción, por lo cual x∗ es la solución de (ET ).
Más detalles en (Miettinen, 1998).

Combinando los teoremas 1.3.9 y 1.3.11 se obtiene.

Teorema 1.3.12. Sea x∗ ∈ X óptimo débil de Pareto si y solamente si x∗ es una solución de (ET )
para algún w = (w1, · · · , wp) > 0.

Demostración 1.3.8. ⇒). Si x∗ ∈ X es un óptimo débil de Pareto, entonces por el Teorema 1.3.9
existe 0 < w ∈ Rp y por Teorema 1.3.11, x∗ es óptimo de Pareto. Por lo tanto x∗ es la solución de
(ET ).
⇐). Si x∗ es la solución de (ET ) para algún (w1, · · · , wp) > 0. Luego por el Teorema 1.3.9, x∗ es
un óptimo débil de Pareto.

Observación 1.3.4. Escalarización de Tchebychev, al principio, encuentra todos los puntos del
frente de Pareto sea el problema convexo o no, como ilustran los siguientes ejemplos 1.3.6 y 1.3.7.

Ejemplo 1.3.6. Ilustramos el método de escalarización de Tchebychev, aplicando el siguiente
modelo de optimización biobjetivo, cuya frente es convexa.

minimizar {f1(x1, x2) = x1, f2(x1, x2) = x2}
s.a (x1 − 3)2 + (x2 − 3)2 ≤ 1

Se utilizó el programa Matlab para su solución, considerando, número de puntos de Pareto
(npp = 20), incremento uniforme (inc = 1

npp
),con iteración (i = 1, · · · , npp) y los pesos normali-

zados como: w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1 y sea punto utópico u∗ = f ∗ = (2, 2).
Por tanto, en la siguiente (figura 1.21) tenemos la solución sobre la eficacia del método cuando su
frente es convexa.
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Figura 1.21: Frente de Pareto convexa / Ejemplo 1.3.6.
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Ejemplo 1.3.7. Ilustramos el método de escalarización de Tchebychev, aplicando el siguiente
modelo de optimización biobjetivo, cuya frente es no convexa.

minimizar {f1(x1, x2) = x1, f2(x1, x2) = x2}
s.a 5(x2 − 1) + (x1 − 3)3 ≥ 2

x1 − 4,5 ≤ 0
x2 − 3 ≤ 0

Se utilizó el programa Matlab para su solución, considerando, número de puntos de Pareto
(npp = 30), incremento uniforme (inc = 1

npp
), con iteración (i = 1, · · · , npp) y los pesos

normalizados como: w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1 y con punto utópico u∗ = f ∗.
Por tanto, en la figura 1.22 tenemos la solución sobre la eficacia del método cuando su frente sea no
convexa, pero la eficacia no funciona para todos los problemas, por ejemplo, veremos en la figura
1.23 y figura 1.24 el comportamiento de la construcción de frente de Pareto cuando varía el punto
utópico.

Figura 1.22: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.7.
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Sin embargo, es importante destacar que el aspecto del frente de Pareto sufre gran influencia
en la selección de punto utópico. Como en las figuras 1.23 y 1.24 tomadas de los Ejemplos 1.3.6 y
1.3.7 respectivamente, observamos para npp = 20 en la figura 1.23(a) 8 puntos de Pareto mientras
tanto en la figura 1.23(b) solamente 6 puntos de Pareto, mismo ocurre también en la figura 1.24 con
diferentes puntos utópicos tomadas.

Figura 1.23: Frente de Pareto convexa / Ejemplo 1.3.6.
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(a) u∗=(1,1)
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(b) u∗=(0,0)

Figura 1.24: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.7.
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(a) u∗=(0.0000,-0.2750)
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(b) u∗=(-1.0000,-1.2750)
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Ejemplo 1.3.8. Ilustramos el método de escalarización de Tchebychev, aplicando el siguiente
modelo de optimización biobjetivo, cuya frente sea no convexa. Extraído desde Deb et al. (2002).

minimizar {x1, x2}
s.a − x2

1 − x2
2 + 1 + 0,1cos(16arctg(x1

x2
)) ≤ 0

(x1 − 0,5)2 + (x2 − 0,5)2 − 0,5 ≤ 0
0 ≤ x1, x2 ≤ π

Aplicando el programa Matlab tenemos la solución y consideremos el numero de puntos de Pareto
(npp = 30), incremento uniforme (inc = 1

npp
), con iteración (i = 1, · · · , npp) y los pesos

normalizados como: w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1.
Por tanto, en la figura 1.25 tenemos la solución sobre el comportamiento de la construcción de
frente de Pareto cuando varía el punto utópico.

Figura 1.25: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.8.
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(a) u∗=(0.0417, 0.0417)
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(b) u∗=(-0.9583, -0.9583)
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(c) u∗=(-0.0383, -0.0383)
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Los ejemplos 1.3.9 y 1.3.10 son problemas no conexos que pueden ser encontradas frente
de Pareto por la escalarización de Tchebychev, sin embargo, es importante destacar que los puntos
del frente de Pareto no obtiene una distribución de manera uniforme como vemos en la figura
1.27(b) a pesar que los pesos son distribuidos uniformemente.

Ejemplo 1.3.9. Ilustramos el método de escalarización de Tchebychev, en el siguiente modelo de
optimización biobjetivo no conexo,

minimizar {x1, x2}
s.a 17x2

1 + 17x2
2 + 30x1x2 − 288x1 − 288x2 + 1264 ≤ 0

−5x2
1 − 5x2

2 + 6x1x2 + 18x1 + 18x2 ≤ 73

Utilizando el programa Matlab tenemos la solución y consideremos el número de puntos de Pareto
(npp = 30), incremento uniforme (inc = 1

npp
), iteración (i = 1, · · · , npp) y los pesos normalizados

como: w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1.
Por tanto, en la figura 1.26 tenemos la solución sobre el comportamiento de la construcción de
frente de Pareto tomados punto utópico en diferentes puntos.

Figura 1.26: Frente de Pareto no conexa / Ejemplo 1.3.9
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(a) u∗=(1.5845, 1.5845)
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(b) u∗=(0.5845, 0.5845)

Ejemplo 1.3.10. Ilustramos el método de escalarización de Tchebychev, en el siguiente modelo de
optimización biobjetivo no conexo,

minimizar {x1, x2}
s.a − x2

1 − x2
2 + 1 + 1,01cos(16arctan(x1

x2
)) ≤ 0,

(x1 − 0,5)2 + (x2 − 0,5)2 − 0,5 ≤ 0,5,
1,69x2

1 + 1,01x2
2 − 2,6x1x2 − 0,02 ≥ 0,

0 ≤ x1, x2 ≤ π.
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Utilizando el programa Matlab tenemos la solución. considere, incremento uniforme
(inc = 1

npp
), con iteración (i = 1, · · · , npp) y los pesos normalizados como:

w1 = i ∗ inc, w2 = 1− w1 y considerando punto utópico u∗ = (−0,0383,−0,0383).
Por tanto, en la figura 1.27 tenemos la solución sobre el comportamiento de la construcción de
frente de Pareto para dos números de puntos de Pareto.

Figura 1.27: Frente de Pareto no conexa / Ejemplo 1.3.10.
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(a) npp=6
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(b) npp=15

Con el intuitivo de obtener una distribución más uniforme para frente de Pareto, (Dutta
and Kaya, 2011) modificaron escalarización de Tchebychev incorporando restricciones que fueron
denominados rayos. Este método modificado, es llamado como escalarización de Tchebychev a lo
largo de rayos, será mostrado en el próximo capítulo.

1.3.2.2. Método de Tchebychev a lo largo de rayos

En la sección 1.3.2.1, presentamos el método de las sumas ponderadas y el método de
Tchebychev para construcción del frente de Pareto para problemas de optimización multi-objetivo.

Observamos que el método de las sumas ponderadas falla al buscar puntos de Pareto
caso el frente de Pareto no sea convexa y, mismo siendo convexa, se puede encontrar dificultades
en la construcción del frente como en el caso lineal, ilustrado por el ejemplo 1.3.5. Presentamos
entonces el método de Tchebychev, que puede ser aplicado para problemas conexos y no conexos.
Sin embargo, puede ser que haya una concentración de los puntos de solución en una parte del
frente, dejando así el retrato de su real aspecto.

En este sección, vamos a presentar una nueva técnica, propuesta en (Dutta and Kaya, 2011),
que se trata de una modificación del método de Tchebychev, llamada método de Tchebychev a lo
largo de rayos, que se obtiene una distribución más uniforme de los puntos del frente de Pareto
para problemas multi-objetivos conexos. Entenderemos, que ese nuevo método produce un frente
más bien distribuida. Sin embargo, surgen puntos que no son óptimos de Pareto como solución del
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problema resultante de la nueva escalarización. Veremos entonces como eliminar esa inconveniencia
con introducción de una técnica que elimina puntos que no son óptimos de Pareto.

Consideremos nuevamente el problema

(ET )
{

minimizar máx{w1(f1(x)− u∗1), · · · , wp(fp(x)− u∗p)}
s.a x ∈ X.

El Teorema 1.3.13 indica el camino para la formulación del método de Tchebychev a lo
largo de rayos.

Teorema 1.3.13. (Ogryczak, 2001, Teorema 1) Suponga que x∗ ∈ X es un punto eficiente de (P )
tal que

w1(f1(x∗)− u∗1) = · · · = wp(fp(x∗)− u∗p) (1.16)

para ciertos w1, · · · , wp > 0.
Sean f̄ = (f̄1, · · · , f̄p) = (f1(x∗), · · · , fp(x∗)) y x̄ solución de (ET ) con los mismos
w1, · · · , wp > 0. Entonces f̄ = (f̄1, · · · , f̄p) = (f1(x̄), · · · , fp(x̄)) es el único vector de valores
óptimos.

Demostración 1.3.9. Sea f̄(x) ∈ f(X) un vector no dominado con f(x) ∈ X que satisface,

w1
(
f1(x)− f̄1(x)

)
= · · · = wp

(
fp(x)− f̄p(x)

)
con algún vector objetivo f ∈ f(X) y wi > 0, i = 1, · · · , p.
Supongamos que f̄ no es una única solución óptima de (ET ). Entonces existe un vector objetivo f̂
tal que f̂ 6= f̄ y

máx
1≤i≤p

{
wi(fi − f̂i)

}
≤ máx

1≤i≤p

{
wi(fi − f̄i)

}
= α.

Aquí,
wi(fi − f̂i) ≤ α = wi(fi − f̄i) para i = 1, · · · , p.

Así, f̂ ≥ f̄ y f̂ 6= f̄ que contradice a la suposición que f̂ no es dominado.
Para más detalles ver (Ogryczak, 2001)

Observación 1.3.5. Note que las ecuaciones

w1(f1 − u∗1) = · · · = wp(fp − u∗p) (1.17)

representan una semi-recta (rayo) con vector director v = ( 1
w1
, · · · , 1

wp
) y con origen en el punto

utópico.
Una ecuación paramétrica para el rayo en la región objetivo factible puede ser escrita como

f = tv + u∗ , t ≥ 0. (1.18)
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Combinando los Teorema 1.3.12 y Teorema 1.3.13, contemplamos que el rayo definido por
(1.17) intercepta el frente de Pareto para algún w = (w1, · · · , wp) y el punto de intersección es un
punto óptimo entonces la solución de (ET ) produce tal punto de intersección en la frente de Pareto.

Esta idea puede ser útil para generar una buena aproximación del frente de Pareto en el
caso en que los puntos óptimos débil de Pareto también son óptimos de Pareto. En esta situación,
se usa un conjunto conveniente de pesos w1, · · · , wp y seleccionado “apropiadamente” el punto
utópico para la construcción de frente de Pareto. Métodos que usan este concepto son encontrados
en (Eichfelder, 2008, 2009a,b; Mueller-Gritschneder et al., 2009).

La idea presentada por (Dutta and Kaya, 2011) es mejor que los otros métodos en el
sentido que estos últimos proponen una nueva escalarización con la cual es posible construir una
aproximación de frente de Pareto que contengan puntos óptimos (débil) de Pareto.

La escalarización tipo Tchebychev presentada en (Dutta and Kaya, 2011) aumenta res-
tricciones dadas por los rayos asociados a los pesos w1, · · · , wp al problema (ET ) de la siguiente
forma

(TR)


minimizar máx{w1(f1(x)− u∗1), · · · , wp(fp(x)− u∗p)}
s.a wi(fi(x)− u∗i )− wi+1(fi+1(x)− u∗i+1) = 0, i = 1, · · · , p− 1
x ∈ X.

La nueva escalarización fue denominada como escalarización de Tchebychev a lo largo de rayos.

Teorema 1.3.14. Si x∗ es un óptimo débil de Pareto de (P ) entonces x∗ es la solución de (TR)
para algún vector w = (w1, · · · , wp) > 0.

Demostración 1.3.10. Sea x∗ un punto óptimo débil de Pareto.
Para β > 0,

wi = β

fi(x∗)− µ∗i
,∀i = 1, · · · , p (1.19)

con esta elección de wi, x∗ ∈ X satisface las restricciones de la igualdad en (TR).
Consideremos que x∗ ∈ X no es una solución de (TR). Entonces existe un punto x ∈ X satisfa-
ciendo las restricciones de igualdad de manera que

máx
1≤i≤p

wi(fi(x)− µ∗i ) < máx
1≤i≤p

wi(fi(x∗)− µ∗i ) = β,

es decir,
wi(fi(x)− µ∗i ) < β, ∀i = 1, · · · , p. (1.20)

sustituyendo la ecuación (1.19) en (1.20), se obtiene

β

fi(x∗)− µ∗i
(fi(x)− µ∗i ) < β,

si fi(x∗)− µ∗i , β son positivos y reorganizando se llega a:

fi(x) < fi(x∗)∀i = 1, · · · , p. (1.21)

Dado que es una contradicción, entonces x∗ es un punto óptimo débil de Pareto.
Para más detalles se puede ver (Dutta and Kaya, 2011).
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Observación 1.3.6. La recíproca del Teorema 1.3.14 no es verdad a menos que el frente de Pareto
sea conexa. Este caso puede ser verificado como sigue.
Sea el problema bi-objetivo mı́n{f1(x), f2(x)}, x ∈ X ⊂ R2, donde x∗1 e x∗2 son soluciones de los
problemas mono-objetivos

(P1) mı́n f1(x), x ∈ X

(P2) mı́n f2(x), x ∈ X

respectivamente.

Sean
f ∗1 = f1(x∗1), f̄2 = f2(x∗1)

f̄1 = f1(x∗2), f ∗2 = f2(x∗2),

frente de Pareto será conexa si y solamente si la recta f2 = u∗2 + α(f1 − u∗1) en el espacio objetivo
intercepta al Frente para todo angulo α ∈ [αmı́n, αmáx] donde

αmı́n = arctg(f
∗
2 − u∗2
f̄1 − u∗1

)

αmáx = arctg( f̄2 − u∗2
f ∗1 − u∗1

)

Figura 1.28: Frente de Pareto conexa.

Fuente: Dutta and Kaya (2011)
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Si el frente de Pareto no es conexa entonces existirán u∗ = (u∗1, u∗2) y w = (w1, w2) tales
que la semi-recta

w1(f1(x)− u∗1) = w2(f2(x)− u∗2) (1.22)

no interceptará al Frente.

Figura 1.29: Frente de Pareto no conexa.

Fuente: Dutta and Kaya (2011)

En este caso, la solución de (TR) con la restricción (1.22) no será un óptimo de Pareto (o eficiente).
Vale la recíproca de Teorema 1.3.14 desde que a frente de Pareto sea conexa, conforme el

siguiente teorema

Teorema 1.3.15. Considere que el frente de Pareto asociada al problema (P ) sea conexa.
Si x∗ es una solución de (TR) para algún w = (w1, · · · , wp) > 0 entonces x∗ es óptimo débil de
Pareto de (P ).

Demostración 1.3.11. Sea x∗ solución de (PR) para algún w1, · · · , p > 0,
Para todo i = 1, · · · , p− 1 afirmamos,

wi(fi(x∗)− µ∗i )− wi+1(fi+1(x∗)− µ∗i+1) = 0.

Entonces, se pueden escribir las igualdades en (1.17) que a su vez definen en el espacio objetivo el
rayo f = µ∗ + tv, t ≥ 0, en (1.18). Así, f(x∗) = (f1(x∗), · · · , fp(x∗)) es un punto en el rayo, para
algún t ≥ 0.
Afirmamos que x∗ es un punto óptimo débil de Pareto de (P ).
Supongamos, por contradicción, que x∗ no es un punto óptimo débil de Pareto. Entonces, como
frente de Pareto es conectado, existe x̄ ∈ X tal que f(x̄) es un punto de intersección de rayo con el
frente de Pareto y que

fi(x̄)− µ∗i < fi(x∗)− µ∗i ∀i = 1, · · · , p.
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Como w1, · · · , wp > 0, tenemos

wi (fi(x̄)− µ∗i ) < wi (fi(x∗)− µ∗i ) ∀i = 1, · · · , p.

de tal forma que,
máx
1≤i≤p

wi (fi(x̄)− µ∗i ) < máx
1≤i≤p

wi (fi(x∗)− µ∗i ) .

Por lo tanto, es una contradicción, entonces x∗ es una solución de (PR).
Para más información ver (Dutta and Kaya, 2011).

Observación 1.3.7. El Teorema 1.3.15 es la condición principal para aplicar el método de Tcheby-
chev a lo largo de rayos para superar las dificultades encontradas por los métodos estudiados en la
sección 1.3.2.1, en el caso de frente de Pareto conexa.

Este Método agrega restricciones definidas por rayos que, en el caso conexo, atraviesan
al frente produciendo una solución de Pareto. Los ángulos son distribuidos uniformemente con
la variación uniforme de pesos para los rayos de modo a si obtener una buena aproximación para
la frente. Obviamente, al principio, no hay como saber si un determinado rayo intercepta a frente
de Pareto. Por tanto, una solución de (TR) puede no ser un punto eficiente. Tales soluciones son
eliminadas con la introducción de una rutina referido en el último paso del algoritmo de Tchebychev
a lo largo de rayos, detallado en el algoritmo del método, que identifica puntos que no son óptimos
(débil) de Pareto.

1.3.2.3. Método de restricción ponderada

En la sección 1.3.2.1, el método de escalarización de Tchebychev para la construcción de
frente de Pareto, se observa particularmente en los problemas no conexos que los puntos eficientes no
son distribuidos de manera uniforme y en la sección 1.3.2.2, presentamos el método de Tchebychev
a lo largo de rayos para la construcción del frente de Pareto para problemas de optimización
multi-objetivo.

Notamos que el método de escalarización de Tchebychev a lo largo de rayos no es aplicable
para problemas caso la frente de Pareto fuera no conexo.

En este sección, mostraremos detalladamente una nueva técnica, propuesta en (Burachik
et al., 2014b), llamado método de restricción ponderada, se trata de una función k-ésimo objetivo
que minimiza, para un k fijo y los restantes de las funciones objetivas son incorporadas como
restricciones. Evaluaremos que el nuevo método resuelve problemas conexos y no conexos con
frente de Pareto y/o conjunto factible no conexo, de un k-ésimo objetivo, que produce frente de
Pareto, distribuido uniformemente con adecuada selección del punto utópico.
Para k ∈ {1, · · · , p} y w ∈ W++ el problema (P k

w)

(P k
w)


minimizar wkfk(x)
s.a wifi(x) ≤ wkfk(x), i = 1, · · · , p, i 6= k.

x ∈ X.
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Observación 1.3.8. Las funciones objetivas que son incorporados como restricciones son planos
que cambian su posición para cada iteración de k-ésimo peso, de acuerdo que se busca minimizar
k-ésimo función objetivo.

Definición 1.3.5. La región factible del problema (P k
w). Para k y w fijos es definido como

Xk
w = {x ∈ X | wifi(x) ≤ wkfk(x);∀i 6= k}.

Donde, para cada x ∈ X , k se verifica wkfk(x) = máxi=1,··· ,p{wifi(x)}, por tanto, x ∈ Xk
w tal que

x son los puntos óptimos (débil) de Pareto.

Definición 1.3.6. El conjunto de solución del problema (P k
w) es definido como

Sk
w = {x ∈ X | x resuelve (P k

w)}

Definición 1.3.7. Sea w ∈ W++ fijo, se tiene

X =
p⋃

k=1
Xk

w.

Definición 1.3.8. Sea W (x) para cada x ∈ X , se define de la siguiente forma

W (x) = {w ∈ W++ | x ∈ Sk
w, ∀k = 1, · · · , p}

donde, W (x) puede ser vacío, para algunos x ∈ X .

Teorema 1.3.16. x∗ ∈ X es un punto óptimo débil de Pareto del problema (P ), si y sólo sí existe
w ∈ W++, x∗ es una solución de (P k

w) para todo k = 1, · · · , p

Demostración 1.3.12.

⇒). Asumamos, w ∈ W++ tal que x∗ es una solución de (P k
w) ∀k.

Supongamos, que x∗ ∈ X no es un óptimo débil de Pareto de (P ). Entonces existe x̄ ∈ X tal
que

fi(x̄) < fi(x∗), i = 1, · · · , p (1.23)

Por la definición 1.3.7, existe k tal que x̄ ∈ X . Entonces desde ecuación 1.23 y wk, tenemos

wkfk(x̄) < wkfk(x∗). (1.24)

Por consiguiente, la ecuación 1.24 es una contradicción, entonces x∗ es una solución de (P k
w).

⇐). Sea x∗ ∈ X óptimo débil de Pareto de (P ).
Demostremos, que ∃w ∈ W++ tal que x∗ es una solución de (P k

w) ∀k.
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Sabemos que, fi(x) > 0∀x ∈ X .
Definimos,

wi =
1

fi(x∗)
p∑

i=1

1
fi(x∗)

.

Entonces, wi > 0,
∑
wi = 1. Es decir, w ∈ W++ y x∗ satisface todas las restricciones como

igualdades,
wifi(x∗) = wkfk(x∗), i = 1, · · · , p, i 6= k. (1.25)

Si x∗ no es la solución de (P k
w) para algún k, entonces ∃x̄ ∈ X tal que

wkfk(x̄) < wkfk(x∗)
wifi(x̄) ≤ wkfk(x̄), i 6= k.

De manera que,de la ecuación anterior y 1.25 tenemos,

wifi(x̄) ≤ wkfk(x̄) < wkfk(x∗), i = 1, · · · , p y i 6= k.

Luego por la ecuación 1.25, podemos escribir

wifi(x̄) < wkfk(x∗) = wifi(x∗), i = 1, · · · , p y i 6= k. (1.26)

Entonces, como wi > 0 y por la ecuación 1.26 se llega:

fi(x̄) < fi(x∗), i = 1, · · · , p.

Por lo tanto, es una contradicción que x∗ es un punto óptimo débil de Pareto.
Para más información (Burachik et al., 2014b).

Observación 1.3.9. Notemos particularmente, que la parte “sólo sí” del Teorema 1.3.16 es válida,
para puntos óptimos de Pareto, pues todo punto óptimo de Pareto es un punto óptimo débil de
Pareto, mostrado en la observación 1.2.4. Sin embargo, no necesariamente implica que el punto sea
óptimo de Pareto, a menos que sea X convexo y todas las funciones objetivas sean estrictamente
convexos. El siguiente ejemplo ilustra esta observación.

Ejemplo 1.3.11.

Sea f : R2 → R2 con f(x) = (x1, x2) y consideremos el problema

minimizar {f1(x), f2(x)}
s.a (x1 − 1)2 + (x2 − 1)2 ≤ 0,8

(x1 − 1)(x2 − 1) ≤ 0

Si x∗ = (1, 0,8) es un punto óptimo débil de Pareto.
Sean w1 = 4

9 y w2 = 5
9 , para k = 1, 2 el problema (P k

w) se puede escribir como

(P 1
w)
{

minimizar w1f1(x)
s.a w2f2(x) ≤ w1f1(x).
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y

(P 2
w)
{

minimizar w2f2(x)
s.a w1f1(x) ≤ w2f2(x).

luego, x∗ = (1, 0,8) es un óptimo de Pareto de ambos problemas. Sin embargo, x∗ = (1, 0,8) no es
un óptimo de Pareto (es un óptimo débil de Pareto).

Figura 1.30: Punto eficiente débil.

Proposición 1.3.1. Sea W (x) 6= φ. Para un k ∈ {1, · · · , p}, ∃x∗k ∈ Sk
w tal que ∀r 6= k, ∃x∗r ∈ Sk

w,
que satisface

fr(x∗k) ≤ fr(x∗r). (1.27)

Entonces x∗k es óptimo débil de Pareto del problema (P ).

Prueba I.1. Sea k = 1. Supongamos que x∗1 no es un punto óptimo débil de Pareto. Entonces
∃x∗ ∈ X tal que

fi(x̂) < fi(x∗1) (1.28)

Notemos por definición 1.3.7, x̂ ∈ X = ⋃p
r=1X

r
w.

Tenemos dos casos.

Caso I: Sea x̂ ∈ X1
w. Donde w1 > 0 y desde la ecuación 1.28, se puede escribir de la siguiente

forma
w1f1(x̂) < w1f1(x∗1) (1.29)

Por tanto, es una contradicción, pues x∗1 ∈ S1
w.

Caso II: Sea x̂ ∈ Xs
w, para algún s 6= 1. Tenemos desde la ecuación 1.28

wsfs(x̂ < wsfs(x∗1)) (1.30)

Tenemos por la ecuación 1.27,

wsfs(x̂) < wsf(x∗1) ≤ wsfs(x∗s). (1.31)
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Esto contradice el hecho de que x∗s ∈ Ss
w. Dado que los ambos casos conducen a una

contradicción, concluimos que x∗1 es un punto óptimo débil de Pareto.
Para más detalles pueden consultar a (Burachik et al., 2014b).

Corolário I.1. Seaw ∈ W++. Suponer que (x∗1, · · · , x∗p) ∈ S1
w×· · ·×Sp

w y que ∀r, k ∈ {1, · · · , p},

fr(x∗r) ≥ fr(x∗k).

Entonces x∗k ∈ WE(P ), para cada k = 1, · · · , p.

Prueba I.2. En la proposición 1.3.1, probamos que, si existe k tal que la ecuación (1.27) sostiene
que x∗k es un punto óptimo débil de Pareto.
Asumamos, que por la hipótesis, ∀k, r,

fr(x∗k) ≤ fr(x∗r).

Por lo tanto, x∗k es un punto óptimo débil de Pareto.
Para más detalles, se puede ver en (Burachik et al., 2014b).

En el Teorema 1.3.16 demuestra que, si tiene una solución común x∗ para todo
k ∈ {1, · · · , p} de (P k

w) entonces x∗ es un óptimo débil de Pareto. Sin embargo, si las soluciones
no son comunes de (P k

w) y también los valores óptimos correspondientes no sean los mismos,
entonces por la proposición 1.3.1 es posible hacer ciertas comparaciones entre las soluciones de
cada problema (P k

w) y concluir si alguna de esas soluciones es óptimo débil de Pareto o no. Por
tanto, podemos identificar más de un óptimo débil de Pareto como resultado final del procedimiento
de comparación. La ventaja de este método de restricción ponderada es la perspectiva de encontrar
dos puntos de Pareto para una única selección de pesos sobre los métodos de escalarizaciones
existentes, que son problemas principalmente con un dominio que no es conexo.
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CAPITULO II: METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN

Tipo de investigación
El trabajo de investigación, de acuerdo a la naturaleza del problema a los objetivos for-

mulados, reúne condiciones para ser calificado como una investigación de tipo básica. Sostiene
Hernandez,Fernandez y Baptista(2006) “La investigación para su función es producir conoci-
mientos y teorías, su objetivo es incrementar el conocimiento ya existente”.

Nivel de investigación

El presente trabajo de investigación es nivel descriptivo. Sostiene Arias(2016) “su objetivo
es conocer los aspectos más importantes del o los fenómenos que le interesan responder al interro-
gante ¿cómo, quien, dónde, cuando? describe los datos y características de un hecho o fenómeno en
estudio”.

Diseño de investigación
El diseño de investigación utilizado en el presente trabajo de investigación, es de tipo

experimental pura. Hernandez,Fernandez y Baptista(2014) afirma que se puede manipular una o
varias variables independientes para observar sus cambios en las variables dependientes.

Enfoque de investigación
El enfoque de la investigación es de tipo cualitativo, porque se busca comprender e

interpretar el comportamiento de la construcción de frente de Pareto.
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CAPITULO III: RESULTADOS Y DISCUSIÓN

3.1. Resultados

Los resultados esperados de esta investigación se determinó con la construcción de Frente
de Pareto en los problemas de optimización biobjetivo conexo y no conexo, con los algoritmos de la
programación de los métodos de escalarización.

Algoritmo de tchebychev a lo largo de rayos

Describiremos en los siguientes pasos del algoritmo que utiliza escalarización de Tcheby-
chev a lo largo de rayos (Dutta and Kaya, 2011).

Paso 1 (Inicio)
Sea ε1, ε2 > 0 y N = npp. Hacer k = 1

Paso 2 (Puntos extremos de la frente)

2.1 Encontrar x̄1 solución de minimizar f1(x), x ∈ X
Hacer f ∗1 = f1(x̄1) y f̄2 = f2(x̄1)
Defina P ◦ = (f ∗1 , f̄2)

2.2 Encontrar x̄2 solución de minimizar f2(x), x ∈ X
Hacer f̄1 = f1(x̄2) y f ∗2 = f2(x̄2)
Defina PN = (f̄1, f

∗
2 )

Paso 3 (Punto utópico)
Hacer u∗ = (u∗1, u∗2) con u∗1 = f ∗1 − ε1, u∗2 = f ∗2 − ε2

Paso 4 (Ángulos)

Calcule αmı́n = arctg(f∗
2−u∗

2
f̄1−u∗

1
)

αmáx = arctg( f̄2−u∗
2

f∗
1−u∗

1
)
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∆α = αmáx − αmı́n

npp

Paso k (Ciclo)

k.1 Hacer α = αmı́n + k∆α
Hacer w1 = sinα y w2 = cosα

k.2 Encontrar x̄ solución de (TR)
Defina P k = (f1(x̄), f2(x̄))

k.3 Si k = npp vá para el Paso N
Si no, k = k + 1 y vá para k,1

Paso N (Eliminando puntos no Pareto)
Para i = 1, · · · , npp existe j = 0, · · · , npp
tal que P j

1 < P i
1 y P j

2 < P i
2 entonces elimine P i.

El algoritmo de Tchebychev a lo largo de rayos proporciona una buena herramienta para la cons-
trucción de frente de Pareto para problemas de optimización con dos objetivos, puede ser adaptado
también para problemas con tres o más objetivos (Das and Dennis, 1998; Eichfelder, 2008; Mueller-
Gritschneder et al., 2009). Con el intuitivo de obtener una buena distribución de los puntos óptimos
es importante escoger los pesos w1 y w2 uniformemente y tomar el punto utópico suficientemente
menor del punto ideal, escogiendo ε1 y ε2 suficientemente grandes.

Otro aspecto importante del algoritmo es que en el paso k,2 el problema no diferenciable
(TR) es resuelto, además empleamos el Deflected Subgradient Method (DSG) (Burachik et al.,
2014a, 2006; Burachik and Kaya, 2007, 2010; Burachik et al., 2010) que utiliza Dualidad Lagrangia-
na como técnica no diferenciable. Esa rutina requiere la solución de subproblemas sin restricciones
de optimización, los cuales fueron resueltos usando subrutina fminsearch de MatLab que emplea el
Método de Nelder-Mead (Lagarias et al., 1998).

Ejemplos numéricos de la escalarización de tchebychev a lo largo de rayos

Ejemplo 3.1.1. Ilustramos el método de escalarización de Tchebychev a lo largo de rayos, en el
siguiente modelo de optimización biobjetivo,

minimizar {x1, x2}
s.a 5(x2 − 1) + (x1 − 3)3 ≥ 2

x1 − 4,5 ≤ 0
x2 − 3 ≤ 0

Vamos buscar solución del ejemplo para npp = 30, aplicando algoritmo del método de escalariza-
ción de Tchebychev a lo largo de rayos

Paso 1 Para ε1 = 0, ε2 = 0 y npp = 30
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Paso 2
Vamos buscar los puntos extremos de la frente P ◦ = (f ∗1 , f̄2) y PN = (f̄1, f

∗
2 )

Figura 3.1: Puntos extremos de la solución.
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P0=(1,3)

PN=(4.5,0.73)

Paso 3 Tenemos el punto utópico u∗ = (u∗1, u∗2), en este caso, se tiene u∗ = f ∗,

Figura 3.2: Punto utópico / u∗ = f ∗ = (1, 0,73).
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u*=(1,0.73)

Paso 4: Calcular los ángulos máx. y mín. para la variación de rayos, como:
αmı́n = 0
αmáx . = 1,5708 y
∆α = 0,0507
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Paso k: Tenemos que hallar solución de (TR) con la variación de,
α = αmı́n + k∆α y los pesos w1 = sinα y w2 = cosα de la siguiente manera

Figura 3.3: Construcción de frente de Pareto.
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Paso N: Eliminando los puntos no paretos, en este caso no es necesario eliminar, porque todos
sus puntos son óptimos de Pareto.

Ejemplo 3.1.2. Ilustramos el algoritmo del método, en el siguiente modelo de optimización biobje-
tivo,

minimizar {x1, x2}
s.a − (x1 − 0,5)2 − (x2 − 0,5)2 + 0,5 ≤ 0

x2
1 + x2

2 − 4 ≤ 0
−x3

1 − 2x2 + 1 ≤ 0
Solucionamos el ejemplo dado, paso por paso aplicando algoritmo del método, para npp = 30,

Paso 1: Para ε1 = 0, ε2 = 0 y npp = 30

Paso 2: Buscaremos los puntos extremos de la frente P ◦ = (f ∗1 , f̄2) y PN = (f̄1, f
∗
2 )
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Figura 3.4: Puntos extremos de la frente.
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P0=(-1.2764,1.5397)

PN=(1.5294,1.2888)

Paso 3:Tenemos el punto utópico u∗ = (u∗1, u∗2), en este caso, se tiene u∗ = f ∗,

Figura 3.5: Punto utópico.
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u*=(-1.2764,-1.2888)

Punto utópico

P0=(-1.2764,1.5397)

PN=(1.5294,-1.2888)

Paso 4: Calculamos los ángulos máx. y mín. para la variación de rayos, como:
αmı́n = 0
αmáx . = 1,5708 y
∆α = 0,0507

Paso K: Tenemos que hallar solución de (TR), es decir, puntos óptimos y puntos no óptimos
con la variación de, α = αmı́n + k∆α y los pesos w1 = sinα y w2 = cosα de la siguiente
manera
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Figura 3.6: Construcción de frente de Pareto.

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

f1

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

f2

u*=(-1.2764,-1.2888)

Paso N: Eliminando los puntos no Paretos,

Figura 3.7: Puntos óptimos de Pareto.
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Ejemplo 3.1.3. Ilustramos el algoritmo del método, en el siguiente modelo de optimización biobje-
tivo. Extraído de (Deb et al., 2002)

minimizar {1− exp(−
3∑

i=1
(xi − 0,577)2), 1− exp(−

3∑
i=1

(xi + 0,577)2)}

s.a − 0,577 ≤ x1, x2, x3 ≤ 0,577

Se utilizó el programa Matlab para la solución, considerando numero de puntos de Pareto
(npp = 80), tenemos la eficacia de la solución del método.
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Paso 1: Para ε1 = 2, ε2 = 2 y npp = 80

Paso 2: Buscamos los puntos extremos de la frente P ◦ = (f ∗1 , f̄2) y PN = (f̄1, f
∗
2 )

Figura 3.8: Búsqueda de los puntos extremos de la frente.
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P0=(0.0180,0.9753)

PN=(0.9816,0)

Paso 3: Sea el punto utópico u∗ = (u∗1, u∗2) = (−1,9820,−2,0000),

Figura 3.9: Punto utópico.
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Punto utópico

u*=(-1.9820,-2)

P0=(0.0180,0.9753)

PN=(0.9816,0)

Paso 4: Calculamos los ángulos máx. y mín. para la variación de rayos, como:
αmı́n = 0,5937
αmáx . = 0,9790 y
∆α = 0,0048
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Paso K: Tenemos que hallar solución de (TR), es decir, puntos óptimos y puntos no óptimos
con la variación de, α = αmı́n + k∆α y los pesos w1 = sinα y w2 = cosα de la siguiente
manera

Figura 3.10: Construcción de frente de Pareto.
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Paso N: Eliminación de los puntos no Pareto y luego tenemos resultado de la construcción de
óptimos de Pareto.

Figura 3.11: Puntos óptimos de Pareto.
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Ejemplo 3.1.4. Ilustramos el algoritmo del método, en el siguiente modelo de optimización biobje-
tivo. Extraído de (Deb et al., 2002).

minimizar {x1, x2}
s.a − x2

1 − x2
2 + 1 + 0,1cos(16arctg(x1

x2
)) ≤ 0

(x1 − 0,5)2 + (x2 − 0,5)2 − 0,5 ≤ 0
0 ≤ x1, x2 ≤ π

Utilizando el programa Matlab para la solución, para un número de puntos de Pareto (npp = 30),
tenemos la eficiencia del método de solución.

Paso 1: Para ε1 = 0, ε2 = 0 y npp = 30

Paso 2: Buscamos los puntos extremos de la frente P ◦ = (f ∗1 , f̄2) y PN = (f̄1, f
∗
2 )

Figura 3.12: Puntos extremos de la frente.
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P0=(0.0417,1.0384)

PN=(1.0384,0.0417)

Paso 3: Sea el punto utópico u∗ = (u∗1, u∗2),
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Figura 3.13: Punto utópico.
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Punto utópico

Paso 4: Calculamos los ángulos máx. y mín. para la variación de rayos, como:
αmı́n = 0
αmáx . = 1,5708
∆α = 0,0507

Paso K: Tenemos que hallar solución de (TR), es decir, puntos óptimos y puntos no óptimos
de Pareto con la variación de, α = αmı́n + k∆α y los pesos w1 = sinα y w2 = cosα de la
siguiente manera

Figura 3.14: Construcción de frente de Pareto.
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Paso N: Eliminar los puntos no Pareto y vemos el resultado en la siguiente figura.

Figura 3.15: Puntos óptimos de Pareto.
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Algoritmo del método de restricción ponderada

Describiremos en los siguientes pasos el algoritmo, que implementa la técnica del método
de restricción ponderada, para generar una aproximación de frente de Pareto a los problemas
conexos y no conexos de optimización de dos objetivos.

Paso 1 (Inicio)
Sea N = npp y escoger un punto utópico u∗ = (u∗1, u∗2). Hacer s = 1

Paso 2 (Puntos extremos de la Frente)

2.1 Encontrar x̄0 solución de minimizar f1(x), x ∈ X
Hacer f̄1 = f1(x̄0) y f ∗2 = f2(x̄0)
Defina F ◦ = (f̄1, f

∗
2 )

2.2 Encontrar x̄f solución de minimizar f2(x), x ∈ X
Hacer f ∗1 = f1(x̄f ) y f̄2 = f2(x̄f )
Defina FN = (f ∗1 , f̄2)

Paso 3 (Generación de partición de pesos)

Defina w0 = f ∗2 − u∗2
[(f̄1 − u∗1) + (f ∗2 − u∗2)]

Defina wf = f̄2 − u∗2
[(f ∗1 − u∗1) + (f̄2 − u∗2)]

Defina wt = w0 + t
wf − w0

npp
, t = 0, 1, · · · , npp

Hacer t=0
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Paso 4 (Ciclo)
Hacer w = (w1, w2) := (wt, 1− wt)

(a) (i) Encontrar x̄1 solución de (P 1
w)

(ii) Encontrar x̄2 solución de (P 2
w)

(b) (Determinar los puntos óptimos (débil) de Pareto)
Hacer s = s+ 1
Si x̄1 = x̄2 = x̄ entonces, defina F (s) := (f1(x̄), f2(x̄)) e ir al paso 5.
sino, uno de los siguientes dos casos es ejecutado.
(i) Si f2(x̄1) ≤ f2(x̄2), entonces F (s) := (f1(x̄1), f2(x̄1)).
(ii) Si f1(x̄2) ≤ f1(x̄1), entonces F (s) := (f1(x̄2), f2(x̄2)).

Paso 5 (Criterio de parada)
Si t = npp, entonces ir al paso 6
sino, defina t = t+ 1 e ir al paso 4

Paso 6 (Salida)
Defina F (s+ 1) = FN

El algoritmo del método de restricción ponderada ofrece una buena herramienta para la construcción
de frente de Pareto para problemas de optimización con dos objetivos, incluidos a los problemas
con frente de Pareto no conexo y/o dominio no conexo, con la partición uniforme del intervalo de
pesos asociado con funciones objetivos y seleccionado de manera adecuada los puntos utópicos;
además es aplicable para problemas con tres o más objetivos, de acuerdo al Teorema 1.3.16 y la
proposición 1.3.1, empleando técnicas de generación de cuadrículas de pesos discretos como en
(Das and Dennis, 1998; Eichfelder, 2008; Mueller-Gritschneder et al., 2009).

Otro aspecto importante como en el paso 4(a) son resueltos dos problemas para encontrar
puntos de Pareto, esto puede parecer una desventaja. Sin embargo, uno debe tener en cuenta para
solución del problema en el paso 4(a)(ii), considerando como una suposición inicial al paso 4(a)(i).
En el caso que la solución en la etapa 4(a)(i) y 4(a)(ii) son iguales, entonces en la etapa 4(a)(ii)
pierde cantidad de insignificante de tiempo computacional. Por otro lado, si la solución en la etapa
4(a)(ii) es diferente de la etapa 4(a)(i), entonces la solución en la etapa 4(a)(ii) también puede ser
una solución eficiente, que es verificada en la etapa 4(b), donde los distintos puntos de frente de
Pareto generados por el algoritmo podría ser mayor que npp.

La versión del MatLab fue empleada R2015b con licencia 838860 instalada en una compu-
tadora Intel(R) Core (TM)i5-3337U CPU, Memoria instalada(RAM) 4, 00 GB con sistema opera-
cional de 64bits.
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Ejemplos numéricos del método de restricción ponderada

Ejemplo 3.1.5. Ilustramos el método de restricción ponderada, aplicando el siguiente modelo de
optimización biobjetivo,

minimizar {x1, x2}
s.a 5(x2 − 1) + (x1 − 3)3 ≥ 2

x1 − 4,5 ≤ 0
x2 − 3 ≤ 0

Para la solución, se utilizó el programa Matlab, para un npp = 30 y vamos ver el comportamiento
de la construcción de la frente de Pareto cuando es tomada diferentes puntos utópicos de la siguiente
forma.

Figura 3.16: Frente de Pareto / Ejemplo 3.1.5.
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(a) u∗ = (−1,0000,−1,2750)
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(b) u∗ = (0,0000,−0,2750)

Ejemplo 3.1.6. Ilustramos el método de restricción ponderada, aplicando el siguiente modelo de
optimización biobjetivo,

minimizar {x1, x2}
s.a − x2

1 − x2
2 + 1 + 0,1cos(16arctg(x1

x2
)) ≤ 0

(x1 − 0,5)2 + (x2 − 0,5)2 − 0,5 ≤ 0
0 ≤ x1, x2 ≤ π

Para la solución, se utilizó el programa Matlab, para un npp = 30 y vamos ver el comportamiento
de la construcción de la frente de Pareto cuando es tomada diferentes puntos utópicos de la siguiente
forma. Tenemos la solución del ejemplo con el algoritmo del método paso por paso.
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Paso 1: Para npp = 30 y punto utópico u∗ = (0,0417, 0,0417)

Paso 2: Buscamos los puntos extremos del frente F ◦ = (f ∗1 , f̄2) y FN = (f̄1, f
∗
2 )

Figura 3.17: Búsqueda de los puntos extremos de la frente.
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FN=(0.0417,1.0384)

Punto utópico

u*=(0.0417,0.0417)
F0=(1.0384,0.0417)

Paso 3:Generación de la partición de pesos para wo = −3,5980e − 05, wf = 1,0000 con

wt = w0 + t
wf − w0

npp
, t = 0, 1, · · · , npp.

Paso 4:Generación de puntos para la construcción de frente de Pareto para (P 1
w) y (P 2

w),
respectivamente,

Figura 3.18: Generación de puntos de Pareto para (P 1
W ).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

f1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

f2

57



Figura 3.19: Generación de puntos de Pareto para (P 2
W ).
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Luego, determinar los puntos óptimos (débil) de Pareto

Figura 3.20: puntos óptimos (débil) de Pareto.
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Ahora vamos a tomar como punto utópico a u∗ = (−0,0383,−0,0383) y veamos la solución de
esta,

Paso 1: Para npp = 30 y punto utópico u∗ = (−0,9583,−0,9583).

Paso 2: Buscamos los puntos extremos del frente F ◦ = (f ∗1 , f̄2) y FN = (f̄1, f
∗
2 )
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Figura 3.21: puntos extremos del frente.
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FN=(0.0417, 1.0384)

F0=(1.0384, 0.0417)

Punto utópico

u*=(-0.9583, -0.9583)

Paso 3: Generación de la partición de pesos para wo = 0,3337, wf = 0,6667 con

wt = w0 + t
wf − w0

npp
, t = 0, 1, · · · , npp.

Paso 4: Generación de puntos óptimos (débil) de Pareto para (P 1
w) y (P 2

w), en este caso
tenemos, (P 1

w) = (P 2
w), seria pérdida de tiempo hacer calcular, (P 2

w), por tanto, se concluye.

Figura 3.22: Generación de puntos óptimos de Pareto para P 1
w y (P 2

w).
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Ejemplo 3.1.7. Ilustramos el método de restricción ponderada, aplicando el siguiente modelo de
optimización biobjetivo,

minimizar {x1, x2}
s.a − x2

1 − x2
2 + 1 + 1,01cos(16arctan(x1

x2
)) ≤ 0,

(x1 − 0,5)2 + (x2 − 0,5)2 − 0,5 ≤ 0,5,
1,69x2

1 + 1,01x2
2 − 2,6x1x2 − 0,02 ≥ 0,

0 ≤ x1, x2 ≤ π.

Para la solución, se utiliza el programa Matlab, tomando punto utópico como punto fijo
u∗ = (−0,0383,−0,0383) y vamos ver el comportamiento de la construcción de la frente de Pareto
cuando se varía npp de la siguiente forma. Vamos solucionar paso a paso de este ejemplo de
optimización utilizando algoritmo del método.

Paso 1: Para npp = 15 y punto utópico u∗ = (−0,0383,−0,0383).

Paso 2: Buscar los puntos extremos del frente F ◦ y FN ,

Figura 3.23: puntos extremos del frente de Pareto.
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u*=(-0.0383, -0.0383)

Punto utopía

F0=(1.0384, 0.0417)

FN=(0.0417, 1.0383)

Paso 3: Generación de la partición de pesos para wo = 0,0692, wf = 0,9308 con

wt = w0 + t
wf − w0

npp
, t = 0, 1, · · · , npp.

Paso 4: Generación de puntos para la construcción de frente de Pareto para (P 1
w) y (P 2

w),
respectivamente,
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Figura 3.24: Generación de puntos óptimos de Pareto para P 1
w.
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Figura 3.25: Generación de puntos óptimos de Pareto para P 2
w.
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Finalmente tenemos paso 4 (b). Solución de la construcción de frente de Pareto en problemas
no conexos,
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Figura 3.26: puntos óptimos (débil) de Pareto.
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Para el mismo ejemplo, tenemos para npp = 6 con punto utopía u∗ = (−0,0383,−0,0383),

Los pasos 1, 2 y 3 son los mismos como anterior.

Paso 4: Generación de puntos óptimos (débil) de Pareto para (P 1
w) y (P 2

w), respectivamente,

Figura 3.27: Generación de puntos óptimos de Pareto para P 1
w.
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Figura 3.28: Generación de puntos óptimos de Pareto para P 2
w.
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Por lo tanto, tenemos paso 4 (b). Solución de la construcción de frente de Pareto en problemas
no conexos,

Figura 3.29: puntos óptimos (débil) de Pareto.
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3.2. Discusiones

1. Esta tesis puede ser considerado como un avance importante en la extensión de los métodos
de escalarización para la solución de problemas de optimización multi-objetivos, las cuales
según estudios recientes, modelan de manera eficiente como ejemplo 3.1.2.

2. En la bibliografía existente sobre optimización multi-objetivo conexos y no conexos muestran
las definiciones, proposiciones y teoremas pero no da un algoritmo claro para minimizar o
maximizar. En la tesis hemos dado una interpretación y mostrado los conceptos de solución
eficiente con ejemplos sencillos.

3. Se presentó, los métodos de escalarización de Tchebychev a lo largo de rayos y el método de
restricción ponderada. Observamos que son mejores para solución de problemas de optimi-
zación multi-objetivos que los métodos antecedentes como por ejemplo sumas ponderadas,
que no es buena en los problemas no convexos y método de escalarización de Tchebychev
que puede ser aplicado a los problemas conexos y no conexos y conforme a la selección del
punto utópico, puede llevar a resultados pobres, además de producir un problema escalar no
diferenciable mismo si el problema original fuera.

4. En este trabajo de tesis, dejamos las bases para un posible trabajo futuro.

Conclusiones y Recomendaciones
En el contexto de la optimización multi-objetivo, la construcción de frente de Pareto

ofrecemos un conjunto de soluciones que al principio parecen ser indiferentes en el sentido de no
tener una mejoría que las otras con los diferentes métodos de escalarización, esto es, la determinación
de los diversos soluciones de puntos óptimos (débil) de Pareto.

Se determinó la construcción de frente de Pareto conexo con los métodos de escalarización.
El método más eficiente según analizado con los diferentes ejemplos es el método de escala-
rización de Tchebychev a lo largo de rayos. Se ha analizado el método en la cual se asume
que las funciones de restricciones y objetivo son continuamente diferenciables y bajo estas
condiciones, se muestra que este método es eficiente.

Determinó y se analizó detalladamente con los ejemplos sencillos para la construcción de
frente de Pareto en los problemas no conexos. Dado que, el método de restricción ponderada
es eficiente que los otros métodos de escalarización, donde existen problemas de optimización
multi-objetivos no conexos.

Se implementan algoritmos computacionales de cada método de escalarización para resolu-
ción de problemas, utilizando el software MATLAB.
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En el periodo de realización de esta tesis, se encontró algunas cuestiones que no se resolvió
y que esperamos desarrollar en futuros trabajos. Enfatizamos los siguientes recomendaciones:

El siguiente paso como futuro trabajo seria implementar un algoritmo que involucra tres o
más funciones objetivos, claro los resultados teóricos para cualquier número de funciones
objetivos son tratados en este trabajo.

Implementar teórico y computacional los métodos estudiados con las funciones no diferencia-
bles.

Aplicar los métodos estudiados a un problema real.

Implementar condiciones de optimalidad con funciones no diferenciables.
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MATRIZ DE CONSISTENCIA

PROBLEMA GENERAL OBJETIVO GENERAL HIPÓTESIS GENERAL VARIABLE INDEPENDIEN-

TE

¿Cómo construir el frente de Pareto conexo y no conexo

con los métodos de escalarización en problemas de opti-

mización con dos objetivos y programación?

Determinar la construcción de frente de Pareto

conexo y no conexo con los métodos de escala-

rización en problemas de optimización con dos

objetivos y programación.

Existen condiciones necesarias y suficientes para la

construcción de frente de Pareto conexo y no conexo

con los métodos de escalarización en problemas de

optimización con dos objetivos y programación.

Funciones diferenciables.

PROBLEMAS ESPECÍFICO OBJETIVO ESPECÍFICO HIPÓTESIS ESPECÍFICO VARIABLE DEPENDIENTE

1. ¿Cómo construir el frente de Pareto conexo

en problemas de optimización con dos obje-

tivos y programación?

2. ¿Cómo construir el frente de Pareto no cone-

xo con los métodos de escalarización en pro-

blemas de optimización con dos objetivos y

programación?

1. Determinar la construcción de fren-

te de Pareto conexo con los méto-

dos de escalarización en problemas

de optimización con dos objetivos

y programación.

2. Determinar la construcción de fren-

te de Pareto no conexo con los mé-

todos de escalarización en proble-

mas de optimización con dos obje-

tivos y programación.

1. Existen condiciones necesarias y suficien-

tes para la construcción de frente de Pa-

reto conexo con los métodos de escalari-

zación en problemas de optimización con

dos objetivos y programación.

2. Existen condiciones necesarias y suficien-

tes para la construcción de frente de Pare-

to no conexo con los métodos de escalari-

zación en problemas de optimización con

dos objetivos y programación.

Óptimo (débil) de Pareto.
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