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Introduccion 

Henri Poincare (1854-1912) es uno de los matematicos mas importantes y es consi-

derado el padre de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Uno 

de los trabajos mas importantes publicado por Poincare es "Memoire sur les courbes 

defines par une equation differentielle" en el ano 1881. E n este trabajo se sentaron las 

bases de la Teoria Cualitativa de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. [6] 

L a teorfa cualitativa de la ecuaciones diferenciables ordinarias se basa en la descrip­

tion global del comportamiento de las soluciones y el efecto de pequenas perturbaciones 

de las condiciones iniciales. Otro aspecto de la Teorfa Cualitativa de las Ecuaciones, 

tambien estudiado por Poincare, consistio en describir el comportamiento asintotico 

de las soluciones y la estructura de sus conjuntos h'mites sin necesidad de encontrar la 

solution explfcita [1] . 

L a teoria de Poincare-Bendixson, nace de un teorema enunciado inicialmente por 

Poincare, posteriormente versionado por Bendixson. Finalmente. la intuition de Poin­

care y el rigor de Bendixson conformaron un teorema generalizado con una demos-

tracion rigurosa que hoy en dfa conocemos como el Teorema de Poincare - Bendixson. 

Este resultado en el piano afirma que si tenemos un campo / de clase C 1 definida sobre 

un abierto £ c R 2 con una orbita definida para todo t > 0 contenida en un conjunto 

compacto K C E y que u— limite de p posee a lo mas un numero finito de puntos 

singulares de / , donde p € E es un punto regular del campo / , entonces w h'mite 

de p (que describe topologicamente el comportamiento a largo plazo de la solution) 

tiene una de las siguientes formas alternativas: es un punto de equilibrio, una orbita 

periodica o un conjunto de orbitas, cada una de las cuales tiende a uno de esos puntos 

I I 
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de equilibrio cuando t —> ±00 . Este resultado puede ser generalizada sobre algunas 

superficies bidimencionales tal como la esfera S 2 = {(.T, y, z) € R 3 : x2 + y2 + z2 — 1} . 

E n este trabajo se analiza en detalle la demostracion del teorema de Poincare -

Bendixson para campos vectoriales en el piano y en la esfera, luego se presenta algunas 

consecuencias y ejemplos. 

Este resultado es sumamente importante en la Teon'a Cualitativa de las Ecuaciones 

Diferenciales Ordinarias, porque localiza en una determinada region la existencia de 

orbitas periodicas, ayudando de manera implfeita a conocer el eomportamiento cualita-

tivo de la ecuacion diferencial en estudio. Ademas, es importante por sus aplicaciones 

en la ffsica, biologfa y matematicas. 

E l esquema de desarrollo de este trabajo es como sigue: E l capftulo uno se presen­

ta de manera breve e ilustrativa los conceptos basicos de campos vectoriales continuos 

sobre R n . Luego, se analiza las demostraciones de las propiedades fundamentales de 

los conjuntos lunites y orbitas periodicas acompanados con ejemplos para su mejor 

compresion. E l capftulo dos presenta la definition de un campo vectorial sobre una 

superficie en R 3 , el teorema de existencia y unicidad. Luego, se analizara la topologfa de 

los conjuntos liinites, con sus respectivas demostraciones. E l capftulo tres esta dedica-

do al analisis de la demostracion del Teorema de Poincare-Bendixson en el piano, pero 

antes se presenta el teorema de flujo tubular para campos vectoriales en R 2 . Finalmente 

se presentaran algunas consecuencias inmediatas y ejemplos. 

E l capftulo cuatro centra su estudio en el analisis de la demostracion del Teorema 

de Poincare-Bendixson en la esfera unitaria, pero antes se presenta una version seme-

jante al teorema del flujo tubular para campos vectoriales sobre la esfera. Finalmente 

se presentaran algunas consecuencias inmediatas y ejemplos. 

Por otro lado se incluye un apendice del tema denominado Lema de Zorn. 



Capitulo 1 

Campos Vectoriales sobre W 

E n este capitulo se presentaran algunos conceptos y resultados basicos de la teon'a 

cualitativa de las ecuaciones diferenciales ordinarias para campos vectoriales continuos 

sobre Rn. Luego, analizaremos la topologi'a de los conjuntos lmiites, orbitas periodi­

cal con sus respectivas demostraciones. Estos conjuntos son la base del teorema de 

Poincare - Bendixson. 

1.1. Sistemas no Lineales 

Sea E un subconjunto abierto en Rn. Un campo vectorial en E es una aplicacion 

continua / : E —> R™. A l campo vectorial / asociamos la ecuacion diferencial ordinaria 

(EDO) autonoma 

£ = /<x). (1.1) 

Cuando n > 1, la ecuacion (1.1) representa un sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias autonomas. 

Definicion 1.1. La aplicacion u : I —> R n definida sobre el intervalo I C M es una 

solucion de la EDO (1.1) o una curva integral para el campo vectorial f si, 

i ) u es diferenciable sobre I, 

ii) u{t) eE,vte I , 
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ii) u'(t) = f(u(t)), Vt G / . 

E 

u'(t) = f(u(t}).. 

Figura 1.1: Iiiterpretacioii geometrica de una solucion o curva integral. 

Geometricamente u(I) es una curva contenida en E cuyo vector tangente u'(t) es 

igual a f(u(t)) en el punto u(t). 

Ejemplo 1.1. Dado el campo vectorial / : R —> R, definido por f ( x ) = x2. L a funcion 

u definida por u(t) = —— es una curva integral del campo vectorial / sobre el intervalo 
t + c 

I = < —oo, —c > . 

En efecto: Tenemos, 

i) u(t) es diferenciable sobre I, 

ii) u(t) - — ! - eE, Vtel 
' w t + c 

m) u \ t ) = j ^ - ^ = f(u(t)), w e / . 

Consideremos el problema de valor inicial ( P V I ) o problema de Cauchy 

x' = f ( x ) 
J V ; (1.2) 

x(0) = x0. 

clonde / : E —> Rn es un campo vectorial continuo sobre el abierto E de R™. 

Definicion 1.2. Sea xo € E. Se dice que lafuncion 4> '• I —> R " con / C l u n intervalo 

es una solucion del PVI (1.2) si, 

i) <j) es solucion de la EDO x' = f{x) en I , 

ii) 0 € / y </>(0) = xa. 
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Definicion 1.3. Dado xo €= E. Una funcion <j> : / —> R™ es una curva integral por el 

punto Xo €E E para el campo vectorial continuo f en E, si 

i) <f> es una curva integral para el campo vectorial f en I , 

ii) 0 e I y (f)(0) = xa. 

Es importante observar que una curva integral por un punto xo de un campo vecto­

rial / es la solution del P V I (1.2) y viceversa. Con esta aclaracion todos los resultados 

dados para campos vectoriales tambien son validos para EDO. 

Ejemplo 1.2. Sea el campo vectorial continuo / : R —> R definido por f ( x ) = x2. L a 

funcion <j> definida por (f>(t) = —^— para t £ I =< —oo, 1 > es una curva integral por 
i — j_ 

el punto XQ = 1 para el campo vectorial / . 

E n efecto: Tenemos, 
i) 4> es una curva integral del campo vectorial / sobre el intervalo / , 

ii) 0 6 / = < -oo, 1 > y <j?(0) = 1. 

Por tanto, 4> es una curva integral por el punto x0 = 1 para el campo vectorial continuo 

/ • 

Se denotara por J£ 1 (S ) , al conjunto de todos los campos vectoriales de clase C 1 

sobre el abierto E de R™. 

A continuacion se enuncia sin demostracion el Teorema Fundamental de Existencia 

y Unicidad. 

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental de Existencia y Unicidad). Sean f G X1(E) y 

Xo € E. Entonces existe m > 0 tal que que el campo vectorial f tiene una unica curva 

integral por el punto XQ definido sobre el intervalo {—m, m). 

L a demostracion de este resultado se puede encontrar en los textos [1] y [4]. 

Ejemplo 1.3. Dado el campo vectorial / : E —>• R definido por f ( x ) — x3, donde 

E = {x E R/x > 0 } . Se tiene que / 6 X1(E), entonces por el Teorema Fundamental 

de Existencia y Unicidad, el campo vectorial / tiene una unica curva integral x por el 

punto x 0 = 1 definido por x(t) = y/l — 2t sobre el intervalo [=r, | ] . 
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Definicion 1.4. Se llama curva integral maximal del campo vectorial continuo 

f : E —> K n a la curva integral 4> definida en el intervalo I denorninado intervalo 

maximal de <j), tal que, si (p es otra curva integral de f en el intervalo J entonces J C I 

V <t>/j = <P-

Ejemplo 1.4. Sea el campo vectorial / en E = {x G R/x > 0} definido por f ( x ) = x3. 

Se tiene que la funcion ^ : J = < ^ , | > - ) - R definida por ip(t) = \/l — 2t es una curva 

integral de / ; sin embargo, la funcion <f> : / -> R definida por (f)(t) = \/l — 2t, con 

/ = < —oo, | > es una curva integral maximal, pues J C I y <j>/j = tp. 

Teorema 1.2 (Existencia y unicidad de curva integral maximal). Sea f € X1(E). 

Entonces para cada punto XQ € E, el campo vectorial f tiene una unica unica curva 

integral maximal x definida sobre su intervalo maximal I. 

Una propiedad fundamental del intervalo maximal es que este es un conjunto abier-

to. L a demostracion de este resultado se encuentra en el texto [1]. 

Sea J7 = {(t,Xo) 6 t x £ / t £ I{xo)}, donde I{x0) denota el intervalo maximal de 

la curva integral maximal por el punto x 0 de un campo vectorial / € Xi(E). A medida 

que cambiemos el punto XQ, la curva integral maximal dependera de xo, entonces para 

indicar la dependencia de la curva integral (f>(t) con respecto de XQ, escribimos 

<p{t) = (j)(t,X0). 

Esto nos permite definir lo siguiente. 

Definicion 1.5. Sea f € X1(E). El flujo asociado a este campo vectorial es la aplica-

cidn (j> : £1 —> R " definida por 

<j)(t,x0) = <l>xo(t)-

Si se fija xo, <fixo{t) representa la curva integral maximal por el punto XQ del campo 

vectorial / . 

A continuation se enuncia algunas propiedades fundamentales de flujo, cuya demos­

tracion puede ser encontrada en el libro [1]. 
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Teorema 1.3. Sea f E X1(E) y (j> su flujo definida sobre el conjunto fi. Entonces 

i) Q, c R" x E es abierto. 

ii) <!>{0,x) = x, Vx € E. 

iii) Si t E I(XQ) y s S I((j>t{xo)) entonces s + t E / (xo) y <̂ (s + i , xo) = 4>{s, <j>(t, x0)). 

iv) Para t fijo, la aplicacion (f)t : E E es un difeomorfismo de clase C1 sobre E. 

Figura 1.2: Interpretation geometrica de la propiedad i i i) . 

Ejemplo 1.5. Sea el campo vectorial lineal / : Rn —> Rn definido por f ( x ) = Ax, donde 

A E M n ( R ) . Entonces la curva integral por el punto Xo esta definida por (f>Xo{t) = etAXo 

para t e R . Por tanto, el flujo del campo vectorial / esta definida por <j>{t,x) = e M x , 

para (t,x) e f i = K " + 1 . 

Ejemplo 1.6. Sea el campo vectorial / en E = R — { 0 } definido por f ( x ) = 1/x2. 

L a curva integral maximal por el punto Xo esta denifida por <j>xo(t) = ^/3t + XQ. 

Entonces el flujo del campo vectorial / esta definido por <fr(t, x) = \/3t + x 3 para 

(t,x) Ett = e R x R / x > 0;t > j U | ( i , x ) € R x R / x < 0;t < ^ j -

Definicion 1.6. I7n punto XQ E E se llama punto de equilibrio o punto singular de un 

campo vectorial f si / ( xo ) = 0; punto regular de f si / (xo) ^ 0. 

Ejemplo 1.7. Sea el campo vectorial / en R 2 definido por f ( x , y) = ( x 2 , 2 — y). Este 

campo vectorial tiene como unico punto de equilibrio a (0,2), y los otros puntos de 

R 2 — { ( 0 , 2 ) } son puntos regulares. 
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Observacion 1.1. Si XQ es un punto de equilibrio del campo vectorial / , entonces 

4>{t,x0) = x 0 , Vi G R. 

A continuation se definen los conjuntos invariantes. 

Defmicion 1.7. Sean f G X1(E) y <p su flujo. 

(i) El conjunto S C E es llamado invariante con respecto al flujo (j) si y solo si 

(j>t{S) c s , v t e R . 

(ii) El conjunto S C E es llamado invariante positivo con respecto al flujo <j) si y 

solo si <j)t(S) CS, V i > 0. 

(iii) El conjunto S C E es llamado invariante negativo con respecto al flujo 0 si y 

solo si <j)t{S) CS, Vt< 0. 

Ejemplo 1.8. Sea el campo vectorial / definido f ( x ) = (—xi, 2x2 + con 

x = (xi,X2). Entonces el conjunto 

S={(xux2)eR2-.x2 = ^ - } 

es invariante respecto al flujo <j> de / . 

E n efecto: E l flujo asociado al campo vectorial / esta dado por 

<j>(t, ex, c 2 ) = ^ e - * , c 2 e 2 t + j (e2t - e - 2 ' ) ^ , donde t G R , c x , c 2 G R . 

Probemos que el conjunto S es invariante respecto al flujo <j>. Si y € <f>t(S) entonces 

existe x G S tal que 4>(t, x) — y. Como x — (xx,x2) y y = (2/1,2/2), tenemos 

0(M-- i , z 2 ) = [xie~\x2e2t + ^ (e 2 t - e ~ 2 t ) ^ = ( y 1 ( y 2 ) . 

Entonces 

2/i = x i e - ' , (1.3) 

y2 = ^ + 5 l (e2< - e-2* (1.4) 

-x2 

Como x G S1 entonces x 2 = — R e e m p l a z a n d o en la ecuacion (1.3) tenemos que 

-V2 

y2 = —p-, de donde y G S. Asi <j>t(S) C 5, Vt € R . Por lo tanto, el conjunto 5 es 

invariante con respecto al flujo (j). 
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1.2. Conjuntos Limites y Orbitas Periodicas 
E n esta seccion se analizara las propiedades de los conjuntos limites y orbitas pe­

riodicas, los cuales nos serviran para demostrar el teorema de Poincare - Bendixson 

sobre E 2 . 

Definicion 1.8. Sean f G X1(E) y <j> su flujo. Supongamos que I(XQ) = (a , / ? ) . 

i) La orbita o trayectoria por el punto Xo G E para el campo vectorial f es el 

conjunto 

Fxo = {xEE;x = <j)(t, x0), t G I(x0)}. 

ii) La semi-orbita positiva por el punto x 0 G E para el campo vectorial f es el 

conjunto 

r + = {xeE;x = <l>{t,Xo), o < * < / ? } . 

Hi) La serni-orbita negativa por el punto Xo G E para el campo vectorial f es el 

conjunto 

r~ 0 = {x G E;x = (j)(t,x0),a < t < 0 } . 

Cualquier orbita se expresa como r x o = r+ U V~Q. 

Proposicion 1.1. Sean f € X1(E) y <j> su flujo. Si q ETP entonces Tp — Tq. 

Prueba. Si q G V p entonces existe t0 G I{p) tal que 4>(to,p) = q. Probemos que 

T p C Yq. Sea r G Tp, entonces existe ti € I(p) tal que <f>(ti,p) = r. Por propiedad de 

flujo tenemos 

4>(ti ~ Ut,q) = <t>{h ~ t0,<t>{to,p)) = <f>{h - t 0 + to,p) = (/>(h,p) = r, 

de donde r = 4>{h — to, <l) entonces r G Tq. Recfprocamente probemos que Vq C Tp. Sea 

r G Tq, entonces existe t2 G I(q) tal que <fi{t2,q) — r. Por propiedad de flujo tenemos 

</>(to + t2,p) = 0 ( to ,«K<2 ,P) ) = # ( * 0 i ? ) = r ) 

de donde r = <j>(t0 + t2,p). Asi r G Y p . Por lo tanto Tp = Tq. • 

Veamos los siguientes ejemplos. 
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Ejemplo 1.9. Sea el campo vectorial / definido por f ( x ) — (—Xi,2x2 + x\) con 

x = (x\,X2). Hallemos la orbita del campo vectorial / por el punto XQ = (1,0). 

Solucion: E l flujo del campo vectorial / esta definido por 

Evaluando en XQ = (1,0), tenemos 

* ( t , l , 0 ) = ( e - ' , i ( e 2 i - e - 2 t ) ) , 

por lo que, la orbita por el punto (1,0) es: 

r ( l f 0 ) = | x 6 R 2 ; x = (e'*, ^ (e 2 t - e ~ 2 t ) ^ , t G R j , 

y la semi- orbita positiva, respectivamente la semi- orbita negativa por el punto 

Xo = (1)0) e s dado por: 

r + 0 ) = | x € R 2 ; x = ( e - i , J ( e 2 i - e - a ) ) , i > o } , 

r ( - > 0 ) = { ^ l ^ ^ e - ^ e ^ - e - ^ ^ o } . 

A continuation se define el conjunto OJ— limite y a— limite de un punto p. 

Definicion 1.9. Sean f € X1(E), 4> su flujo y p € E. Supongamos que I(p) = (a,b). 

Para b = +oo se define el conjunto OJ— limite de p como el conjunto 

= {<1 € E I 3(i„) con t„ ->• +oo; Hm (j>{tn,p) = q). 
n-¥+oo 

Andlogamente, para a = —oo se define el conjunto a— limite de p 

ct{p) = {q ^ E / 3(tn) con t n -> -oo; Inn (/>(tn,p) = q}-
71—>+<X> 

E l conjunto a— limite respectivamente el OJ— limite de un punto p puede ser inter-

pretado geometricamente como el conjunto de puntos en donde nace respectivamente 

muere la orbita T p . 

E l siguiente resultado relaciona el conjunto oj{p) y a(p) cuando p es un punto de 

equilibrio. 
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Figura 1.3: Interpretacion geometrica del conjunto w(p) y a(p) 

Proposition 1.2. Sean f € X1(E) y <f> su flujo. Si p es un punto de equilibrio del 

campo vectorial f entonces a(p) = w(p) = {p}. 

Prueba. Probemos que w(p) = {p}. Sea a e w(p) entonces por la definition del 

conjunto LJ— h'mite existe una sucesion (tn) en K con 

lfm t n — +00 
n—¥+oo 

tal que 

Km <p(tn,p) = a. 

n-4+oo 

Por hipotesis, si p es un punto de equilibrio, entonces la aplicacion <j>p : R -> E definida 

por <fip(i) = <l>{t,p) = p es una curva integral maximal por el punto p de / . Entonces 

^{tntP) = P, P a r a todo n, de donde se concluye que a = p, es decir, a € {p}. Por tanto, 

C {p}-

Ahora, se probara la otra inclusion, sea a G {p} entonces a — p. Consideremos la 

sucesion (tn) donde t n = n para n € N. Entonces 

lfm t n = +oo 
n—>+oo 

y 

lfm <j>(tn,p) =p = a. 

n-y+oo 

de donde se concluye que o € w(p), por lo que, { p } C w(p). Por lo tanto, se tiene que 

w(p) = { p } . De forma analoga, se demuestra que a{p) = {p}. • 
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tal que, 

Inn <j>(tn,p) = q, 
n-»+oo 

Por otro lado, tenemos que (j>(tn,p) = cj){xie~tn, 0), entonces 

lfm <j>(tn,p) = (0,0) = q. 
n—*+oo 

Asi. tenemos que q G {(0,0)}. Por tanto, cj(p) C {(0,0)}. Recfprocamente, ahora 

probemos que {(0,0)} C w(p). Consideremos la sucesion t n — n, con 

lfm t n = +oo. 
n—>+oo 

Entonces <j>(tn,p) = <j>(n,p) = (xie~n,0), de donde 

Mm 0(t„,p) = (O,O). 
n—>oo 

Asi tenemos, que (0,0) G w(p), por tanto, {(0,0)} C 

Ahora, probemos que a(p) = 0. Supongamos que a(p) ^ 0, entonces existe q € a(p). 

Por definition existe (i„) con 

lfm t n — —oo 

n—l+oo 

tal que 

lfm <f>(tn,p) = q. 
n—>oo 

Tenemos que 4>{tn,p) — (xie~tn,0). Entonces 

lfm <j>{t„,p) = lfm (xie~ < n ,0) = 9. 
n—too n—¥oo 

Esto es un absurdo, pues 

lfm X\e~tn — +co. 
n—>oo 

Asf, tenemos que a(p) = 0. 

iii) Supongamos que p = (0,x2), x2 ^ 0. Consideremos w(p) 7̂  0, entonces existe 

g G u>(p). Por definition, existe ( f n ) con 

lfm i n = +00 
7T->+0O 
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tal que 

Como <j>{tn,p) = (f>(0,x2etn), entonces 

Inn (j){tn,p) = q. 
n—>+oo 

Km 4>{tn,p) = lfm (/>(0,X2etn) = q, 
n—t+oo n—>oo 

lo cual, es un absurdo, pues 

Km X2etn = +00. 
n—>+oo 

Asf, tenemos que u){p) = 0. 

Ahora probemos que a(p) — { (0 , 0 )} . Sea q e a(p), por definicion existe (tn) con 

tal que 

Inn t n = —00 
n—y+oo 

lfm <K£„,p) = g-
n-»+oo 

Como (j>{tn,p) = (0,X2etn) entonces 

lfm <j>(tn,p) = (Q,0) = q. 
n—>+oo 

Asf, tenemos que a(p) C { ( 0 , 0 ) } . 

Reci'procamente, probemos que { ( 0 , 0 ) } C a(p). Consideremos la sucesion, t n — —n. 

Entonces 

lfm t n — —00 
n—»+oo 

y como <l>(tn,p) = </>(—n,p) = (0,x2e~n). obtenemos 

lfm <t>{tn,p) = (0,0). 
ra—>+oo 

Asf, (0,0) G a(p). Por lo tanto { ( 0 , 0 ) } C a(p). Luego tenemos que a(p) = { ( 0 , 0 ) } . 

iv) Supongamos que u/(p) ^ 0, entonces existe q (E w(p). Por definicion, existe (i„) con 

lfm i n = +00 
n—H-oo 

tal que 

lfm <£(£„, p) = <?, 
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de donde 

lhn (xxe~tn ,x2etn) = q, 
n—>+oo 

lo cual, es un absurdo pues 

Inn x2etn = +00 

n—¥+oo 

Ash tenemos que uj(p) = 0. 

Ahora, probemos que a(p) — 0. Para esto, supongamos que a(p) ^ 0, entonces 

existe q G oc{p). Por definicion, existe (tn) con 

Inn t n = — 00 
n—¥+00 

tal que 

Inn ^(tn,p) = q, 
n—t+oo 

de donde 

lhn (x1e~tn,x2etn) = q, 

n—>+oo 

lo cual es un absurdo, pues 

lhn xie~tn = +00. 
n->oo 

Asf, tenemos que a(p) = 0. 

E l siguiente resultado establece que dos puntos cualesquiera de una misma orbita 

tienen el mismo conjunto a—limite y OJ— limite. 

Proposicion 1.3. Sea f € 3}{E). Si q € Tp, entonces oj(q) = u(p) y a(q) = a(p). 

Prueba. Consideremos la orbita por el punto p, Fp = {(j>{t,p) : t G I(p)}, donde <j> 

es el flujo del campo vectorial / . Por hipotesis, tenemos que q G r p , entonces existe 

to G I(p) tal que (j>(to,p) — q- Adernas, por propiedad de flujo, tenemos (j>(—to,q) = p 

de donde —toEl(q). 

Probemos que oj(q) = oj(p). Sea s G oj(q) arbitrario. Entonces, existe una sucesion 

(tn) en M con 

lhn t n = +00 
n—s-H-oo 
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tal que 

lhn </>(tn, q) = s. 
n-¥+oo 

Consideremos la sucesion t'n — to + t n en R , entonces 

h'm t' = +00 
n-¥+oo 

y por propiedad de flujo tenemos 

h'm <p(t'n,p) = h'm (j)(t0 + tn,p) = h'm (/>(tn,(/)(to,p)) = h'm <f>(tn,q) = s, 
n—¥+oo n—*+oo n—¥+oo n—*+oo 

de donde 

h'm 4>{t'n,p) = s, 

n—>+oo 

entonces s 6 w(p). Por consiguiente u(q) C 

Por otro lado, sea r € w(j>), entonces existe una sucesion (tn) en R con 

h'm t n = +00 
n—f+oo 

tal que 

h'm <j)(tn,p) = r. 
7 1 - } + O O 

Consideremos la sucesion (t'n) con t'n = t n — t0 en R , entonces 

h'm t'„ — +00 
n-v+oo 

y por propiedad de flujo tenemos 

h'm 4>(t'n,q)= h'm (f>(tn - t0,q) = h'm <f>(tn, <t>(-t0, q)) = h'm </)(tn,p) = r 
n—>+oo n—>-+oo n—v+oo n—>+oo 

de donde 

h'm 0 ( 4 , 9 ) = r, 

7t—>+O0 

entonces r € w(g), por consiguiente ui(p) <Zoj(q). 

Ahora, probaremos que a(q) — a(p). Sea s G a(q) cualesquiera. Entonces existe una 

sucesion (tn) en R con 

h'm t n — — 00 
n—H-oo 
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tal que 

Km <j>{tn,q) - s. 
n-t+oo 

Consideremos la sucesion (t'n) en R , dada por t'n = t0 + t n entonces 

Km t' — —co 
n-H-oo 

y por propiedad de flujo tenemos 

Km <j)(t'n,p)= Km <f>(t0 + tn,p) = Km <j>(tn, <f>(t0,p)) = Km </)(tn,q) = s, 
n->+oo n->+oo n-t+oo n-H-oo 

de donde 

l™ <t>(t'n,p) = s, 
n—>+oo 

entonces s € a(p). por consiguiente a(q) C a(p). 

Reci'procamente, probemos a(p) C a(q). Sea s € a(p) entonces por la definicion del 

conjunto a—Kmite de p, tenemos que existe una sucesion (tn) en R con 

lfm tn = — oo 

n-f+oo 

tal que 

Km <j>{tn,p) = s. 
n—t+oo 

Consideremos la sucesion (t'n) definida por t'n = t n — to- Entonces 

Km t'n = —oo 
n—¥+oo 

y por propiedad de flujo tenemos 

Km 4>{fn,q)= Km (f>(tn - t0,q) = Km <j>(tn, <j>{-t0, q)) = Km <j>(tn,p) = s, 
n-»+oo n—>+oo n—>+oo n—t+oo 

de donde 

Km <£(C = S> 
n—>+oo 

entonces s 6 a(<?). Asf a(p) C Por lo tanto a(p) = a(q) • 

A continuacion se definen los subconjuntos mas relevantes del espacio de fase de 

un campo vectorial / € X1(E) y posteriormente estas nos serviran para construir la 

demostracion del teorema de Poincare-Bendixson. 
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Definicion 1.10. Un ciclo u orbita periodica T de un campo vectorial f € ^ ( E ) es 

una orbita cerrada, la cual no se reduce en un punto de equilibrio. Es decir, existe 

T > 0, tal que, para todo t 6 l , 

4>{t + r,x0) = <t>{t,x0). (1.5) 

El menor valor de r que satisface (1.5), se llama el periodo de la orbita periodica V. 

Ademds, 

i) Una orbita periodica T de f es estable si Ve > 0, existe una vecindad U deY tal que 

Vx 6 U yt>0se tiene, d{<j>{t, x), Y) < e. 

ii) Una orbita periodica Y de f es inestable si Y no es estable; es decir, si existe 

e > 0 tal que para toda vecindad U de Y, existe x 6 U y existe t > 0 tal que 

d(4>{t,x),T) > e. 

iii) Una orbita periodica T de f es asintoticamente estable, si es estable y existe una 

vecindad U deY tal que Vx € U se tiene, 

lfm d(0(t,x),r) = 0. 
t-¥+O0 

U u 

Figura 1.5: Izquierdo; T orbita periodica estable; Derecho: T orbita periodica inestable. 

Ejemplo 1.11. Sea el campo vectorial / definido por 

f{x) = (y + x ( l - x 2 - y2), - x + y ( l - x 2 - y2)). 

Entonces / tiene una orbita periodica. 
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E n efecto: Usando coordenadas polares tenemos: 

x = r cos 9 

y = r sin 9 

9 = arctan { ^ j . 

Entonces, x2 + y2 = r2, r > 0. 

Derivando r con respecto de t, tenemos 

dr 1 , i i\ 

Jt = (x2 + y 2 ) ^ { X - X + y - y ) 

= {X2+y2y/2 M ? + < l - z 2 - y 2 ) ) + y(~x + ^ y 2 ) ) ) 

= 1 (x.(y + x{l - r2)) + y(-x + y(l - r2))) 

= r ( l - r 2 ) . 

Ahora, derivemos 9 con respecto de t, 
cW (y/x)' 
dt l + ( £ ) 2 

y'x — yx' 
x2 + y2 

= (x-(~x + y^1 ~ x 2 ~ y2)) - y(y+x(1 - x 2 - y2))) 

= ^ (x.(-x + y ( l - r 2 ) ) - y{y + x(l - r 2 ) ) ) 

Entonces, se obtiene el siguiente sistema en coordenadas polares 

r' = r . ( l - r 2 ) 

9' = - 1 . 

Mediante el metodo de separacion de variables, tenemos la solucion general del sistema 

de la siguiente forma 

7-m = . 1 

V ' V I + ke~2t 

9{t) = -t + t0. 
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Luego, la curva integral del campo vectorial a(t) = (x(t),y(t)) es tal que 

cos(—t +10) x(t) = 

y(t) = 

V I + ke~2t 

sin(—t + t0) 
V I + ke~2t ' 

Si nos enfocamos en la solucion del sistema en coordenadas polares, podemos ob-

servar los siguientes casos en funcion de la constante k: 

a) Si k — 0, entonces r(t) — 1, 6{t) = — t + t0, de donde 

x(t) = cos(-t + t0), y y{t) = sin (-it + t 0 ) -

Por tanto, la orbita que tenemos en este caso es 

T - { ( cos ( - t + t 0 ) , s in ( - t + t 0 ) ) : t € R } . 

Esta orbita es la circunferencia de ecuacion x2 + y2 = 1 y gira en sentido horario. 

b) Si k < 0. entonces r(t) < 1 y 

lfm r(t) = 1. 

t-¥+00 

Este resultado nos indica que las orbitas son espirales y se acercan a la circunferencia 

x2 + y2 — 1 por el interior. 

c) Si k > 0, entonces r(t) > 1 y 

Inn r(t) = 1. 
i->+oo 

Este resultado nos dice que las orbitas son espirales y se aproximan a la circunfe­

rencia x2 + y2 — 1 por el exterior. 

Luego, el campo vectorial / tiene tiene una orbita periodica y es asintoticamente 

estable. Veamos la figura (1.6). 

A continuacion se demuestra un resultado en el cual se determina los conjuntos ui 

y a lfmite de un punto p que se encuentra sobre una orbita periodica. 
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V 

x 

Figura 1.6: Retrato de fase del campo vectorial / . 

Proposicion 1.4. Si T p es una orbita periodica del campo vectorial f G en­

tonces 

a{p) = = Tp. 

Prueba. Consideremos la orbita periodica dada por 

r„ = { ^ , p ) : 0 < t < T } . 

Se probara que cj(p) = Tp. Sea s G u(p) entonces por la definition del conjunto 

w— lhnite existe una sucesion (tn) en R con 

Km t n — +oo 
n-++oo 

tal que 

lhn (/>(tn,p) - s. 
n—>+oo 

Como cada (j>(tn, p) G Tp entonces por ser la orbita Tp un conjunto cerrado, se concluye 

que s G T p , por consiguiente oj(p) C Tv. 

Ahora, se probara la otra inclusion. Sea s G Tp entonces existe to G [0, r ] tal que 

<K^o,p) = s - Consideremos la sucesion (tn) definida por t n = to + nr, para n G N . 

Entonces 

lhn t n = +co 
n->+oo 
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y 
Km <l>(tn,p)= Km (j>(t0 + nr,p) = Km (f>{t0,p) — s. 

n-t+oo n->+oo n - » + o o 

Por tanto, s € w(p), de donde T p C w(p). Combinando este resultado con lo anterior 

tenemos que Tp = u(p). 

De manera analoga, se probara que a(p) = Tp. Sea q €E a(p) entonces por la 

definicion del conjunto a—Kmite, existe una sucesion (tn) en R con 

Km t n — — oo 
n->+oo 

tal que 

Km (j){tn,p) = q. 

n—>+oo 

Como cada (f)(tn,p) €E Tp, entonces por ser la orbita T p un conjunto cerrado se concluye 

que q € T p . Asf a(p) C T p . Reci'procamente se probara que T p C a(p). Sea <7 € r p , 

entonces existe t' € [0, r ] tal que <l>{t',p) = q, para n € N, consideremos la sucesion (tn) 

definida por t n — t' — nr en R , entonces 

Km t n = —oo 
Tl—»-+00 

y 

Km (j>(t„.,p) = Km (j)(t'— nr,p) = Km (f>(t',p) = q, 
n—H-oo n -»+oo n->+oo 

de donde e a(p), entonces T p C a(p). Por consiguiente tenemos que a(p) = Fp. 

E n conclusion se tiene que a(p) = w(p) = T p . • 

E n lugar de u/(p) denotemos por w( / ,p ) , para indicar el campo vectorial / . 

Observation 1.2. Sea / e X 1 ^ ) . Si es el flujo del campo vectorial / y <p es el flujo 

del campo vectorial —/, entonces 

V(t,p) = $(-t,p). 

Ademas, 

w( / ,p ) = a ( - / , p ) y a ( / , p ) = w ( - / , p ) . 
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E n efecto: Sea a una curv definida por a(t) = cj>(—t,p). Derivando con respecto a t, 

a'(t) = ^ ( - < , P ) ( - 1 ) 

= - * ' H , P) 

= -f(<K-t,p)) 

= 

Entonces se tiene que a( t ) = —f(a(t)) y a(0) = p. Esto significa que a es una cur­

va integral por el punto p del campo vectorial —/ y como (p es su flujo, la curva 

a(t) = (f(t,p), entonces <p(t,p) — 4>(—t,p). 

Ahora probemos que u)(f,p) = a(—f,p). Sea s G entonces existe una 

sucesion (tn) en R con 

Km t n — +00 tal que Km (j)(tn,p) = s. 
n-y+OO 7 J - + + 0 0 

Definamos la sucesion (s„) dada por sn = —tn, n G N. Como h 'm n _ + + 0 0 i„ = +00, 

entonces h'm„_ i . + 0 0(s„) - —00 y 

lfm <p{sn,p) = h'm <A(-s n ,p)= h'm <j>{tn,p) = s, 
n—>+tx> n—>+oo n—»+oo 

de donde concluimos que s G a ( — L u e g o , tenemos que C a(—f,p). 

Reciprocamente, probemos que a(—f,p) C ui{f,p). Sea s G a(—f,p), entonces 

existe una sucesion (tn) en R con 

h'm = —00 tal que h'm (p(tn,p) = s. 
n—>+oo n—*+oo 

Definamos la sucesion (s„) por sn = —tn, n G N. Como h'm^-^+oo t n — —00, entonces 

h 'm„.+ + 0 O (s n ) = +00. 

De \imn^+00<p(tn,p) = s y y?(i,p) = <f>{-t,p), tenemos que 

de donde 

h'm (j){sn,p)= h'm (j>{-tn,p) - h'm <p(tn,p) = s, 
n->+oo n->+oo rw+oo 

h'm (j){sn,p) = s, 
n—v-foo 
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entonces s € w(f,p). Luego, tenemos que a(—f,p) C u)(f,p). 

Por lo tanto, u ( f , p) = a(-f,p). • 

De la observacion, solamente nos restringiremos el estudio de las propiedades to­

pologicas de los conjuntos w— h'mite, pues las propiedades de los conjuntos a— h'mite 

son similares. 

E l siguiente teorema proporciona las principales propiedades topologicas del con­

junto w— h'mite de p. 

Teorema 1.4. Sea f € ^ ( E ) y r+ = {4>{t,p) • t > 0} la semi-orbita positiva que 

pasa por el punto p € E. Si esta contenida en un subconjunto compacto K C E, 

entonces 

i) w(p) # 0-

ii) u(p) es compacto. 

iii) oj(p) es conexo. 

i v ) El conjunto w(p) es invariante con respecto al flujo <j> de f 

Prueba. 

i) Consideremos la sucesion (f„) dada por t n = n, n € N. Entonces {(j>(tn,p)} C Tp" 

y como Tp C K entonces la sucesion {(l>{tn,p)} C K. Como K es compacto, entonces 

esta sucesion posee una subsucesion {(j>{tkn,p)} convergente en A',digainos q € K. 

Por tanto, tenemos que 

h'm t k n = +oo 
n-4+oo 

tal que 

h'm (j)(tkn,p) = q 
n—*oo 

Entonces q € oj(p). Asf el conjunto oj(p) ^ 0. 

i i ) Primero probemos que el conjunto u>(p) es un subconjunto cerrado en E. Sea (qn) 

una sucesion de puntos en oj(p) tal que 

h'm qn = q € E. 
n—y+oo 
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Probemos que q € u>(p). Para cada n € N, desde que qn €. w(p), existe una sucesion 

(<fe)fc6N con 

tal que 

Km tl = +00 
fc->+oo K 

Km 0(ifc,p) = qn. 
R - » + 0 O 

Construiremos una sucesion (tn) en [0,00) tal que 

Km t n = +00 
n— 

Km </>(£„, p) = g. 
n-++oo 

E n efecto. Sea n e N. De 

lfm i]J - +00 
k—t+oo 

para re > 0 existe un k'n € N tal que 

k > k'n ^ > n. 

De 

Km <j){tn

k,p) = qn 

fc->+oo 

para ^ > 0 existe k„ € N tal que 

* > < = H 0 ( i 2 , p ) - « & , | < i . 

Consideremos fe„ = maxjfe^, k„} + 1. Entonces > k'n y kn > k„. Por tanto, 

tln>n y \<t>(tn

kn,p)-qn\ < 

Denotemos por simplicidad, = ££n > n, n € N. Entonces la sucesion {£„} esta con-

tenida en [0,00) tal que 

Km t n = +00 y \4>{tn,p) - qn\ <-, Vn € N. 
n-t+oo n 
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Luego, por la desigualdad triangular 

\<t>(tn,v) -q\ = \<f>{tn,p) -qn + qn-q\< \<j>{tn,p) - qn\ + \qn - q\ < - + \qn - q\ 
Tt 

entonces, 

0<mn,p)-q\<^ + \qn-q\. (1-6) 

Como limn^oo qn — q entonces h'm n_ > 0 0 \qn — q\ = 0. Tomando h'mite en la desigualdad 

(1.6) y por el teorema de Sandwich, tenemos que 

h'm \</>(tn,p) -q\ = 0, 
n~¥+oo 

el cual quiere decir que 

h'm <j){tn,p) = q. 
n-*+oo 

Por tanto, existe una sucesion {tn} en [0, oo) con 

tal que 

h'm t n = +oo 
n-t+oo 

h'm <j){tn,p) = q. 
n-i+oo 

Por la definicion del conjunto OJ— h'mite, tenemos que q G w(p). 

Ahora, probemos que uj(p) es acotado, para esto probemos que u(p) C K. Sea 

q € w(p), elemento cualesquiera. Por la definicion del conjunto OJ(P), existe una sucesion 

{£„} en [0,oo) con 

tal que 

h'm t n — +00 
n—>+oo 

h'm (f>{tn,p) = q. 
n—>+oo 

Como {</)(tn,p)} C Tp y por hipotesis tenemos que Tp C K, entonces 

{<l>(tn,p)} C K. Como K compacto, esta es cerrado y como 

h'm (j>(tn,p) - q 
n—>oo 

entonces q G K y puesto que q es un elemento cualesquiera de UJ(P), tenemos que 

oj(p) CK. • 
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iii) Por absurdo. Supongamos que ui(p) no es conexo, entonces ui(p) admite una escision 

no trivial, es decir, existeu A,BC w(p), A ^ 0, B ^ 0 tales que u(p) = A\JB, donde 

A D B — 0, 4̂, B son cerrados en 

Como sea a € A y como 4 C entonces a eu(p). Por la definicion del 

conjunto u(p) tenemos que existe una sucesion (t'n) en [0, +oo) con 

tal que 

lfm t'n = +oo 
71-++0O 

U M <A(CP) = «• 
u—»+oo 

Si 5 7̂  0, sea 6 € B C w(p) entonces 6 € w(p), por la definicion del conjunto w(p) 

existe una sucesion { i ^ } en [0, +oo) con 

Km t" = oo 
n-»+oo 

tal que 

Km 0 ( C P ) = 6-
n->+oo 

Consideremos d = dist(A; B) = fn f{ | a — fe| : a € A,b € B}, la distancia entre los 

conjuntos cerrados A y B de E l valor d es positivo porque A y B son cerrados y 

disjuntos. 

Construimos la sucesion {£„} en [0, oo) de la siguiente manera 

t\ — t[, t2 = t", t% = t'2, tn - t'2\ ... 

Generalizando tenemos: 

t2k-i = t'k y t 2 k = tl Vfc = l , 2 f . . . 

Por tanto, 

lfm t n = +00. 
n—¥+00 

Como lmv-^+oo (j>{t'n,p) = a, entonces l f m ^ + o o 4>{t2n-i,p) = a. Por definicion de Kmite, 
d . 

para - > 0 existe rii G N tal que 

n>n1=$- \4>{t2n-i,p) ~ a\ < ^. 



CAPITULO 1. CAMPOS VECTORIALES SOBRE RN 26 

Analogamente, como h ' m n _ > + 0 0 p ) = b, entonces h ' m „ ^ + 0 0 (/>{t2n,p) = b. Luego, 
d 

para - > 0 existe n2 6 N tal que 
o 

d 
n>n2=> \(f>(t2n,p) - b\ < -. 

Sea no = max{r i 1 , n2}. Entonces 

n > n 0 |</>(t2„_i,p) - a\ < ^ y |<£(i2n,p) - b\ < ^. 

Por tanto, 

dist{(j>(t2n-uP)\ A) = mi{\^(t2n-i,p) - x\ : x 6 A} < |<£(£2„-i,p) - a| < ^ . 

Entonces 

dist^fan-up); A) < ^ , Vn > n 0 . 

Sea r' € .A, entonces tenemos 

d< \r'-b\ = \r'-<t>{t2n,p)+<t>{t2n,p)-b\ < \r'-cf>{t2n,p)\+\(j>{t2n,p)-b\ < \r'-<j>(t2n,p)\+ 

para n > UQ. Por la propiedad transitiva tenemos 

d<\r'-<l>(t2n,p)\ + ^ 

para n > no- Entonces 

2c£ 
\r' - <Khn,p)\ > y , Vr ' e ,4, Vn > n 0 . 

Como el conjunto {|^(^2n)P) — f'\ r' *£ A} es no vacio para n > no y acotado inferior-

mente por — , entonces por la propiedad del mfimo se tiene que existe 
o 

M{\<P(t2n,p)-r'\:r' €A}, 

de donde 

dist(4>(t2„,p)\A) > y > ^ , 

luego 

dist((t>(t2n,p); A) > - , Vn > n 0 . 
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Consideremos la funcion h : [t2n-i,t2n] ~> K definida por h(t) = dist((/)(t,x0); A). 

L a funcion g : £ —> R definida por ^ ( x ) = dist(x; A) es continua, esto se debe a la 

continuidad de la funcion distancia. Luego, h{t) = p o <j>t es continua. 
£^ 

De dist((/>{t2n-i,p); A) <-y dist(<j>(t2n,p); A) > - , tenemos 

^ ( < 2 n - i ) = dist(4>(t2n-i,p);A) < ^ y / i ( t 2 n ) = dist((/>(t2n,p);A) > | , 

entonces 

h(t2n-i) < | y / i ( i 2 r e ) > ^ . 

Dado que ft. es continua, por el teorema del valor intermedio existe £* G ( ^ n - i ) *2n) tal 

que fo(^) = —, entonces por la definicion de h tenemos que 

dist(<f>(t*n,p);A) = ^ 

Como {<p(t*,p)} Q K y K es compacto, tenemos que existe una subsucesion {<j>{t*kn,p)} 

que converge en K, escribamos asf 

Km <f,(tln,p) = qeK, 
n—t+oo 

entonces q G w(p). Como ui(p) = A\J B entonces q £ A o q € B. 

De q G A, por la propiedad de distancia tenemos dist(q, A) = 0. Entonces 

dist(q; A) = dist( Km ^>[t*kn,p);A) 

por la continuidad de la funcion distancia, tenemos que 

dist(q; A) = lhn dist{(j>{t*k ,p);A) 
7 X - + + 0 0 ™ 

de donde 

dist(q;A)= Km h(tl) = %. 
n—>+oo 

Entonces tenemos dist(q;A) = 0 = ^ , el cual es falso, pues d > 0. Ahora si q G 5 , 
& 

entonces 

d = B ) < ( f t s%; ^4) = ^ 
Zi 
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de donde d < —, el cual tambien es falso. Por lo tanto, ui{p) es conexo. 
Zi 

i v ) Sea < o € l cualesquiera. Probemos que (f>to(u(p)) C w(p). Sea q G <j>t0(w(p)). 

Entonces existe q\ G oj{p) tal que <£(to,<h) = q- De gi G u>(p) se implica que existe una 

sucesion (tn) en R con 

Km t n = +00 

n—¥+oo 

tal que 

h'm p) = gi 
n->+oo 

luego de (j>{t0,qi) — q tenemos 
<j){tot Km <t>(tn,p)) = q 

n—*+oo 

Como (j> es continua entonces 

h'm <t>(t0,<l>(tn,p)) = q 
7 1 — » + 0 O 

Por propiedad del flujo (j> se implica que 

Km <j>{t0 + tn,p)) = q. 
n-¥+oa 

Tomemos sn = t0 + t n , Vn € N entonces 

h'm s„ = 00 y h'm (j>(s„,p) = q 
n—»+oo n—>+oo 

lo que implica que g G w(p). Entonces </>to(w(p)) C o;(p). Por consiguiente de la defi­

nicion de conjunto invariante se prueba que el conjunto w— h'mite de p es invariante 

respecto al flujo <j>. • 

Este teorema es de gran importaiicia en el analisis de las propiedades topologicas 

del campo vectorial / . Por un lado este teorema es importante en la demostracion del 

teorema de Poincare - Bendixson en el piano R 2 . 

E n el siguiente ejemplo se muestra que efectivamente los conjuntos h'mites gozan 

de las propiedades demostradas en el teorema anterior. 
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Ejemplo 1.12. Sea el campo vectorial / : R 2 —> R2 definido por 

f(x)= ( - y + x ( l - z 2 - y 2 ) , x + y ( l - a ; 2 - y 2 ) ) , c o n x = {x,y). 

De un ejemplo anterior, tenemos que la circunferencia x\ + x2 = 1 es una orbita 

periodica asintoticamente estable. Veamos la figura 

x 

Figura 1.7: Retrato de fase del campo vectorial / . 

Entonces tenemos, 

• Sip £ C, entonces uj(p) = C. 

• Sip £ C, entonces ui(p) = C. 

E n ambos casos, tenemos que u(p) es no vacio, compacto y conexo. 

Corolario 1.1. Bajo las mismas hipotesis del teorema 1 . 4 , si q 6 u)(p) entonces 

u{q) C w(p). 

Prueba. Sea r € u(q) cualesquiera. Entonces existe una sucesion (tn) tal que 

Km t n = +oo y Km <p{tn, q) = r. 
n—y+oo n—>+oo 

Si q € u>(j>) y u/(p) es invariante por el flujo de / , entonces r g C Por tanto, 

{<p(tn, q)} C OJ{P) y como u>(p) es compacto se obtiene que r G w(p). • 



Capitulo 2 

Campo Vectorial sobre Superficies 

Este capitulo esta dedicado al estudio cualitativo de los campos vectoriales sobre una 

superficie M contenida en el espacio euclidiano R 3 . Luego, se analizara la demostracion 

de los conjuntos h'mites acompanados de ejemplos. 

A lo largo de este capitulo, TMp denota el espacio tangente de la superficie M en 

el punto p y TM el fibrado tangente de M. 

2.1. Campo vectorial 

Definicion 2.1. Un campo vectorial sobre una superficie M es una aplicacion 

f : M —» R 3 tal que a cada punto p € M se le asigna el vector f ( p ) € TMP. 

Sea / : M -> R 3 un campo vectorial en M. Definamos la aplicacion a : M -¥ TM 

por <j{p) = (p, f(p)). Tenemos que ir0a = Id : M —> M, donde iz es la proyeccion 

natural de TM sobre M. L a aplicacion a se le denomina seccion en TM. 

Una relation importante que se observa entre el campo / y la seccion a es, si / es 

continua (de clase C 1 ) entonces a tambien es continua (de clase C 1 ) y recfprocamente. 

Se denotara por CX{M) al conjunto de campos vectoriales de clase C 1 sobre la 

superficie M . 

Definicion 2.2. Sea f un campo vectorial en M. Una curva integral de f que pasa por 

el punto p € M es una aplicacion dijerenciable a : I —> M definida sobre un intervalo 

30 
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abierto I conteniendo 0, tal que 

i) a(0)=p 

ii) a'(t) = f(a(t)), para todo t € I 

a 

Figura 2.1: Imagen de una curva integral. 

E l siguiente resultado permite extender los teoremas locales sobre la existencia 

y unicidad de curvas integrales de campos vectoriales sobre abiertos de un espacio 

euclidiano a campos vectoriales sobre superficies. 

Proposicion 2.1. Sean M una superficie y g : M —)• R 3 un campo vectorial de clase 

C1. Si Tp : E —>• R 2 es una carta local de M, entonces la aplicacion h : ip(E) —> R 2 

definida por h(q) = dif)(p) • g(p), p — V>_1(<7) e s «n campo de clase C1 sobre el abierto 

rp(E) c R 2 . 

P rueba . Si ip : E —> M 2 es una carta local de M , entonces es un difeomorfismo de clase 

C°° sobre su imagen. Sea q 6 ip(E) un elemento cualesquiera. Entonces p = ^ _ 1 ( g ) € M 

y como g es un campo vectorial en M, se tiene que g(p) € TMP. Luego, desde que 

dtp(p) : TMP —> R 2 entonces dip(p) • g(p) G R 2 . Por consiguiente, h es un campo 

vectorial en el abierto tp(E) de R 2 . 

Ahora probemos que h es de clase Cl. Sea a : M —> TM una seccion en TM 

definida por a(p) = (p,g(p))- Esta seccion es de clase C1, pues g es de clase Cl. 
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M TM 

l ^ t idij 

N d^oa^i; T N 

Del diagrama anterior, para q € ip(E) se tiene, 
( d ^ a ^ M = {d^a){r\q)) 

= (# 0 C7)(p), p = 

= dip(p,g(p)) 

= (i>(p),dip(p) • g(p)) 

= (<?,%))• 

Como ip es de clase C°° implica que ip-1 y dip es de clase C°°. Luego, dipoCoip'1 es de 

clase Cl. Por consiguiente, h es un campo vectorial de clase Cl. • 

Observation 2.1. Considerando la proposition anterior, si a : I —)• M es una curva 

integral del campo vectorial p, entonces ipoa : I N es una curva integral del campo 

vectorial h. 

E n efecto: 

a) {xp o a)(0) = ip{a(0)) = ^(») = <7- Asf, (tp o a)(0) = 9. 

b) o a ) ' ( i ) = dip(a(t)) • a'(t) = dip(a(t)) • g(a(t)), para todo t e l . Asf, ̂  o a es una 

curva integral del campo vectorial h. 

Teorema 2.1 (Existencia y Unicidad). Sean f : M —> R 3 un campo vectorial de clase 

C1 en M y p € M. Entonces existe una unica curva integral de f , a : I -¥ M que 

pasa por p; es decir, si j3 : J —>• M es otra curva integral de f que pasa por p, entonces 

a(t) = j3{t), para todo t e l n J . 

Prueba. Existencia. Sea ip : E —> ip(E) C R 2 una carta local alrededor de p en 

M. Por la proposition 2.1, se tiene que la aplicacion h : ip{E) —> R 2 definida por 

h(q) — dip(p)-g(p), p = •0-1(<7) es un campo vectorial de clase C 1 sobre el abierto ip(E) 

de R 2 . Luego, por el teorema de existencia y unicidad para campos vectoriales sobre 
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abiertos de un espacio euclidiano existe una unica curva integral de h, A : / —>• ip(E) 

con A(0) — q. Entonces, a — ip-1 o A : / - + £ c M e s una curva integral de / con 

o(0) = p. 

Unicidad. Sea @ : J —> M otra curva integral de / con /3(0) = p. Suponga que 

/ i ( J ) C E y a{I) C E lo que implica que i> o (3 : J -> VC-E) y 4> o a : I rp(E) son 

curvas integrates de / i que pasan por = '(p{p){fp~1(q) — p)- Por la unicidad de la curva 

integral h, se tiene que (ip o /?)(<) = (ipo a)(t), para todo tGldJ. Corno la carta local 

tp es inyectiva, se tiene que j3(t) = a(t), para todo t G / D J. • 

L a curva integral maximal de / que pasa por el punto p es aquella cuyo dominio de 

definicion es el mayor posible. E l siguiente resultado garantiza la existencia y unicidad 

de la curva integral maximal de / que pasa por un punto p. 

Teorema 2.2. Sean f : M —> R 3 un campo vectorial de clase C1 en M y p e M. 

Entonces existe una unica curva integral maximal de f , a : I -» M con a(0) = p. 

Es decir, existe una unica curva integral de f que pasa por el punto p, a . I M 

con 0 e I tal que, si 0 : J —>• M es otra curva integral de f que pasa por el punto p, 

entonces J C I y /?(t) = a(t) para todo t e J. 

Adernas el intervalo I se denomina intervalo maximal de existencia y es abierto. 

L a demostracion es analoga a la demostracion para campos vectoriales sobre abier­

tos en espacios euclidianos. L a prueba de este resultado se puede encontrar en el texto 

[2] 

Flujo de un Campo Vectorial 

Sea / : M —)• R 3 un campo vectorial de clase C 1 en M. Denotemos para cada punto 

p G M por ap : I p —> M la unica curva integral maximal de / que pasa por p y Ip su 

intervalo maximal. Consideremos el conjunto f2 = {(t,p);p € M y t € Ip} C R x M. 

Definicion 2.3. La aplicacion <j> : S~2 -> M, definida por <p(t,p) = ap(t) se llama el 

flujo de f . 

De la definicion, se observa que cuando se fi ja p y se varfa t, el flujo <f> es la curva 

integral de / que pasa por el punto p. 
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Proposicion 2.2. Sean f : M —> R 3 un campo vectorial de clase C1 en M y (j>: Vt —>• M 

el flujo de f . Entonces se curnple las siguientes aflrmaciones 

i ) <j)(0, p) — p, para todo p 6 M 

i i ) Sea p € M . S i s € l p y t € I<t>(s,p) entonces t + s € l p y 4>(t + s,p) = (j>{t, <p(s,p)). 

2.2. Conjuntos Limites 

E n el transcurso del trabajo se considera a M una superficie compacta, por lo que 

el dominio del flujo de un campo vectorial sobre la superificie M es R x M, es decir, 

todas las curvas integrales maximales del campo vectorial estan dennidas sobre todo 

R. Este resultado se encuentra demostrado en el texto [2] 

Sea / : M -> R 3 un campo vectorial de clase C 1 en M y <j> : R x M ->• M el flujo 

de / . 

L a orbita o trayectoria de / que pasa por el punto p € M es el conjunto 

Tp = {<j>{t,p);t(ER}. 

Un punto singular o de equilibrio del campo / es un punto p € M tal que f(p) — 0. 

Si p € M es un punto singular de / entonces ap : R —» M definida por ap(t) = p 

es una curva integral de / que pasa por p. Asf, Tp — { p } ; es decir, la orbita de / que 

pasa por el punto p se reduce a p. 

Definicion 2.4. Sea f : M —> R 3 un campo vectorial de clase C1 en M y 

4>: R x M -» M el flujo de f . 

i ) El conjunto u- Umite de un punto p € M, w(p), es el conjunto de los puntos q G M 

tales que existe una sucesion (tn) con la propiedad 

h'm t n — +oo y h'm 4 > { t n , p ) = q. 
n—*+oo n—>+oo 

Es decir, 

w(p) = {q E M / 3(tn) con t n -» +oo; h'm <j>(tn,p) = q}. 
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ii) El conjunto a- Umite de un punto p € M, a(p), es el conjunto de los puntos q e M 

tales que existe una sucesion [tn) con la propiedad 

h'm t„ = - c o con h'm <j>(tn,p) = q. 
n-++oo n—¥+oo 

Es decir, 

a ( p ) — {<? e M I 3 ( t n ) con t n ->• - co ; lfm <j>(tn,p) = q}. 
re-)-+00 

Teorema 2.3. Sea f : M —> R 3 un campo vectorial de clase C1 sobre la superficie 

compacta M y p € M. Entonces 

i) w(p) ^ 0 

ii) w(p) es compacto 

111) cj(p) es invariante por el flujo de f , es decir, <j>t{oj{p)) C w(p), para todo t € R 

iv) w(p) es conexo. 

Prueba. 

i) Sea la sucesion ( i„) n 6 N; definida por t n = n. Como M es una superficie compacta 

y {<t>(tn,p)} C M tenemos que esta sucesion posee una subsucesion {(f>{tkn,p)} con-

vergente en M. supongamos que q = \iran^+00(j>{tkn,p). De esta forma se consigue la 

existencia de una sucesion (tkn) tal que 

h'm i f c t = +00 con h'm <f>{tkn,p) = q 
T l - ^ + O O T I - + + O O 

y por la definicion del conjunto OJ- limite, se tiene que q € w(p). Asi, u/(p) ^ 0. 

ii) Ahora se probara que u)(p) es compacto. Como u)(p) C M y M compacto solo 

sera suficiente probar que ui(p) es cerrado. 

Para probar que el conjunto ui(p) es cerrada se sigue igual a la demostracion dada 

en el Teorema 1.4. 

iii) L a prueba que cj(p) es invariante por el flujo del campo vectorial / es analogo a la 

demostracion dada en el Teorema 1.4. 
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i v ) Para probar la conexidad de u(p), supongamos que no es conexo. Entonces existen 

conjuntos abiertos en M, A y B tales que oj(p) = A U B, u(p) D A ^ 0, w(p) n B ^ 0 y 

A n B = 0. Como la orbita del campo vectorial / por el punto p se acumula en puntos 

de A y B, para cada n > 0 existe t n > n tal que 4>{tn,p) € M — (A U B) = K. Como 

i f C M es un conjunto cerrado y por tanto compacto, entonces la sucesion {<j){tn,p)} 

posee una subsucesion convergente en K, es decir, existe la subsucesion ( t n k ) de (tn) 

en R tal que 

Km t„k = +00 y h'm </>{tnk,p) = q E K. 
k—y+oo k—y+oo 

Entonces por la definicion del conjunto w— limite, se tiene que q € w(p). Como 

oj(p) = A U B, se tiene que g G i U 5 , la cual es un absurdo pues q 6 A'. Por 

consiguiente, u(p) es conexo. • 

Las propiedades topologicas de este teorema, tambien son validas para el conjunto 

a- h'mite. 

Ejemplo 2.1. Consideremos el campo vectorial / : S 2 -> R 3 definida por 

fix, y, z) = (-xz, -yz, x2 + y2), 

donde S 2 = {(x, y, z) € R 3 ; x2 + y2 + z2 = 1} es la esfera unitaria con centro en el 

origen de R 3 . 

Los puntos singulares del campo vectorial / son p^ — (0,0,1) y ps — (0,0, —1), 

denominados polo norte y polo sur. Consideremos las coordenadas esfericas para puntos 

en la esfera unitaria S 2 . 

x — sin Pi cos P2, y = sin Pi sin p2, z = cos Pi 

7T 

donde 0 < Pi < — y 0 < P2 < 2n. Para p2 constante, la curva a : (0, | ) —> S 2 definida 

por 

a{Pi) = (sin ft cos/?2, sin/?! sin cos ft), 

tiene por imagen a los semi- meridianos de la esfera S 2 en direccion de arriba abajo. 
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Derivando a se tiene 

<*'(01) — ( c o s 01 c o s 02, cos Pi sin /? 2 , — sin [) \ ) . 

Luego el campo vectorial / sobre la imagen de la curva a es dado por 

/ ( a ( / ? 1 ) ) = -s in /? 1 a ' ( /3 1 ) . 

Esto quiere decir que el campo vectorial / es tangente a los meridianos de la esfera 

unitaria S 2 apuntando hacia arriba. Entonces las orbitas del campo vectorial / estan 

sobre los meridianos de S 2 y se aproximan a cuando t —> +oo y a ps cuando 

t -> -oo. Asf, se tiene que u(p) = { p N } y a(p) = { p s } si p € § 2 - {PN,PS}-

PN = (0,0,1) 

p s = ( 0 , 0 , - 1 ) 

Figura 2.2: Retrato de fase del campo vectorial / . 



Bendixson 

E n este capitulo se enunciara de manera completa el teorema de Poincare-Bendixson 

en el piano. Luego, se demostrara de forma detallada siguiendo a la demostracion dada 

en el texto Licoes de equagoes diferenciais ordinarias de Jorge Sotomayor. 

A lo largo de este capitulo se considera el campo vectorial / E X1(E), donde el 

abierto E es un subcoujunto de R 2 . Adeinas suponemos que su flujo (j> esta definido 

sobre ft = R x E. 

3.1. Teorema del Flujo Tubular 

En esta seccion se enunciara el teorema del flujo tubular sin demostracion. Este 

resultado es muy util por que nos proporciona un conocimiento cualitativo del com-

portamiento geometrico de las orbitas en una vecindad de un punto regular. 

Definicion 3.1. Sea f 6 X1(E). Una curva E contenida en E es una seccion trans­

versal al campo vectorial f , si existen un intervalo abierto I y un homeomorfismo 

diferenciable, a : I —t E, tal que, para todo t £ I , a'{t) y f{cr(t)) son vectores lineal-

mente independientes. Cuando el homeomorfismo a es de clase CT, r > 1, diremos que 

la seccion transversal S es de clase C1. 

Capitulo 3 

Teorema de Poincare -

en el piano R 2 

38 
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Una curva S contenida en E es una seccion transversal al campo vectorial f por el 

punto p € E, si existen un intervalo abierto I 3 0 y un homeomorfisrno dijerenciable, 

a : I -> E, tal que, cr(0) = p y para todo t € I , a'(t) y J(cr(t)) son vectores linealmente 

independientes. 

Ejemplo 3.1. Sea el campo vectorial / definido por J{x,y) = (—x,y). 

De acuerdo al campo de vectores (ver figura 3.2), se observa que una seccion transversal 

al campo de vectores es cualquier segmento de linea horizontal o vertical, excepto los 

ejes de coordenadas. 

Teorema 3.1 (Flujo Tubular). Sean f € X1(E) y p € E un punto regular del campo 

vectorial J. Si £ es una seccion transversal de clase Cl al campo vectorial J por el 

punto p, entonces existen una vecindad Wp dep en E y un dijeomorjismo de clase C1, 

h : Wp —> (—e,e) x J, donde e > 0 y J es un intervalo abierto en R centrada en el 

origen 0 tal que, 

a) h(E n Wv) = { 0 } x J 

b) h es una conjugacion de clase C1 entre los campos vectoriales f\Wp y 

g : ( -e , e) x J -> R 2 definido porg(xi,x2) = (1,0) £ R 2 . 

L a demostracion de este resultado se puede encontrar en el texto [4]. A continuacion 

se demuestra una consecuencia del Teorema de Flujo Tubular, el cual sera usado mas 

adelante. 

a E 

Figura 3.1: S es una section transversal. 
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-15' ' L ' ' 1 > ' 1 

- 8 - 6 - 4 -2 0 2 4 6 8 

Figura 3.2: Los segmentos de linea de color verde y negro son secciones transversales 

al campo vectorial f ( x . y) = (—x, y) 

Corolario 3 .1 . Sean f G Xl(E) y p E E un punto regular del campo vectorial f . Si 

E es una seccion transversal de clase C1 al campo vectorial J por el punto p, entonces 

existen t > 0, Wp vecindad dep en E yr :WP-*M. una funcion de clase Cl tales que, 

a) T(ZnWp) = {0}. 

b) Si q £ Wp, entonces r ? f l E = T~(q))}, donde tp es el flujo del campo vectorial 

/ • 

c) Para todo q G Wp, la solucion $q esta definida y es inyectiva en el intervalo 

( - t + T(q)}t + T(q)). • 

Prueba . 

a) Por el Teorema del Flujo Tubular, se tiene que existen una vecindad de p, Wp en E 

y un difcomorfismo do clase Cl; esto es, h : Wp -> ( - c . c) x J donde c > 0, J es un 

intervalo abierto en R centrada en el origen, tal que, A(E Pi W p ) — {0} x J y h es 
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una conjugation entre los campos vectoriales f\Wp y g : {—e, e) x J —> R n , donde 

g{Xl,x2) = {l,0)€R2. 

Supongamos que h(q) = (—r(g),77(g)), donde r,77 : Wp —>• R son funciones de clase 

C 1 . Si q € E f l W p entonces h(q) = (0,77(g)), de donde tanto, r(q) = 0. Por tanto, 

r (SnWp) = { 0 } . 

b) Denotemos por (f> el flujo asociado al campo vectorial g. Entonces 

4 > ( t , x ) — (t + X \ , X 2 ) . 

Sea r = ( r i , r 2 ) € (—e, e) x J . Entonces, 

i) r r ( p ) n ( { 0 } x j ) = { ^ ( - n , r a ) } ; 

II) 4>(t, r) € (—e, e) x J si y solo si t G (—e — r i , e — 7*1). 

Sea q € Wp. Como /i(g) = (—r(g), 77(g)) € (—e, e) x J , entonces 

/>(r 9 ( / )n (snWp)) = r } ( / » ( ? ) ) n ( { o } x j ) 

- W T ( ? ) , % ) ) } 

de donde 

r 9 ( / ) n ( E n W p ) = { / r ^ H g ) , / ^ ) ) ) } 

- {v( r (g ) ,g )} = { ^ ( r ( g ) ) } . 

c) Sea g € Wp. Entonces ip(t, q) € W p si y solo si h(ip(t, g)) = (f>(t, h(q)) € (—c, e) x J. 

Luego por la propiedad c) se tiene 4 > ( t , h ( q ) ) € (—e,e) X J si y solo si 

te ( -e + r(g),e + r (g) ) . 

Para la inyectividad de 9?,, se considera (p{t\,q) = <p{h,<l) de donde 

/i(v?(fi,g)) = h(tp(t2,q), y esto nos lleva a que 4 > ( t i , h ( q ) ) = <£(£2,/i(g)). Por tan­

to, (*! - r ( g j , 77(g)) = ( i 2 - r(g) , 77(g)), de donde ^ = i 2 . 
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Figura 3.3: Interpretation geometrica del corolario 3.1. 

3.2. Preparacion para la demostracion del Teorema 

de Poincare - Bendixson 

E n esta seccion se demostrara algunos resultados previos a la demostracion del 

Teorema de Poincare - Bendixson. Estos resultados nos serviran para la demostracion 

del teorema mencionado. De aqui en adelante, la section transversal a considerar seran 

de clase C1, ya que trataremos con campos vectoriales de la misma clase. 

Lema 3.1. Sea q € u(p) un punto regular de f € Xl(E) y £ una seccion transversal 

al campo vectorial f en q. Entonces existe una sucesion (tn) en K + tal que 

h'm t n = +oo , {(j){tn,p)} C S y h'm <p{tn,p) = q. 
n-¥+oo n-t+oo 

Prueba. Por hipotesis tenemos que q 6 entonces por la definicion del conjunto 

UJ—limite existe una sucesion (t'n) en [0, +oo) tal que 

h'm t'n = +oo y h'm 4(t?n,p) = q. 
n-++oo n->+oo 

Por el Corolario 3.1 del Teorema del Flujo Tubular, existe una vecindad VQ de q en E 

y existe una funcion r : VQ —)• R de clase C1, tal que T(VQ n S ) = { 0 } . 

Por otro lado. como \\mn^+O0<j>{t'nlp) = q entonces existe n 0 € N tal que 

n > n 0 =• 4 > { t ' n , p ) e Vq. 

Consideremos la sucesion (tn) definida por t n = t'n 4- T(<f)(tn,p)), Vn > n 0 . Veamos la 

siguiente figura 
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/.?. : V, 
.'••XLi/JVr'); , _ 

Figura 3.4: Interpretacion geometrica de las sucesiones {<f>(tn,p)} y {</>(t'n,p}. 

Como h'mn_>.+00 <f>(t'n,p) — q y r es una funcion continua, entonces 

lhn r m ' n , p ) ) = r{q). 
n-++oo 

Por la definicion de T resulta que r(q) = 0, de donde 

h'm T ( < K 4 P ) ) = 0. 
n—t+oo 

Por tanto, se tiene que 

h'm t n = +oo. 
n-*+oo 

Por propiedad de flujo y nuevamente por el Corolario 3.1, 

4 > { t n , p ) = <t>{t'n + T{<t>(t'n,p)),p) = # r f > ( C p ) ) , # C p ) ) e E . 

Asi', p)} C £ . 

Finalmente, por la continuidad de <̂> 

h 'm„^ + o c , ^(«„,p) = h'm„_> + 0 0 <KTW>(CP))> <j>{t'n,p)) 

= ^(li'mn-^+oo T(4>(t'n, p)), h 'm n _ + + 0 0 

= ^(0,g) = g. 

• 
Observacion 3 . 1 . Una seccion transversal £ del campo vectorial / , tiene dimension 

uno, ya que estamos considerando el campo / en R 2 . Como E es la imagen homeornorfi-

ca de un intervalo abierto de R , en E podemos considerar un orden total (<) inducida 



CAPITULO 3. TEOREMA DE POINCARE - BENDIXSON EN EL PLANO R 2 44 

por el orden total del intervalo. por tanto, podemos hablar de sucesiones monotonas 

en E . 

Lema 3.2. Sea E una seccion transversal al campo vectorial f € X1(E) contenida en 

E. Si p € E entonces Tp~ = {<j>{t,p) : t > 0} intercepta a la seccion transversal E en 

una sucesion monotona px,p2, ...,p„,... 

Prueba. Consideremos el conjunto A = {t € R + : 4 > { t , p ) € E } , por el Corolario 3.1 del 

Teorema del Flujo Tubular se tiene que A es un conjunto discreto, por lo cual, podemos 

ordenar el conjunto A de la siguiente manera A = {0 < ti < t2 < ... < t n < ...}. 

Sea p\ — <j>{ti,p), p2 = <p(t2,p),..., pn = 4 > ( t n , p ) . Tenemos dos alternativas. 

i) Si pi = p2, entonces <f>p es una funcion periodica de perfodo t2 — ti > 0, luego Tp es 

una orbita periodica y Tp" PI E = {p}, de donde p\ — p2 = pz = • • • = p. 

ii) Si pi 7^ p2, entonces supongamos que p\ < p2. Si ps € E existiera, probemos que 

Orientemos la seccion transversal E segiin la figura 3.5-(i) y observemos que debido al 

hecho que E es conexo y la continuidad del campo / , las orbitas de / cruzan la seccion 

transversal en el inismo sentido como muestra la figura 3.5- ( i i ) . 

Sea f\ la curva formada por el arco de la orbita que une los puntos pi y p2 denotado 

por P1P2, y el segmento de curva pipl C E (ver figura). 

Como l\ es una curva continua, cerrada y simple, por el Teorema de la Curva de 

Jordan, el conjunto R 2 — / \ tiene dos componentes conexas una acotada (region interior 

P2 < 7>3-

Figura 3.5: (i) Orientation de E , (ii) Sentido del campo vectorial sobre E 
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P1P2 

Figura 3.6: f\ = P\p2 U p2p\ curva continua, cerrada y simple. 

Ri) y la otra no acotada (region exterior Re) tal que dRi = dRe = / \ , como muestra 

la siguiente figura. 

E n particular, la orbita Tp a partir de p2, esto es para valores t > t2, esta contenida 

en Ri. Esto es porque la orbita no puede interceptar el arco p^p2 debido a la unicidad 

de las curvas integrates (ver figura 3.8). Adeinas, no puede interceptar el segmeuto 

P2P1, esto porque es contraria al sentido del campo vectorial (ver figura 3.8). Por tanto, 

P2 < P3-

Continuando de manera aualoga, obtenemos que p\ < p2 <Pz-- <pn---- Por consi-

guiente, (pn) es una secuencia monotona. • 

L e m a 3.3. Seap € E yT, cualquier seccion transversal al campo vectorial f 6 Hl{E), 

entonces E intercepta au(p) a lo mas en un punto. 

Prueba . Si E D oj(p) = 0 entonces no hay nada que probar. Supongamos que ui(p) 

E 

Figura 3.7: Ri region interior, Re region exterior. 
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Figura 3.8: Izquierda: T p se autointercepta, Derecha: Tp cruza el segmento p2Pi-

E 

Pi 

P7 

Figura 3.9: Interpretacion geometrica del lema 3.3. 

intercepta a E en dos puntos qi y q2, es decir, Enw(p) = {qi,q2}- Por Lema 3.1, existe 

una sucesion (tn) y (s„) tal que 

lfm t n = +oo , {<j>{tn,p)} C E y lfm </>(tn,p) = qi 
n—>+oo n - » + o o 

lfm s„ = +00 , {</)(sn,p)} C E y lfm <£(s„,p) = q2. 
n-t+oo n—>+oo 

Por lema 3.2, tenemos que 

E n r + = { P l <P2 < ... <pn< ...}. 

Como {</>(*n,p)} c r p y { ^ ( * n , p ) } C E , entonces 

{ < t > { t n , p ) } C E n T+ = { P l < p 2 < ... < p n < . . . } . 
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De forma analoga tenemos que 

{</>{sn,p)} C E n T+ = { P l < p2 < ... <pn< ...}. 

Entonces la sucesion monotona (pn) tiene dos subsucesiones convergentes, esto quie-

re decir que la sucesion (p„) es convergente y el limite de esta sucesion debe ser igual 

tanto a qi como a q2. Por unicidad de limite, obtenemos que gi = q2. 

Por consiguiente, la seccion transversal E intercepta a ui(p) a lo mas en un punto. 

• 
Definicion 3.2. El UJ—limite de una orbita T del campo vectorial f E X1{E), deno-

tado por OJ(T), se define como el ui{p), donde p es cualquier punto sobre Y, es decir, 

w(r) = u>(p) para cualquier p en Y. De forma analoga se define el a— limite de una 

orbita, denotado por a(Y). 

Lema 3.4. Sean p E E un punto regular del campo vectorial f E Xi(E) y K C E un 

conjunto compacto con Y p C K. Si Y es una orbita tal que Y C ui{p) y u>{Y) contiene 

por lo menos un punto regular, entonces Y es una orbita periodica y u(p) = Y. 

Prueba. Supongamos que Y = Yp> para algun p' E Y. Por hipotesis, existe un q E u(Y) 

punto regular de / . Consideremos E g una seccion transversal al campo vectorial / en 

q. Del Lema 3.1, existe una sucesion (tn) en R + tal que 

h'm i n = +oo , {<j>{tn,p')} C E , y h'm 4>{tn,p') = q. 
n-¥+oo n-H-oo 

Como {<f>{tn,p')} C r y por hipotesis tenemos F ' C entonces {<l>(tn,p')} C y 

como {4>(tn,p')} C E 9 , entonces {<fi(tn,p')} C E 9 f lw(p) . Luego, por lema 3.3, tenemos 

que la sucesion {(j>(tn,p')} se reduce a un punto, denotemos por p" este punto, es decir, 

0(̂ mP') = P"I V N € N. Asi (pp> : R —> E es una funcion periodica. Por consiguiente, Y 

es una orbita periodica. 

Ahora probemos que ui(p) = Y. Desde que Y p C K y K compacto, por teorema 1.4, 

tenemos que uj(p) es conexo y ui{p) ^ 0. Como Y C con Y cerrado, es suficiente 

probar que Y es abierto en w(p). Sea p E Y, consideremos la vecindad dada por el 

Teorema del Flujo Tubular y Ep la respectiva seccion transversal. 



CAPITULO 3. TEOREMA DE POINCARE - BENDIXSON EN EL PLANO R 2 48 

Afirmacion: 14 n T = 14 n w(p). 

E n efecto. Por hipotesis tenemos que T C w(p), entonces 14 n T C VpC\ui(p). Recipro­

camente, probemos que 14 n w(p) C 14 Pi T. Supongamos por el absurdo que 14 D T 

no este contenido en 14 PI w(p). Entonces existe un q e 14 D u(p) tal que g ^ T. Como 

w(p) es invariante respecto al flujo de / , entonces Y-q C w(p). Luego, por el teorema del 

flujo tubular, existe un t0 e R tal que <t>{to,q) € Ep y <j>(t0,q~) ^ p. Esto quiere decir 

que el conjunto Ep intersecta a w(p) en dos puntos {p,</>(to,q)} C Y^f]oj(p), lo cual 

contradice el lema 3.3. Asf, 14 n w(p) C 14n T. Por lo tanto, 14 n T = 14nw(p), para 

p e r . 

Consideremos el conjunto V = Up € r l4. Como 14 C E es abierto, entonces V es 

abierto en E y T C V". Luego, 

v n W ( p ) = n oj(p) = u ( i 4 n w(p)) 

y como 14 D T = 14 H w(p), tenemos que 

v n w(p) = u ( i 4 n w ( P ) ) = u ( i4 n r ) = (u(V4) n r = v n r , 

de donde V n u(p) = V n T. Ahora, como r C V, entonces K n T = T. Luego, 

V fl w(p) = V n T = T. Asf, V f l uj(p) = r , con V C E abierto, entonces T es abierto 

en ui(p). Por consiguiente, u)(p) = T • 

3.3. Demostracion del Teorema de Poincare- Ben­

dixson en R 2 

Enunciaremos el teorema en su forma completa. 

Teorema 3.2 (Poincare-Bendixson). Supongamos que f € Xl(E) posee un numero 

finito de puntos de equilibrio en ui(p), p € E punto regular de f y supongamos que existe 

un compacto K C E tal que C K. Entonces tenemos las siguientes posibilidades. 

a) Si oj(p) contiene solamente puntos regulares entonces w(p) es una orbita periddica. 
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b) Si to(p) contiene puntos regulares y puntos de equilibrio, entonces w(p) consiste de 

un conjunto de orbitas, cada una de las cuales tiende a uno de esos puntos de 

c) Si u)(p) no contiene puntos regulares, entonces w(p) es un punto de equilibrio. 

a) Sea q € w(p) un elemento cualesquiera. Por teorema 1.4, w(p) es invariante por el 

flujo del campo vectorial / , entonces Tq C w(p). 

Por otro lado, por corolario 1.1 tenemos que u(q) C u(p). Luego, como w(TQ) = u(q) 

obtenemos que OJ(TH) C w ( p ) . 

Por hipotesis, w(p) contiene solamente puntos regulares y como u>(TQ) c w(p), 

tenemos que oj(TQ) solo contiene puntos regulares de / , asf por lema 3.4, se concluye 

que TQ es una orbita periodica y u(p) = TQ. Por consiguiente, u(p) es una orbita 

periodica. 

b) Sea q Eu(p) — {pi,p2, ...,Pn} un elemento cualesquiera, donde los pi son puntos de 

equilibrio. Entonces TQ C w(p) no contiene puntos de equilibrio. Por corolario 1.1, 

Supongamos que u>{TQ) contiene algun punto regular de / . Del lema 3.4, tenemos 

que oj(p) = T g . Este resultado contradice la hipotesis, pues u>(p) contiene puntos de 

equilibrio. Por tanto, u>(TQ) no contiene ningun punto regular. 

Por la compacidad de w(p), tenemos que oj(Tq) es conexo y no vacfo, esto significa 

que co(Tq) C w(p) tendra que ser un punto de equilibrio, osea u)(Tq) = {pj}, para 

algun j € { 1 ; 2;...; n). Asf tenemos que w(p) es la union de orbitas cada una de las 

cuales tiende a un punto de equilibrio. 

c) Por hipotesis el campo vectorial / posee un numero finito de puntos de equilibrio en 

w(p) y como w(p) es conexo, entonces w(p) = {q}, donde q es un punto de equilibrio. 

Prueba. 

w(r,) c w(p). 

• 
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3.4. Consecuencias y Aplicaciones 

E n esta seccion vamos a presentar algunas consecuencias del teorema de Poincare -

Bendixson. 

Teorema 3.3. Si F0 es una orbita periodica de f € X1(E) tal que int(T0) C E, 

entonces existe un punto de equilibrio de f contenido en int(T0). 

Figura 3.10: Xo punto de equilibrio de / en int(To). 

Prueba. (Por absurdo) Supongamos que T0 es una orbita periodica de / con int(T0) C 

E tal que en int(To) no hay puntos de equilibrio de / . Consideremos el conjunto 

S = { r / T es una orbita periodica de / tal que T C int(F0)}. 

Como T 0 € S, tenemos que S ^ 0. 

Sean F i , r 2 € 5 , definimos la relation de orden " •< " en S por: 

Se tiene que (S, ^ ) es un conjunto parcialmente ordenado, esto pues curnple las 

siguientes condiciones: 

_ T 0 

*ni(ToT" 

F i ^ T 2 & intiFx) D int(T2). 

i) Reflexiva: V r x G S, r x ^ & int(Ti) D intiTr). 

n) Antisimetn'a: V T j , T2 E S, Tx < T2 y T2 ± Tx T j = T 2 . 

E n efecto. Si T i ^ T 2 y T 2 ^ T i , entonces 

intiTi) D int(T2) e int(V2) D int(Ti) 

de donde int(Ti) — int(T2). De aqui, tenemos que T i = T 2 . 
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i l l ) Transitiva: V r 1 ; r 2 , T 3 € S, Ti < T2 y T 2 ^ T 3 =• ^ ^ T 3 . 

E n efecto. Si F j ;< T 2 y T 2 ^ r 3 , entonces 

int{Ti) D m i ( r 2 ) e m i ( F 2 ) D i n i ( r 3 ) , 

de donde int(Ti) D int(Ts) y por tanto, T x ^ T 3 . 

Ahora, probemos que el conjunto parcialmente ordenado 5 es inductivamente ordenado, 

es decir, que todo subconjunto no vaci'o de S totalmente ordenado admite una cota 

superior. 

Sea B un subconjunto de 5 totalmente ordenado. Probemos que B tiene la pro­

piedad de interseccion finita. Sea F una familia finita de elementos de B, entonces 

F — {Ti, T 2 , r „ } . Como cada Tj esta en B, entonces 

T i ± r 2 :<,... ^ r „ , 

de donde 

m t ( r i ) D m i ( r 2 ) D ... D int(Tn). 

Entonces 
n 

f ] i n t ( r j ) = int(Tn)^(l). 
j=i 

Asf, B tiene la propiedad de interseccion finita. Como int(To) es un conjunto compacto 

y B es una coleccion de conjuntos cerrados en int(T0), de la propiedad de interseccion 

finita, tenemos que 
p) int(T) f 0. 

TeB 

Denotemos por a = f ) r e B i n t ( r ) ^ 0. Seap G cr, entonces p € int(T) para todo T E B. 

Sip eT, entonces w(p) = T y por tanto, w(p) C inf ( r ) . Ahora, s ip € i n t ( r ) , entonces 

T p C int(r) y como w(p) C T p se obtiene que w(p) C int(T). Por tanto, tenemos que 

oj(p) C m£(r) para todo F € B, de donde se concluye que w(p) C a. Ahora como 

int(V) no contiene puntos de equilibrio de / , entonces por el Teorema de Poincare -

Bendixson, tenemos que w(p) es un orbita periodica. Por tanto, tenemos que w(p) es 

una orbita periodica tal que ui{p) C a. 
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Ahora probemos que u(p) = Fq es una cota superior de B. Como u>(p) C a tenemos 

que Vq C f)reBint(F) de donde Tq C int{T) para todo V E B. Ahora, si Fq c int(T) 

para todo V € B entonces int(Fq) C int(F), para todo r € B. Por consiguiente, F -< Tq, 

V T E B, lo que prueba que T g es una cota superior de B. 

Por tanto, el conjunto parciahnente ordenado 5 es inductivainente ordenado. Luego, 

por el lema de Zorn se obtiene que S admite elemento maximal. Sea u E S un elemento 

maximal de S, entonces F X u para todo T E S. 

Sea p E int{u) un punto cualesquiera. Entonces u{p) y a(p) estan contenidas en 

int{u). E n mt(u), el campo vectorial / no tiene puntos de equilibrio, entonces por el 

teorema de Poincare - Bendixson, tenemos que uj(p) y a(p) son orbitas periodicas. Por 

la maximalidad de u se tiene que w(p) = a(p) — u, de donde p € u, lo cual no es 

posible ya que p E int(u). Por tanto, ya sea oj(p) o a(p) tendra que ser igual a u. Si 

suponemos que u = ui(p) entonces a(p) C int(u); esto contradice a la maximalidad de 

u. Por consiguiente, existe un punto de equilibrio en el int(T0). • 

Corolario 3.2. Sea el campo vectorial f : E C R 2 —>• R 2 que no tiene puntos de 

equilibrio entonces el campo vectorial f no tiene orbitas periodicas. 

Prueba. Supongamos que el campo vectorial / tiene una orbita periodica F tal que 

int(F) C E, entonces por el teorema 3.3 se tiene que existe un punto de equilibrio 

contenido en el interior de la orbita periodica int(F). Este resultado contradice la 

hipotesis, pues el campo vectorial no tiene puntos de equilibrio. • 

E n el siguiente ejemplo se muestra la aplicacion de este corolario. 

Ejemplo 3.2. Sea el campo vectorial / : R 2 —> R 2 definido por 

f(x,y)= ( x 2 + 7/2 + l , y ( x + l ) + 2 ) . 

Se afirma que el campo vectorial / no tiene puntos de equilibrio. 

Solucion. Para determinar los puntos de equilibrio se debe hacer f ( x , y) = 0, el cual 

es equivalente al sistema 

x2 + y2 + l = 0 

y{x + l) + 2 = 0. 



CAPfTUL0 3. TEOREMA DE POINCARE - BENDIXSON EN EL PLANO R 2 53 

Este sisteiiia de ecuaciones no tiene solucion. por lo que, el campo vectorial / no tiene 

puntos de equilibrio. Entonces, por el corolario 3.2 se implica que el campo vectorial / 

no tiene orbitas periodicas. Ver la figura. 

x' = x" +y* +1 
y" = y(x+1)+2 

-2 -1,5 -1 -0,5 0 0.5 1 1.5 2 2,5 3 3,5 4 

x 

Figura 3.11: Campo vectorial de f(x, y) — (x 2 + y2 + 1, y(x + 1) + 2). 

Teorema 3.4. Sea D un conjunto cerrado y acotado donde no contiene puntos de 

equilibrio de f G Xl(E) y supongase que D es invariante positivo con respecto al flujo 

de / . Entonces existe una drbita periddica contenido en D. 

Prueba . Sea p 6 D entonces T+ = {<£(£. p); t > 0} C D , esto por la invarianza positiva 

del conjunto D. Afirmainos que w(p) C D. Sea q € ai(p) entonces existe una sucesion 

(tn) en [0; +oo) con 

lim tn = +co 
n-*+oo 

tal que 

h'm <b(tn,p) = q. 
n—>+oo 

Como T+ = {</>(t,p)]t > 0} C D tenemos que {<b(tn,p)} C D, Vn 6 N y como D 

es cerrado se concluye que q G D. A a , u(p) C D. Como D no contiene puntos de 

equilibrio, entonces UJ(P) contiene puntos regulares. Luego, por el teorema de Poincare-

Bendixson, se obtiene que w(p) es una orbita periodica. • 
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Ejemplo 3.3. Sea el campo vectorial / : R 2 —» R 2 definido por 

f(x,y) = {y,-x + y ( l - x 2 - 2 y 2 ) ) . 

Se afirma que el campo vectorial / tiene una orbita periodica. 

Solucion. E l campo vectorial / tiene como unico punto de equilibrio a (0,0). Ahora, 

buscaremos un conjunto invariante positivo D C R 2 , tal que, todos los puntos de D son 

puntos regulares del campo vectorial / . Para ello consideremos la funcion de Lyapunov. 

V(x,y) 
x2 + y2 

2 

donde 1^(0,0) = 0 y V(x, y) > 0. Luego, la derivada de la funcion V en direccion al 

campo vectorial es 

V'{x, y) = DV(x, y).f(x) = y\\ - x2 - 2y2). 

Se tiene: 

i) V'(x, y) — y2(l — x2 — 2y2) > 0, para x2+y2 < | . E n este caso, cualquier orbita por 

el punto (x0,yo) € y) G R 2 / x2 + y2 < \} sale del disco abierto x2 + y2 < \. 

i l ) V'(x,y) = y 2 ( l — x2 — 2y2) < 0, para x2 + y2 > 1. Aqui, cualquier orbita por el 

punto (x0, y0) S {{x, y) € R 2 / x2 + y2 > 1} entra al disco cerrado x2 + y2 < 1. 

Por tanto, el conjunto D = {{x,y) G R 2 ) ; \ < x2 + y2 < 1} es invariante y compacto. 

Esto quiere decir que para cualquier punto que se tome en el conjunto D, la orbita por 

este punto permanecera en tal conjunto. 

Como el punto de equilibrio (0,0) no pertenece a D, entonces por el teorema 3.4 se 

tiene que existe una orbita periodica contenida en D. Veamos la figura 3.12 esbozada 

en Matlab. 
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Figura 3.12: Campo vectorial de f(x,y) = (y, -x + y(l - x2 - 2y2)) . 

E j e m p l o 3.4. Sea el campo vectorial / : R2 -¥ R 2 definido por 

f ( x , y ) = ( r . - y - ( x ? + \y2)*,x + y - { x 2 + \y2)y^ . 

So afirma qnc cl campo vectorial / ticne ima orbita periodica. 

Solucion. E l campo vectorial / tiene a (0,0) como lirrico punto dc equilibrio . Ahora 

so hallara un conjirnto invariante positivo M C E 2 , tal que, todos los puntos de Af 

son puntos regulares del campo vectorial / . Para ello, consideremos las coordenadas 

polar es. 

x = r cos a, y = r sin at. 

donde r > 0 y r ^ 0. Se tiene 

x' = x - y - ( x 2 + ^y2)x, y' = x + y - ( x 2 + \y2)y. 
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Como r2 = x2 + y2, entonces derivando 

rr' = x (x - y - {x2 + | y 2 ) ^ + y + y - (x2 + ^ y 2 ) y 

I 2 , 2 4 4 o 2 2 , y 4 X 2 y 2 

rr = xi + y - x* - y* - 2x V + — — 

rr' = r 2 - r 4 + \ y 2 ( y 2 - x 2 ) . 
Zi 

_ , r 4 c o s 2 2 a — r 4 cos2a 
Como y [y — x ) = , entonces 

& 

I 2 4 , 1 2/ 2 2\ 
rr = r — r + —y ( y — x ) 

, 2 4 1 / V 4 cos2 2a — r 4 cos 2a 
r r = r — r + 

2 V 2 
, / .. cos 2a cos2 2a 

r - r 3 1 + 
4 4 

Para encontrar la region M, que contenga la orbita periodica se debe hacer r' = 0, esto 

pues tal region debe ser tangente a la orbita periodica en algun punto en el cual r' — 0, 

entonces 

, , / cos 2a cos2 2a \ 
r' = r - r 3 ( 1 + — — ) = 0 

factorizando convenientemente se tiene: 

cos 2a — cos2 2a = 4 {^-^ — 1 

Como —2 < cos 2a — cos2 2a < i , entonces el radio r debe satisfacer las desigualdades 

-***{H*i 
Entonces se tiene las desigualdades 
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Entonces el radio r tiene como desigualdades a 

4 <r<V2 
V r f 

Se tiene: 

. . , / \ cos 2a cos2 2a \ , , 
I) r — r - r l H — 1 > 0, para r = E n este caso, cualquier 

orbita por el punto (xo,yo) £ { ( ^ i J / ) € R 2 / x 2 + y2 < ( ^ / ^ j } s e ^ e del disco 

abierto x2 + y2 < ( ^ ^ j • 

\ / \ ( ^ cos 2a cos2 2a \ /- , . 
II) r = r—r 5 I 1 H — J < 0, para r = y 2 . Aqui, cualquier orbita por el 

punto (x0, yo) G { ( x , y) € R 2 / x 2 + y 2 > \ / 2 } entra al disco cerrado x 2 + y 2 < \ /2. 

( \ 2 2 
^==J < x 2 + y 2 < (V2) } es invariante y 

compacto. Esto quiere decir que para cualquier punto que se tome en el conjunto M , 

la orbita por este punto permanecera en tal conjunto. 

Como el punto de equilibrio (0,0) no pertenece a M, entonces por el teorema 3.4 se 

tiene que existe una orbita periodica contenida en M. Veamos la figura 3.13 esbozada 

en Matlab. 
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Figura 3.13: Campo vectorial de f(x, y ) = { x - y - ( x 2 + f y 2 K x + y - { x 2 + \y2)y) 



Capitulo 4 

Teorema de Poincare - Bendixson 

en la esfera § 2 

E n este capitulo se enunciara el Teorema de Poincare-Bendixson en la esfera S 2 

de forma completa y su demostracion se detallara siguiendo al texto Introducao aos 

sistemas dinamicos de Jacob Palis Junior y Welington de Melo. 

Algunos resultados previos ya no seran detallados como en el capitulo anterior, ya 

que, sus demostraciones son iguales a las demostracioues dadas para el piano. 

Denotemos por ^ ( S 2 ) al conjunto de todos los campos vectoriales de clase C 1 sobre 

la esfera S 2 . 

4.1. Preparacion para la demostracion del teorema 

de Poincare - Bendixson 

Antes de iniciar con los resultados previos para la demostracion del teorema de 

Poincare-Bendixon sobre la esfera S 2 , primero definimos seccion transversal para un 

campo vectorial sobre la esfera S 2 y luego presentaremos un resultado semejante al 

corolario 3.1. 

Definicion 4 . 1 . Sea f € X 1 ( S 2 ) . Una curva S contenida en S 2 es una seccion trans-

59 
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versal al campo vectorial f , si existen un intervalo abierto I y un homeomorfismo 

diferenciable, o : I —> S 2 , tal que, para todo t G / , a'(t) y f(a(t)) son vectores lineal-

mente independientes en T S 2 , donde q — a(t). Cuando el homeomorfismo a es de clase 

CT, r > 1, diremos que la seccion transversal E es de clase C1. 

Una curva E contenida en S 2 es una seccion transversal al campo vectorial f por el 

punto p G S 2 , si existen un intervalo abierto I B 0 y un homeomorfismo diferenciable, 

a : I —)• S 2 , tal que, a(0) = p y para todo t €. I , a'(t) y f{o-{t)) son vectores linealmente 

independientes en T § 2 , donde q = cr(t). 

Figura 4.1: E es una seccion transversal al campo vectorial / sobre S 2 . 

Proposicion 4.1. Sean f € X 1 ( S 2 ) yp € S 2 un punto regular del campo vectorial f . Si 

E es una seccion transversal de clase C1 al campo vectorial f por el punto p, entonces 

existen e > 0, Wv vecindad dep en§2 yr : Wp —> R una funcion de clase Cl tales que, 

a) r (EnWp) = {0}. 

b) Si q G Wp, entonces Tq n E = {ip(q, r(q))}, donde y> es el flujo del campo vectorial 

f -

c) Para todo q G Wp, la solucion cpq esta definida y es inyectiva en el intervalo 

{-e + T(q),e + r(q)). • 

Para la demostracion de este resultado se utiliza la proposicion 2.1 y el corolario 

3.1. 

L a demostracion del siguiente resultado es analogo a la demostracion del lema 3.1, 

por ello ya no se realizara con detalles. 
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Lema 4 . 1 . Sea f G X 1 ( S 2 ) , q € oj(p) punto regular de f y E una seccion transversal 

al campo vectorial f en q. Entonces existe una sucesion (tn) en R + tal que 

h'm t n = +oo , {<j)(tn,p)} C E y h'm <f>(tn,p) = g. 
n—»+oo n - » + o o 

Prueba. Si q G w(p), entonces por la definicion del conjunto w—h'mite existe una 

sucesion (t'n) en [0,+co) tal que limn^+0Ot'n = +oo y \\mn^+<x<j>(t'n,p) = q. 

Por la proposicion 4.1, existe una vecindad Vq de q en E y existe una funcion 

T : V y K de clase C 1 , tal que r{Vq D E ) = { 0 } . 

Por otro lado, como \imn^.+00 </)(t'n, p) = q entonces existe n 0 € N tal que 

n>n0=>(f>(t'n,p)€Vq. 

Consideremos la sucesion (tn) definida por t n = t'n + r((f)(t'n,p)), Vn > no- Como 

h'mn-^+oo <f>(t'n,p) = q y r es una funcion continua, entonces lfmn-y+oo T(<j>(t'n,p)) — r(q). 

Por la definicion de r resulta que r(q) = 0, de donde Umn^+00T((j)(t'n,p)) = 0. 

Por tanto, se tiene que l rm^+oo t n — +oo. Por propiedad de flujo y por la propo­

sicion 4.1, 

<t>(tn,p) = Cj>(t'n + T(<t>(t'n,p)),P) = <l>{T(<j>(Cp)),Wn,p)) G E . 

Asi', {<l>{tn,p)} c E . 

Finalmente, por la continuidad de h'mn_>+0O(?!>(in,p) = <̂ >(0,g) = q. • 

L a demostracion del siguiente resultado tambien es analogo a la demostracion del 

lema 3.2, por ello en algunas partes se resumira sin mas detalles. 

Lema 4.2. Sea f G 3C 1(S 2) y E C S 2 una seccion transversal a f . Si p G E entonces 

Tp intersecta a E un una sucesion mondtona. 

Prueba. Consideremos el conjunto A = G E + : <?H£,p) e E } , por la proposicion 4.1, 

el conjunto A es un conjunto discreto, por lo cual, podemos ordenar el conjunto A de 

la siguiente manera A — {0 < t\ < t2 < ... < t n < ...}. 

Sea pi = <f>{ti,p), p2 = 4 > { h , p ) , - , Pn = 4 ( t n , p ) . 
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De forma analoga a la demostracion del lema 3.2 se prueba que la sucesion (pn) es 

monotona. Lo unico que debemos tener en cuenta es que, por el teorema de la curva de 

Jordan, la curva / \ continua, cerrada y simple divide a la esfera S 2 en dos componentes 

conexas y acotadas ( Ri y Re) tal que dRi = dRe = /\. • 

Lema 4.3. Sea S una seccion transversal al campo vectorial f € J £ 1 ( § 2 ) y p € §2, 

entonces el conjunto u(p) intersecta a la seccion transversal S , a lo mas en un punto. 

L a demostracion de este resultado es igual a la demostracion del lema 3.3. 

Definicion 4.2. El ui—Kmite de una orbita T de una campo vectorial f € 3£ 1(S 2), 

denotado por w(r), se define como el u>(p), donde p es cualquier punto sobre T, es 

decir, oo(T) = u(p) para cualquier p en T. De forma analoga se define el a— limite de 

una orbita, denotado por a(F). 

Lema 4.4. Sea f € X 1 ^ 2 ) . Si u)(T) no contiene puntos de equilibrio de f , entonces 

w(r) es una orbita periodica. 

Prueba. Sea el punto p E w(r). Se probara que la orbita de p , r p , es periodica. 

Sea y € w(p). Entonces y € u(T) y como u>(T) no contiene puntos de equilibrio, 

entonces y es un punto regular de / . 

Consideremos una seccion transversal S conteniendo el punto y. Del lema 4.1, existe 

una sucesion (f„) en R + tal que 

h'm t n = +oo ,{</>(tn,p)} C S y h'm (f>(tn,p) = y. 
n-¥+oo n->+oo 

Como {(p{tn,p)} C T p y TP C u(T), entonces { 4 > { t n , p ) } C u(T) y como {<t>{tn,p)} C S 

tenemos que { 4 > { t n , p ) } C E n w ( r ) . 

Por el lema 4.3, se tiene que el conjunto u>(T) intersepta a la seccion transversal £ 

a lo mas en un punto, entonces <f)(tn,p) = y, para todo n. Por tanto, la orbita TP es 

periodica. 

E l conjunto UJ(T) no contiene puntos de equilibrio de / y r p C OJ(T) es periodica, 

entonces u(T) se reduce a la orbita de p; esto es, OJ{T) = TP. Entonces el conjunto u(T) 

es una orbita periodica. D 
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4.2. Demostracion del Teorema de Poincare - Ben­
dixson en S 2 

E n esta seccion se demostrara detalladamente el teorema de Poincare- Bendixson 

en la esfera unitaria ( S 2 ) . 

Teorema 4.1 (Poincare-Bendixson). Sea f € J £ 1 ( S 2 ) un campo de vectores con un 

numero finito de puntos de equilibrio en u(p). Entonces ocurre una de las siguientes 

alternativas. 

a) Si w(p) no contiene puntos regulares, entonces u(p) es un punto de equilibrio. 

b) Si w(p) contiene solamente puntos regulares, entonces w(p) es una orbita periodica. 

c) Si w(p) contiene puntos regulares y puntos de equilibrio, entonces u(p) esta consti-

tuido por puntos de equilibrio pi, • • • ,p„ y orbitas regulares tales que si T C w(p) 

entonces 

a(T) =piy w(T) = py 

Prueba. 

a) Supongamos que el conjunto u(p) no contiene puntos regulares. 

Luego, como / € C 1 ( S 2 ) , es un campo con un numero finito de puntos de equilibrio 

en w(p), entonces por la conexidad de w(p) es un unico punto de equilibrio. 

b) Supongamos que w(p) contiene solamente puntos regulares. Entonces por lema 4.4, 

w(p) es una orbita periodica. 

c) Por hipotesis se tiene que w(p) contiene puntos regulares y puntos de equilibrio. 

Sea q E ui{p) — {pi,p2, ...,Pn} un elemento cualesquiera, donde los p* son puntos de 

equilibrio. Entonces Vq C w(p) no contiene puntos de equilibrio. Por consiguiente, 

w(p) esta constituido por puntos de equilibrio y orbitas regulares. 
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Sea r C oj(p) una orbita regular. Afirmamos que = Pi y a(r) = pj. Supon­

gamos que w(r) contiene algiin punto regular q. Sea £ una seccion transversal al 

campo vectorial / por el punto q. Por lema 4.3, T intercepta a E en apenas un 

punto. Esto quiere decir que T es una orbita periodica, y por tanto, uj(p) = V, lo 

cual es una contradiction, puesto que u(p) contiene puntos de equilibrio de / . 

Por consiguiente, es un punto de equilibrio. De manera similar, se cumple que 

a(r) es un punto de equilibrio. • 

4.3. Consecuencias y Aplicaciones 

E n esta section vamos a presentar algunas consecuencias del teorema de Poincare -

Bendixson sobre la esfera § 2 . 

Teorema 4.2. Si FQ es una orbita periodica del campo vectorial f € X 1 ( S 2 ) , entonces 

existe un punto de equilibrio de f en cada componente conexa determina por To • 

Prueba. Sean Ri y R2 las componentes conexas determinadas por la orbita periodica 

To tal que dR\ = dR2 = To-

Probemos que el campo vectorial / tiene al menos un punto de equilibrio en i ? i . 

Por reduction al absurdo, supongamos que To es una orbita periodica del campo 

vectorial / tal que en Ri no hay puntos de equilibrio de / . Consideremos el conjunto 

S = {T/ T es una orbita periodica tal que T c Ri}. 

Tenemos que S ^ 0, puesto que F0 C R\. 

Si T € S, entonces T es una curva de Jordan contenida en S 2 , por tanto, esta curva 

cerrada divide a la esfera en dos componentes conexas acotadas; a la componente conexa 

contenida en Ri indiquemos como int{T). 

Sean T i , 1^ € S, definimos la relation de orden " •< " en 5 por: 

I \ < T 2 int(Ti) D int{T2). 
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Se tiene que (S, •<) es un conjunto parcialmente ordenado, es decir, es reflexiva, 

antisiinetrica y transitiva. 

Siguiendo el mismo procedimiento a la demostracion dada por el teorema 3.3, se 

sigue que el conjunto parcialmente ordenado S es inductivamente ordenado. 

Luego, por el lema de Zorn se obtiene que S admite elemento maximal. Sea u 6 S 

un elemento maximal de S, entonces T < u para todo T E S. 

Sea p € int(u) un punto cualesquiera. Entonces u(p) y a(p) estan contenidas en 

int(u). E n int(u), el campo vectorial / no tiene puntos de equilibrio, entonces por el 

teorema de Poincare - Bendixson, tenemos que w(p) y a(p) son orbitas periodicas. Por 

la maximalidad de u se tiene que u(p) — a(p) — u, de donde p E u, lo cual no es 

posible ya que p € int(u). Por tanto, ya sea u>(p) o a(p) tendra que ser igual a u. Si 

suponemos que u = cj(p) entonces a(p) C int(u); esto contradice a la maximalidad de 

u. Por consiguiente, existe un punto de equilibrio en el R\. 

De forma analoga se demuestra que en la otra componente conexa R2, tambien / 

tiene al menos un punto de equilibrio. • 

Teorema 4.3. Todo campo de vectores de clase C1 en la esfera S 2 posee por lo menos 

un punto de equilibrio. 

Prueba. Sea / E X 1 ( S 2 ) . Supongamos que / no tiene ningun punto de equilibrio. 

Entonces para un punto p € S 2 , oj(p) no contiene puntos de equilibrio, por tanto, por 

el teorema de Poincare-Bendixon w(p) es una orbita periodica. Luego, por teorema 

4.2 hay un punto de equilibrio en cada componente conexa determinada por la orbita 

periodica oj(p), lo cual es una contradiccion. Por tanto, el campo vectorial / tiene por 

lo menos un punto de equilibrio. • 

A continuacion se presenta una aplicacion del teorema de Poincare-Bendixon. 

Definicion 4.3. Sea f un campo vectorial sobre S. Se dice que M C S es un conjunto 

minimal si 

a) M es invariante, 

b) M es cerrado, 
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c) S no contiene ningun subconjunto propio que cumple a) y b). 

E n la definicion S puede ser un abierto de R™ o una superficie. 

Ejemplo 4.1. Si p es un punto de equilibrio de un campo vectorial, entonces M — {p} 

es un conjunto minimal. 

Ejemplo 4.2. Si T es una orbita periodica de un campo vectorial, entonces T es un 

conjunto minimal. 

E n el siguiente resultado el campo vectorial / a considerar es sobre un abierto del 

piano R 2 o sobre la esfera S 2 . 

Teorema 4.4. Sea f un campo vectorial sobre S con un numero finito de puntos 

singulares o de equilibrio. Si M C S es minimal, entonces M es un punto de equilibrio 

o M es una orbita periodica. 

Prueba. Sea pE M. 

a) Si p es un punto de equilibrio y M es minimal, entonces M = {p}. 

b) Sea p un punto regular. Entonces Tp C M , por ser M invariante. 

Sea q E oj(p). Entonces existe una sucesion (tn) en R tal que l i 'm^oo t n = +oo y 

lfm </>{tn,p) ' q 
n-^+oo 

donde <j> es el flujo del campo vectorial / . 

Si Tp C M entonces la sucesion {<t>(tn,p)} C M, y como M es cerrado entonces 

q E M. Por consiguiente, u{p) C M. Como u(p) es invariante y cerrado, entonces 

M = u{p). 

Por el teorema de Poincare- Bendixon, u(p) es un punto de equilibrio, o la union 

de orbitas regulares y puntos de equilibrio o es una orbita periodica. 

Si oj(p) es un punto de equilibrio entonces M as un punto de equilibrio. Esto es una 

contradiction, porque p E M es un punto regular de / . 
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Si oj(p) es la union de orbitas regular es y puntos de equilibrio, entonces M no es 

minimal, lo cual, es contradictorio, puesto que M es un conjunto minimal. 

Por tanto, M — uj(p) es una orbita periodica. 



Conclusiones 

1. L a demostracion del teorema de Poincare - Bendixson en el piano R 2 es laborio-

so, para su mejor compresion se ha ordenado por medio de lemas, siguiendo la 

demostracion dada en el texto de Jorge Sotomayor titulado "Licoes de equacoes 

diferenciacias ordinarias". 

2. L a demostracion del teorema de Poincare - Bendixson en la superficie S 2 es sim-

plemente una generalization del teorema de Poincare - Bendixson en el piano R 2 , 

para para su mejor compresion tambien se ha ordenado por medio de lemas, si­

guiendo la demostracion dada para el piano R 2 y el texto de Jacob Palis titulado 

"Introducao aos sistemas dinamicos". 

3. Existen muchas consecuencias del teorema de Poincare- Bendixson dentro de la 

teorfa global de los sistemas dinamicos. E n este trabajo, se ha presentado algunas 

de ellas, por ejemplo si un campo vectorial en R 2 tiene una orbita periodica, 

entonces en su interior debe haber un punto de equilibrio u otra como todo 

campo vectorial en la esfera S 2 tiene por lo menos un punto de equilibrio. 

4. Hay muchos trabajos que podemos encontrar sobre generalizaciones del teorema 

de Poincare - Bendixson en diferentes espacios por ejemplo tenemos el trabajo de 

Federson Demuner titulado "the Poincare - Bedixson theorem on the klein bottle 

for continuos vector fields", donde demuestra una generalization de este teorema 

para campos de vectores continuos y lo hace introduciendo el concepto de u— 

recurrencia debil, que consiste en que todas las trayectorias tienen un punto en 

su w— h'mite. 
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Apendice 

4.4. Lema de Zorn 

E n esta parte se presenta el Lema de Zorn sin demostracion, el cual es necesario 

para demostrar una consecuencia del teorema de Poincare-Bendixon. 

Definicion 4.4. Un conjunto parcialmente ordenado es un par (A, <) donde A es un 

conjunto no vacio y ^ es una relacion de orden parcial, es decir una relacion binaria 

en A la cual satisface las siguientes condiciones: 

i) Reflexiva: a ^ a, Va E A 

ii) Antisimetria: Si a <b y b <a entonces a = b 

iii) Transitiva: Si a<b y b <c entonces a<c. 

Ejemplo 4.3. Sea A = R 2 , definimos la relacion binaria •< por: 

(mi , n i ) < (m2,n2) mi < m2 A t i i < n2, 

donde (mi , r i i ) , (m2,n2) e l 2 . L a relacion binaria en A satisface las condiciones de la 

definicion anterior, entonces (A, •<) es un conjunto parcialmente ordenado. 

Definicion 4.5. Un conjunto parcialmente ordenado A y B un subconjunto no vacio 

de A. Decimos que B es un conjunto totalmente ordenado o una cadena si y solo si 

para cualquier par a,b E B se tiene que a •< b 6 b ^ a. 

Definicion 4.6. Un conjunto parcialmente ordenado es inductivamente ordenado, si 

todo subconjunto no vacio totalmente ordenado tiene una cota superior en A. 
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Definicion 4.7. Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y M un subconjunto no 

vacio de A. Una cota superior para M es un elernento u € A tal que x <u, V i € M . 

Definicion 4.8. Sea (A, •<) un conjunto parcialmente ordenado. Decirnos que m € A 

es un elernento maximal de A si y solo si para todo x G A tal que m < x se tiene 

x = m 

Lema 4.5. (Lema de Zom) Si (A, •<) es un conjunto parcialmente ordenado tal que 

todo subconjunto totalmente ordenado de A admite una cota superior, entonces A tiene 

al menos un elernento maximal. 
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