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RESUMEN

En el presente trabajo estudiamos dos tipos de problemas de evolucién semilineales. El
primero de ellos es el problema abstracto de Cauchy de tipo semilineal con soluciones
débiles. El siguiente es un problema con valores de frontera que describe el movimien-
to circular de una barra flexible, aqui estudiamos la existencia de soluciones débiles. Para
obtener estos resultados seguimos la metodologia de los trabajos de Cerén-Lépez [3], Loza-
da [14] y los trabajos de Iério [16]. Ademas hacemos uso de la teoria de los semigrupos de
operadores lineales y sus generadores caracterizados por el teorema de Lumer—Philips, asi

como de las herramientas basicas del Analisis Funcional.
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Introduccién

Las ecuaciones de evolucién no lineales no sélo se generan en muchos campos de la
matematica sino también en otras ramas de las ciencias tales como la fisica, las ciencias
de los materiales, la mecéanica y otras. La complejidad y cambios en el estudio teérico de
aquellas ecuaciones de evolucién no lineales han atraido el interés de muchos matematicos
a lo largo del tiempo.

Una ecuacién que puede ser interpretada como la ley del desarrollo o evolucién en el tiempo
de un sistema, su significado depende no sélo de la ecuacién en si misma sino también de la
formulacion del problema para el cual éste es usado. Tipico de una ecuacion de evolucién
es la posibilidad de construir la solucién de una condicién inicial prescrita que puede ser
interpretada como una descripcién del estado inicial del sistema. El estado u = u(t) de
un sistema dado pertenece a un espacio abstracto X y la correspondiente ecuaciéon de

evolucién toma la forma,

4
dt

Donde A(¢, ) : X — X es una aplicacion del espacio X en si mismo, X es un espacio de

u(t) = A(t, u(t))

Banach o atn méas general un espacio vectorial topolégico.

En el presente trabajo estudiamos los siguientes problemas de evolucién semilineales:

1. El problema de Cauchy abstracto de la forma

uw(t) = Au(t)+f(t,u(t), 0<t<a (0.0.1)

u(to) = wuo
donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de operadores
fuertemente continuo en el espacio de Banach y f : [0,a] x X — X una funcién
apropiada. Aqui el objetivo es estudiar de manera general las soluciones clasicas o

fuertes, asi como las soluciones débiles del problema (0.0.1).

2. Los siguientes dos problemas especificos de aplicacién en ecuaciones de evolucién

semilineales estudiados aqui son:
I) Un problema abstracto semilineal de evolucién con valores iniciales en donde se
obtiene la soluci6én débil.

II) El otro problema a estudiar es el movimiento circular de una barra flexible con

condiciones de frontera. Para este problema obtenemos soluciones débiles.



Para abordar nuestro estudio de existencia, unicidad y dependencia continua de la
solucién de los problemas de evolucién semilineales es fundamental conocer la teoria de
los semigrupos fuertemente continuos o de contraccién de operadores lineales, mediante
el teorema de Lumer—Phillips. También se requiere de los conceptos bésicos del analisis
funcional asi como de las ecuaciones diferenciales.

Como antecedentes del estudio de las ecuaciones de evolucién abstractas se tiene los
trabajos de R.J.I6rio [16] que estudia las soluciones débiles del problema semilineal, y
seguiremos las ideas de Halle-Lopez {9], Lopez [13], asi como la tesis de Lozada [14], Césari
y Kannan [4], quienes han estudiado la existencia de soluciones débiles de problemas de
evolucién de tipo hiperbélico.

El trabajo estd dividido de la siguiente manera, en el capitulo 1 se hace un resumen
de temas de analisis funcional, se da un breve resultado de operadores lineales acotados,
teorfa de semigrupos: existencia, unicidad, dependencia continua y contracciones. En el
capitulo 2 se estudia la teoria abstracta de ecuaciones de evolucién, el problema abstracto
de Cauchy: homogénea, no homogénea y semilineal. Finalmente en el capitulo 3 se estudian
la existencia de soluciones débiles del problema de evolucién hiperbélico con condiciones
iniciales, el problema siguiente es sobre el movimiento circular de una barra flexible, aqui

se estudian soluciones débiles asi como su continuidad y decaimiento exponencial de éstas.
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NOTACION

K cuerpo real R o complejo C.

Il - || norma en espacios de Banach.

L(X,Y) conjunto de operadores lineales de X en Y.

B(X,Y’) conjunto de operadores lineales acotados de X en Y.

Pla, b] conjunto de particiones del intervalo cerrado [a, b].

p(A) conjunto resolvente del operador A.

R(A) = R(A: A) familia de operadores lineales acotados.

X* dual topolégico de X.

C([0, oof: X)) espacio de las funciones continuas de [0, 00[ en X.

C([0,T) : X) espacio de las funciones continuas diferenciales de orden 1.
LP(R) espacio de Lebesgue en R de orden p , 0 < p < co.

C es el operador cerrado con dominio denso, autoadjunto, definido negativo.
C3 es el operador raiz cuadrada del operador C.

H el espacio real de Hilbert.

(-, ) producto interno en el espacio de Hilbert.

| - | norma en el espacio de Hilbert.

L2(0,1) espacio de Lebesgue de funciones cuadraticamente integrables.

L(H) espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados sobre H.
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares y Semigrupo

de operadores lineales

En este primer capitulo desarrollamos definiciones, propiedades y teoremas importantes

del analisis funcional.

1.1. Conceptos Preliminares

Definicion 1.1.1. Un espacio vectorial sobre K es un conjunto no vacio X dotado con
dos aplicaciones + : X x X — X (suma de vectores) y - : K x X — X (multiplicacion por

escalar) tales que para todo x,y,z € X y todo o, B € K se verifica lo siguiente:
) (@+y)+z=z+(y+2),;
i) z+y=y+zx;
i) Eriste un elemento 0 € X, denominado neutro o cero, tal que 0+ x = x;

i) Para cada © € X existe un elemento —z € X, llamado opuesto de z, tal que z +

(—z)=0;
v) a(z+y) = az + ay;
vi) (a+ B)z = az + Bz;
vit) (af)z = afz);

viti) lz = .



Dado un subconjunto M de un espacio vectorial X, diremos que es un subespacio
vectorial de X si, y s6lo si, para cualesquiera z,y € M, «, B € K se satisface que az+8y €

M. Es obvio que M con las operaciones inducidas de X es un espacio vectorial.

Definicion 1.1.2. Sea U un conjunto arbitrario. Una métrica (o distancia) p sobre U es

una aplicacion p: U x U — R que satisfece las siguientes propiedades:
i) p(u,v) 20 VYu,velU;
it) p(u,v) =0 si y sdlo siu =v;
i) p(u,v) = p(v,u) Yu,veU;
w) p(u,v) < p(u,w) + p(w,v) Yu,v,w € U (desigualdad triangular).

En este caso, al par (U, p) se le llama espacio métrico, y motiva la introduccion de

algunas definiciones.

Definicién 1.1.3. Una sucesion {un}nen de un espacio métrico (U, p) se dice de Cauchy

si lim p(up,um) =0, esto es, si
,M—00

Ve >0, INeN talque p(up,um)<e Vn,m>N.

Definicion 1.1.4. Una sucesion {un}nen de un espacio métrico (U, p) se dice convergente

st eriste un v € U tal que lim p(un,u) = 0, esto es, si
n—oo
Ve>0, 3N eN talque p(up,u)<e Yn>N.

Se nota que el concepto de convergencia de una sucesién implica la existencia de un
Gnico limite de ella. El siguiente resultado muestra que una métrica p es continua por

sucesiones en cada una de sus componentes.

Lema 1.1.1. Sea (U, p) un espacio métrico y sea {un}nen una sucesion en U que converge

au € U. Entonces nll)n;o p(un,v) = p(u,v) YveU.

Los siguientes conceptos se necesitan para establecer el teorema del punto fijo de Ba-
nach, el teorema de Arzeld—Ascoli, el teorema del punto fijo de Schauder y aplicarlo pos-

teriormente.

Definicion 1.1.5. Un espacio métrico (U, p) se llama completo si toda sucesion de Cauchy

de U es convergente.



Definicion 1.1.6. Sea (U, p) espacio métrico y sea V. C U. Se dice que V es un subconjunto

cerrado de U si el limite de cada sucesidon convergente de V' pertenece a V.

Como consecuencia de estas definiciones, se sigue imediatamente que todo subconjunto

cerrado de un espacio métrico completo es también completo.

Definicion 1.1.7. Sean U y V espacios de Banach y T : D(T) C U — V un operador. T

es un operador compacto st y sdlo si

i) T es continuo.

i) T lleva conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos.
M C U es relativamente compacto en U, si M es compacto en U.

Definicion 1.1.8. F C Cla,b] es equicontinua si Ve > 0 eziste algin § > 0 tal que para

toda f € Cla,b] y todo 1,22 € [a,b] con |1 — x2| < § se tiene que |f(z1) — f(z2)| < €.

Definicién 1.1.9. F C Cla, b] es uniformemente acotada si eziste una constante k > 0 tal

que || fllc < k para todo f € F.

Con estas definiciones ya podemos mencionar un teorema muy importante del anéalisis

funcional

Teorema 1.1.1 (De Arzela-Ascoli). Sea F C Cla,b], a < b, equipado con la norma del
mdzimo. Entonces F es relativamente compacto en Cla,b] si y sdlo si F es equicontinua y

uniformemente acotada.

Sean X e Y espacios de Banach, con X CY y T : X — Y un operador, toda solucién
de la ecuacién

Tr =1z

es llamado un punto fijo de 7.
El siguiente teorema ha llegado a ser uno de los resultados mas utilizados en la re-
solucién de problemas de existencia en muchas ramas del Analisis por su simplicidad y

utilidad.

Definicion 1.1.10. Sea (U,p) un espacio métrico y sea T : U — U. Se dice que la

aplicacion T es una contraccion si existe k € (0,1) tal que

o(T(u), T(v)) < kp(u,v) Yu,veU.



Teorema 1.1.2 (Del punto fijo de Banach). Sea (U, p) un espacio métrico completo y sea

T :U — U una contraccion. Entonces eziste un tinico w € U tal que T'(w) = w.
El siguiente teorema es una version mejorada del teorema del punto fijo de Banach.

Teorema 1.1.3. Sea (U, p) un espacio métrico completo y sea T : U — U tal que T™ es

una contraccidn, para algin m € IN. Entonces eziste un dnico w € U tal que T(w) = w.

Del teorema anterior queda claro que no es necesario exigir que 7" sea una contracion,

sino que simplemente requerir que alguna potencia de ella lo sea.

Teorema 1.1.4 (Del Punto Fijo de Schauder, 1930). Sea U un espacio de Banach y M
un subconjunto no vacio, cerrado, acotado y convexo de U, y sea T : M — M un operador

compacto. Entonces T tiene un punto fijo.

Definicién 1.1.11. Sea M un espacio métrico con funcidn distancia p. Definamos lo

siguiente:

i) Una aplicacion T : M — M se llama Lipschitziana si existe una constante k > 0 tal
que para todo x,y € M
p(Tz,Ty) < kp(z.y) (1.1.1)

i) La aplicacion T : M — M se dice localmente Lipschitziana en M si alli existe una
familia de {E,}, cubriendo M, UE, = M, tal que T es Lipschitziana en cada una

E, , es decir, si existe ko > 0 tal que para todo z,y € E,
p(Tz,Ty) < kap(z,y)

iti) La aplicacion T : M — M de un subconjunto M de un espacio de Banach X se dice

que es uniformemente Lipschitziana si la condicidn
p(T"z, T"y) < kp(z,y) n=0,1,2,...
se satisface para algin k > 0.

La constante mds pequefia que verifica (1.1.1) se llama constante de Lipschitz de la apli-

cacion T.

Definicién 1.1.12. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una aplicacion || - || : X —» X se

dice una norma sobre X si ella satisface las siguientes propiedades:



i) [zl >0 Veze X yliz|| =0siysdlosiz=0 (positividad).
i) |laz|| = |a| ||lz]] VaeK, VzelX.
@) lz+yl <llzll + vl Vz,ye€ X  (desigualdad triangular).

El espacio X dotado de la norma || - || recibe el nombre de espacio vectorial normado y
se denota (X, || - ||). Si K = R se dice que el espacio normado es real, y si K = C se dice
que es complejo.

Es importante resaltar que (X, || - ||) constituye también un espacio métrico (X, p), con

p(may) = ”x_y" wayeX-
Definicion 1.1.13. Una susecion {zn}nen del espacio vectorial normado (X, || -|) se dice
que es de Cauchy si Um ||zn — 2| = 0, esto es, si

n,M—300

Ve>0, INe€N talque |zpn—2zm| <e Vn,m>N.

Definicion 1.1.14. Una sucesion {x,}nen del espacio vectorial normado (X, ||-||) se dice

convergente si existe un x € X tal que li)m |zn — z|| =0, esto es, si
n—r00
Ve>0, INeN talque |z,—z|]|<e Vn>N.

Es facil notar que toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco en general

no es cierto, lo cual da origen a la siguiente definicion.

Definicion 1.1.15. El espacio vectorial normado (X, || - ||) se dice completo (o espacio de

Banach) si toda sucesion de Cauchy en X es convergente.

El siguiente lema establece una condicién necesaria y suficiente para la convergencia de
la sucesién de Cauchy, siendo la condicién suficiente de mayor interés y aplicabilidad que

la condicién necesaria.

Lema 1.1.2. Sea {Zn}nen una sucesion de Cauchy de (X,] - ||). Entonces {n}nen es

convergente si y sélo si ella posee una subsucesidn convergente.

Acontinuacién introduciremos los conceptos de espacios pre-Hilbert y espacios de Hilbert,

pero previamente se necesita de la definicién de producto escalar.

Definicion 1.1.16. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion {-,-) : X x X —
R se dice un producto escalar (o producto interior) sobre X, si satisface las siguientes

propiedades:



i) (z,z) >0 VeeX y (r,0)=0 siysdlost =0 (positividad)
it) (z,y) = (y,z) Vz,ye X (simetria)
i) (ax + By, z) = oz, 2) + B{y,z) Vo, E€R, Vz,y,2€ X (linealidad)

En lo que sigue, Z, Re(z) y Im(z) denotan el conjugado, la parte real y la parte imagi-

naria respectivamente, de z € C. A su vez Z = Re(z) = z, Im(z) =0, si z € R.

Definicién 1.1.17. Sea X un espacio vectorial sobre C. Una aplicacion (-,) : X x X — C
se dice un producto escalar (o un producto interno) sobre X, si satisface las siguientes

propiedades:

i) (z,z) >0 VeeX y (r,2)=0 siysdlosi =0 (positividad)

i) (z,y) = (y,z) Vz,y€X (sesquisimetria)

i) (az+Py,2) = alz,2)+6(y,z) Vo, €C, Vz,y,2€ X (linealidad en la primera

componente)

Observemos aqui que en el caso real las propiedades it) y 4i4) garantizan también la
linealidad del producto escalar en la segunda componente. Sin embargo, en el caso complejo

ello no ocurre ya que i) y 4ii) sélo implican que

(z,ay + Bz) = a(z,y) + B(z,2) Va,BeC, Vz,y,z€X,

lo cual recibe el nombre de sesquilinealidad.

El espacio vectorial X provisto de un producto escalar (-,-) se denomina espacio pre-
Hilbert y se denota (X, (-, -)).

Uno de los resultados més importantes sobre estos espacios est4 dado por la siguiente

desigualdad clésica.

Teorema 1.1.5. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert

sobre el cuerpo K. Entonces se tiene
(. y)] < (z,2)2(y,9)'/? Ve,ye X

Es interesante notar que todo producto escalar induce una norma sobre el espacio

vectorial X respectivo. En efecto, se tiene el siguiente resultado.



Teorema 1.1.6. Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert sobre el cuerpo K, y consideremos
la siguiente aplicacion || - || : X — R definida por ||z|| := (x,2)/? Vz € X. Entonces || - ||

es una norma sobre X, la cual se llama norma inducida por (-,-).
El teorema anterior induce la siguiente definicion.

Definicion 1.1.18. Se dice que un espacio pre-Hilbert (X, (-,")) es un espacio de Hilbert

st €l es completo con la norma inducida por su producto escalar.

Lema 1.1.3. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K. Entonces

X es un espacio de Hilbert.

Por otro lado, todo espacio de Hilbert es Banach, pero el reciproco no necesariamente es
cierto. Es decir, existen espacios vectoriales normados completos cuyas normas respectivas
no provienen de ningun producto escalar. Un resultado clasico que usualmente se emplea

para constatar este hecho es el siguiente.

Lema 1.1.4. (Ley del paralelogramo) Sea (X, {-,-)) un espacio pre-Hilbert sobre el cuerpo

K, y sea || - || la norma inducida por el producto escalar. Entonces
Iz +yl® + llz - yl? = 2 (Il + ly)*)  vz,y € X.

A continuaci6én daremos algunas nociones fundamentales sobre teoria espectral, asu-
miendo que A es un operador lineal autoadjunto, definido positivo y no necesariamente
acotado, H un espacio de Hilbert y £L(H) el espacio de Banach de todos los operadores

lineales y acotados sobre H.

Definicion 1.1.19. Sea A: D(A) C H — H un operador sobre H. Se define el conjunto

resolvente de A como
p(A) == {X € C: (A - A) es invertible y (\] - A)~' € L(H)},
y al espectro de A como o := C/p(A). Para A € p(A), R(A, 4) := (M — A)7! el resolvente

u operador resolvente de A en .

El espectro de A es un concepto familiar en la teorfa de Algebra lineal en espacios de
dimensi6n finita, pues en tal caso, éste consiste en el conjunto de los valores propios del

operador A.

Definicién 1.1.20. Para un operador A definido en un espacio de Hilbert H tiene resol-

vente compacto si p(A) #0 y R(\, A) es un operador compacto, para cada A € p(A).



Para ciertos operadores, tenemos la siguiente caracterizacion.

Teorema 1.1.7. Sea A : D(A) C H — H un operador con p # @ y sea X4 = D(A),
con la norma del grifico, ||xz||a = |\z|| + ||Az||. Entonces las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

i) A tiene resolvente compacto.
i) i: Xa — H es compacto.

Para operadores no acotados en H un resultado fundamental es el teorema espectral el
cual muestra que todo operador autoadjunto con resolvente compacto se puede representar
por un operador diagonal.

Las siguientes definiciones son usuales en la teoria de operadores
Definicion 1.1.21. Un operador A : D(A) — H con dominio D(A) denso en H se dice:
i) Autoadjunto si A = A*, donde
D(A*):={z' € H:3Y € H,(Az,2) = (2,¢),Vz € D(A)},
y se llama adjunto de A al operador A* definido por
vz’ € D(A*) : A*z' =/
i1) Simétrico si (Az,y) = (z, Ay) para todo z,y € D(A),

#1) Definido positivo si Re(Az,z) > 0 para todo x € D(A).

1.2. Semigrupo de operadores lineales

En esta seccién resumimos algunas cuestiones basicas de operadores lineales acotados
y la teoria de semigrupos de operadores lineales acotados definidos en espacios de Banach.
La teorfa de semigrupos di6é un gran impulso en el ailo de 1948 con la famosa demostracién
del teorema de Hille y Yosida, y con las investigaciones posteriores de importantes investi-
gadores permiti6 consolidarse en numerosas aplicaciones en matematicas puras y aplicadas.

Siendo nuestro principal resultado el lema 1.5.1, el teorema de generacién de Hille-
Yosida, teorema 1.5.1 y el teorema de Lummer-Philips, teorema 1.5.2.

La teoria de semigrupos de operadores lineales acotados es una herramienta poderosa
en el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y en ecuaciones de evolucién.

Referencias clasicas de ésta teorfa son: [1], [5], [6], [7], [10], [15], [17]



1.3. Operadores lineales acotados

En esta seccién introducimos los conceptos y algunas propiedades de operadores li-
neales acotados. Definimos y caracterizamos el generador infinitesimal de semigrupos de

operadores lineales acotados en un espacio de Banach.

1.3.1. Definiciones y propiedades generales

Sean X, Y espacios de Banach sobre el cuerpo K (K cuerpo real o complejo) y || - || la

normaen X yenY.

Definicion 1.3.1. Sea D C X un subespacio vectorial de X. La funciocn A: D C X —»Y

es un operador lineal (o simplemente un operador) de X en'Y si:
i) D=X (D es denso en X).
#1) Para todo o € K y para todo z,y € D: A(az +y) = aA(x) + A(y) (A es lineal).

Denotamos por £{D,Y’) al conjunto de operadores lineales de X en Y con dominio D. Asi

un operador A € £(D,Y’) es acotado si

sup ||Az| < oo,
zeX
[lz]|=1

y escribimos [|A|| = sup ||Az|.
e X

llzll=1

Denotamos por B(X,Y) al conjunto de los operadores acotados de X en Y y mencionamos

las siguientes propiedades:
1. £L(X,Y) es un espacio vectorial y B(X,Y) es un subespacio de £L(X,Y).
2. || - || es la norma de B(X,Y).
3. 1Azl < | Alll|lz|l, para todo z € X.

4. SiDesdensoen X y A € B(D,Y), entonces existe B € B(X,Y) con Bz = Az, para
todo z € Dy || Bllgwx,y) = 1Allgp,y)-

5. Si A€ L(X,Y), se tiene que:

sup [|Az|| = sup [Az| = sup [Az]-

llzll=1 fl=ll<1 lzll<



6. Si A€ L(X,Y), son equivalentes:

i) A es uniformemente continuo.
ii) A es continuo.
ili) A es continuo en algtn zp € X.
iv) A es continuo en 0.
v) A es acotado.
vi) M C X acotado, entonces A(M) C Y acotado.
7. Principio de Acotaciéon Uniforme: Sean A € B(X,Y) y (Ap)nen C B(X,Y) tal que

Apz — Az para todo z € X. Entonces existe K > 0 tal que ||4,|| < K para todo
n € N.

8. B(X,Y) es un espacio de Banach. (No es necesario que X sea completo) .
9. SiAeB(Y,Z)y BeB(X,Y), entonces AB € B(X,Z) y |AB|| < ||All|B]l.

10. B(X,Y) es un &lgebra de Banach con unidad.

1.3.2. Convergencias en B(X, X)

Sea (An)new € B(X,X) y A € B(X,X).
Ay, converge uniformemente (0 en norma) a A y se denota A, — A, si |4, — A =3 0.
A, converge fuertemente a A y se denota A, > A si y solo si [|4xz — Az| =3 0, para
todo z € X.

Vemos que

|Anz — Az|| = |(An — A)z|| < |An — Al [Iz]];
es decir, la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte al mismo limite. El recipro-
co en general, no es cierto.
1.3.3. Funciones en B(X, X) en serie de potencias

Sea X un espacio de Banach complejoy f : C — C una funcién analitica en un entorno
0

del origen y con radio de convergencia R con representacién holomorfa: f(z) = Z anz".
n=0

Sea B la bola abierta en B(X, X) centrada en el origen y radio R, para A € B definimos
n
fa(A) =) aA*, nel.
k=0

10



Para cada n € IN el operador f,(A) € B(X, X), por ser éste un algebra de Banach y dado
que f es analitica, la sucesion (fn(A))new € B(X, X) es de Cauchy y por ser B(X, X) un
espacio de Banach, (f,(A))new converge a un elemento de B(X, X) que lo denotamos por
f(A).

Asi, podemos definir por ejemplo:

wA 2, Wt AP
1) evt=>" —— A€B(X,X), weC.
n=0 :

e (_1)n+1An
2) log(I+ A) = Z — |All < 1, donde I es el operador identidad.
n=0

o n

I
vy :hZ:O i 1Al <AL

4) Para todo n, A, > 0 entonces |[f(A)] < F(||A]]).

5) A,B€ B(X,X): AB = BA <= eAtB — ¢4¢B,

a b
Ejemplo 1.3.1. Sea X =R? , A= ( ); a,b € R entonces:
b a

A a [ cosh(bt) senh(bt)
€ = e
senh(bt) cosh(bt)

isen(bt) cos(bt)

itA at( cos(bt) isen(bt) )
e = e

Ademés se tiene que para todo A € B(X, X): |le?| < el4l.

1.3.4. Operadores acotados invertibles

Definicion 1.3.2. Sean X,Y espacios de Banach y A un operador acotado en B(X,Y).
Se dice que A es invertible si existe un operador acotado B en B(Y, X) tal que para todo
z € X, BAx ==z y para todoy € Y, ABy = y. En ese caso, diremos que B es el inverso
de A y lo denotaremos por B = A~L.

Proposicién 1.3.1. §i A € B(X, X) y ||A|| < 1, entonces I — A es invertible.

Para la prueba basta ver que: (I — A) ZA" =1y ZA"(I —A)=1,luego I — A es
invertible. " "

Observacion 1.3.1. Si A es invertible y « € R — {0}, entonces aA es invertible y
(ad)™t =141

11



1.3.5. Problema de Cauchy asociado a un operador acotado

fE+h) - fB)

Definimos D(I, X) = {f : I — X : paratodot € I, existe h’n}) ( . }, don-

: : t+h)— f(t
de I C R es un intervalo abierto, y para f € D(I, X), ponemos ~ f(t) = }L 1 f—(*-w
_.)
Para un intervalo I que es cerrado en alguno de sus extremos, la definicion es la misma si
t es un punto interior de I, mientras que si ¢ es un punto extremo entonces consideramos

limites por la izquierda o por la derecha segin sea el caso.

Proposicién 1.3.2. La solucidn del problema de valor inicial

(1.3.2)
f(0) fo

para A € B(X,X), es et fy.

{ % (t) = Af(),f € D(0,+o0), X)

Prueba:
Debemos probar que
A _ otA gy

n — Aet fy

Vemos que si (tA)(hA) = (hA)(tA) entonces e(tth)4 = gtAghA y AetA — gtAA,

Luego,
(t+h)A g _ tA
e f;)L € fO _AetAfO _1_IletAehAfO_etAfO_hAetAfOH
Al
_ 1 a oy
= i lletet - 1-nayg
tA hA
< gpllet]e =1 naf sl
h2A2 hnAn
= = e +Z I foll
|| =
A2 hA3
_ tA |l A7 RA
= WS+ e me e e
< [l [l (uAu2 + RIARIAT) | 15] 222 0

Concluimos que ¢4 fo € D(R, X) vy ¢*4fy es solucién de (1.3.2).

1.4. Semigrupos uniformemente continuos

Empezamos esta seccién dando algunas definiciones y propiedades bésicas de semigru-

pos uniformemente continuos.

12



1.4.1. Definiciones: Semigrupo y generador infinitesimal

Definicién 1.4.1. La familia (T'(t))¢>0 de operadores lineales acotados de X en X, es un

semigrupo de operadores lineales acotados (o simplemente un semigrupo) si:
i) T(0) = I (Identidad en B(X, X)).

i) T(t+s) =T()T(s), para todo t,s > 0.
Si un semigrupo (T'(t))i>0 satisfuce ademds la propiedad

+
i) || T(t) - I|| 20 0, entonces decimos que es un semigrupo uniformemente continuo.

De (i), (i%) y (¢i¢) tenemos que, para todo ¢t > 0

IT(+h) - T 220

En efecto

IT@t+h) - T = ITOT(R) - TO)|
= |T@)(T(h) - I)|
< IT@IITR) - 1120

luego, |T(t + k) — T(®)]| =9 .

oo
" A" ,
Ejemplo 1.4.1. Si et4 = z ~ con A € B(X,X), entonces €' es un semigrupo

n=0
uniformemente continuo.

‘A X tn AR
En efecto: Sea T'(t) = ' = n2=0 =

i) T(0) = =1I.
i) T(t + s) = e(tH9)A = tAt+sA — otAcsA — T(1)T(s), pues (tA)(sA) = (sA)(tA), para

todo t,s > 0.

)
2 thAN
Irw-11 = S5 1
n=0 ’
o0
tnAn
- |55
it"An
= n!
e n n
o SOUPIAR o
=1 e



Observacion 1.4.1. Mds adelante se verd que todo semigrupo uniformemente continuo es

de la forma €4 para algin A € B(X, X).

Definicién 1.4.2. Sea (T'(¢))t>0 € B(X, X) un semigrupo uniformemente continuo. El
generador infinitesimal de un semigrupo de operadores lineales en X, es el operador A :
D(A) — X, definido por

D(A) = {'c € X : existe lim ﬂt)x——x},
t—0+ t

donde, para cada x € D(A) se tiene

_ +
Az = Ym Ttz —x _d T(t)x
t—0+ t dt

t=0
Dado un semigrupo es simple obtener su generador, basta evaluar el limite en la definicién

de generador infinitesimal.

Observacion 1.4.2. Decir que A es un operador, significa que D(A) es denso en X y

D(A) es un subespacio vectorial de X.

Ejemplo 1.4.2. Sea T(t) un operador de L%(R) definido como T(t) : L?(R) — L?(R),
dado por T'(t)f(z) = f(z+1t)-e%, con a € R. Mostrar que T es un semigrupo y encontrar

su generador.

Prueba:

De la definicion tenemos que
T(0)f(x) = f(z), para todo f € L*(R), entonces T(0) = I
Por otro lado,

T(t+8)f(&) = fla+t+s) et+)

THT(s)f(x) = TE)f(z+5) e =f(z+s5+1) e = f(z+t+s) 2+,
De donde concluimos que
T(t)T(s)f(z) = T(t + s)f(z) para todo f € L*(R), entonces T(¢)T(s) = T(t + s).

Por lo tanto, T es un semigrupo de operadores en L?(R).

Ahora calculemos su generador infinitesimal, para todo x € R se tiene

14



i TRV @) = f@) _ | flath)- e - f()

h—0 h h—0 h

o J@HR) e — f(@) - e + f(a) - % - f(a)
171

h—0 h

h) — ah _
ah.f(x‘i'l) f($)+}lli_’r%f(x)e . 1

= lime
h~30 h

= (@) +af(2)
= Af()

El limite de arriba existe si y sélo si f € H*(R). Por lo tanto, denotando por A al generador

infinitesimal de T, tenemos que

D(A) = H'(R)
y tenemos
A(f) = %f+a-[f para todo f € L3(R),
entonces,
a=2L yar
S

El operador A es un operador lineal pero no es acotado.

1.4.2. Integral de Riemann de un semigrupo uniformemente continuo

Sean 0 < a < by denotemos por P[a, b] al conjunto de todas las particiones del intervalo
cerrado [a,b] CR. Si P € Pla,b] y P = {zv,...,Zn}, escribiremos |P| = méx {zg — xx-1}.
k

=1,n
Dado un semigrupo uniformemente continuo (T'(t))sz0 en B(X, X), definimos el operador

Rp(T) como

Rp(T) =Y (a — zk-1)T(zk-1).
k=1

b

Escribimos la integral de Riemann de T'(¢) como / T(t)dt = ]11>i|m0 Rp(T), donde el limite
a —

se toma sobre todas las P € Pla,b|. Por la continuidad uniforme de (T(¢))t»0 €l limite

siempre existe y tiene las siguientes propiedades:
b
i) / T(t)dt € B(X, X).
a

ii) Si U,V son semigrupos uniformemente continuos y A es acotado, entonces

/b [AU(t) + V(t)]dt = A/bU(t)dt+ /bV(t)dt.
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t+h
iii) Para cada t > 0: 7 T(s)ds h=9 T(t), es decir, para todo € > 0, existe § > 0 tal

¢
que si |h| < d, entonces

It [ om0 <

1.4.3. Acotamiento del generador infinitesimal de un semigrupo uni-

formemente continuo

Proposicién 1.4.1. Si (T'(t))e>0 es un semigrupo uniformemente continuo, entonces D(A) =

X y Ae B(X,X).

Prueba:

Escojamos un § > 0 suficientemente pequefio, de manera que

1 0
‘I——/ T(s)ds
4 Jo

é ]
luego el operador % / T(s)ds es invertible por la proposicién 1.3.1, y por lo tanto / T(s)ds
0 0

<1

también lo es.

Asi, sea 0 < h < §, entonces

T -1 /0 T(s)ds = /0 ([T(h)T(s) — T(s))ds

:/06 T(h+s)ds — /06 T(s)ds]
:/thrd T(s)ds — /06 T(s)ds]
:/: T(s)ds + /:M T(s)ds — /06 T(s)dsJ

-] [ /, " rs)ds /(5 " P(s)ds — /0 6T(s)ds]
= %/‘shw T(s)ds — %/OhT(s)ds.

Luego, tomando limite cuando h — 01, se tiene que

= = = S

_ J o+h 1 h
hl—i>%1+%/o T(s)ds = lim 1 T(s)ds + Hm —’;/0 T(s)ds

r—0t h Jg h—0+
= T()-T(0)
= T)-1

entonces,

lim Z(—hl)z;l - @E)-1) [ /:T(s)dsJ_l

h—0+

16



como la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte por la seccién 1.3.2, tenemos
T(h)x —
que para todo z € X existe lim L}__:v
h—0+ h
Concluimos que D(A) = X y por ser B(X, X) un algebra de Banach, se tiene que

A= (T(6)-1I) [/06 T(s)ds} B € B(X, X).

1.4.4. Correspondencia entre un semigrupo uniformemente continuo y

su generador

Para cada semigrupo uniformemente continuo existe un tnico generador infinitesimal,
el cual es un operador acotado. Por otro lado, todo operador A € B(X, X) es el generador
infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo definido por

oo
nl

n=0

Ahora probaremos que cada operador acotado genera un uUnico semigrupo uniformemente

continuo con la siguiente proposicion.

Proposicién 1.4.2. Sean (T1(t))i>0 y (T2(t))i0 dos semigrupos uniformemente continuos.

i)y -I . Dt)-I _
Si hli)I(I)l+ — = hglél+ b entonces T1(t) = Ta(t), para todo t > 0.
Prueba:

Para T = 0 es inmediato. Fijemos ¢ > 0 y sean las funciones fi(h) = |[T1(h)| y fo(h) =
IT2(R)||, como fi y f2 son continuas existen k1 > 0 y kg2 > 0 tales que ||T1(R)|| < k1 y
[[T2(R)|| < k2, para todo 0 < h < t. Por otro lado, de la hip6tesis tenemos: dado € > 0,
existe § > 0 tal que para todo 0 < h < § tenemos

€

t.kyi.ko

LIT () ~ To(h)] <

Tomemos n € IN tal que % < § y observemos la siguiente suma

5 (252)n (2)-n (2=520)n (4522)] -0 -

k=0

es una suma telescopica, luego efectuando la suma y utilizando la propiedad de semigrupos

T;(r +s) = T;(r)T;(s) para j = 1,2 tenemos que
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IT1(t) — T2(®)||

3

(s 2) n (o)
5 (59 () - (5= (020
o (5 () - () (52)

]

k=0

-l =] ) )
n-1

< kgoklt—é??%kz
n-1 ne

- k=oﬁ=;

= €

como € > 0 es arbitrario, entonces T (t) = T5(t) para todo t > 0 .
Teorema 1.4.1. Sea (T(t))t>0 un semigrupo uniformemente continuo. Entonces:

i) Egiste un tinico operador acotado A tal que T(t) = e*4, siendo A el generador in-

finitesimal de T(t).
i) Eziste una constante w > 0 tal que ||T(t)| < e*t para todo t > 0.

i) La funcion T : [0, +oco[— B(X, X), para cada t > 0 le asigna el operador T(t) y es

diferenciable en norma y verifica

d

EZT(t) =AT(t)=Tt)A
En particular, dado fo € X, f(t) = T(t)fo es solucion de d (t) =Af(t),t 20 tal
que fo = f(0).

Prueba:

(7) Sea z € X entonces

tn A"
lim T(t)z = lim ez = lim | > z=1Iz=z.
t—0+ t—0+ t—0+ \ ~— n!

Luego,
T tA e tn——l
lim LA (€22 Az +Y —A"s| = Ag,
-0+ (4 t—0+ t t—0+ purd
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lo que demuestra que A es el generador de (e*4);50 v la unicidad est4 dada por la proposi-

cion 1.4.2.
(é)

t"A"
IT@®) =) = HZ
thI”IIAII"
— n!
_ it"HAII"
- n!

n=0
ethal

IN

luego existe w = ||A]| > 0 para todo ¢t > 0.
(ii) Sea x € D(A) y t > 0. Para h > 0, tenemos

T(t+h)x —T(t)x T@t)T(h)x —T(t)x

h h
= T T gy
= T(t) (.T_(_}%_:_I) T
por la continuidad de T'(¢) se tiene
+
d Z;(t):c = AT (t)x = T(t)Az
Para 0 < h < t, tenemos
”T(t - h)—a:h— Tz T(t)AxH _ ”T(t)x - ;Il”(t -hz T(t)Ax“
_ ” [T(h)}‘f Ax} +T(t — h) Az — T(t) Az
h)a:
< |T@ - h)|| || —5—— — Az|| + ||T(t — h)Az — T(t)Az||
luego, concluimos que
d-T(t)x _ T(t)Az

dt

Con lo cual queda probado la parte (éii).

1.5. Semigrupos fuertemente continuos

En ésta secciéon damos algunas definiciones y propiedades basicas de semigrupos fuerte-

mente continuos.

19



1.5.1. Definiciones y propiedades fundamentales

Estudiamos a los operadores acotados que satisfacen una condicién mas débil que la
condicién uniforme y como corolario mostramos condiciones para A, para que la ecuacién

(1.3.2) tenga solucion.

Definicion 1.5.1. Un semigrupo de operadores lineales acotados (T(t))iz0 en X, es un
semigrupo fuertemente continuo ( T'(t) es de clase C° o un C-semigrupo ) si para todo

z € X se tiene que

lim T(t)z = . 1.5.3
Jim T(t)z = = (1.5.3)
Esta definicion es equivalente a

lim |T(t)z — z|| = 0, para todo z € X.

t—0+

Proposicion 1.5.1. Sea (T(t))t>0 un C°-semigrupo. Entonces existen constantes w > 0

y M > 1 tal que para todo 0 <t < 00, se tiene que
IT®)) < Me®. (1.5.4)

Prueba:

Por la continuidad fuerte, existen 6 > 0y M > 0 tal que ||T(¢)|| < M, para todo ¢ € [0, ).
De lo contrario, existirfa una sucesién (t,)nenw € (0,+00) con nlggo t, = 0 y para todo
n € N se tiene ||T'(¢)]] > n. Como (||T(tn)])n>1 Do es acotada, por el Principio de Acotacién
Uniforme, existe z € X tal que ([|T(tn)z||)n>1 no es acotada, contradiciendo la continuidad
fuerte, pues para cada z € X que verifica %1_% T(t)x = x tenemos que H}l_% T(t)x” = [|z|]
Ahora , dado que T(0) = I, tenemos que M > 1. Por otro lado, dado t > 0 existen m € IN

y 1 € [0, 4] tal que t = dm + 1 (lema de Euclides), asi

TN = IIT(5m + )|
= |[T(m)T(n)ll
= [IT@)™T ()l
< T@I™ T
< M™M
< MM pues mS%,MZl

como M > 1 se tiene w = %lnMZOentonces e® = Mi. Asi M§ = etw paratodot >0y

1Tl < Me*
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Observacion 1.5.1. Cuando un semigrupo sobre X satisface (1.5.4), decimos que es del
tipo (M,w). Los semigrupos del tipo (1,0) se denominan semigrupos de contraccion y

aquellos del tipo (M,0) serdn llamados semigrupos uniformemente acotados.

Proposicion 1.5.2. Si (T'(t))t=0 es un C%-semigrupo, entonces para cada = € X la funcidn

@z 1 [0,400) = X dada por ¢g(t) = T(t)x es continua.

Prueba:
Por la proposicién 1.5.1, existen constantes M,w > 0 tal que [|T(t)]| < Me¥® para todo
t>0.

Sea z € X y h > 0, entonces se tiene que

IT(t+ h)x — T(t)z|]

IT@)(T(h)z — )|

IA

IT@N T (h)z — =]

Me*t||T(h)z — =] 220

A

Por otro lado, para z € X y h € [0,¢], se tiene que

IT(t -z - Tl = |T(t-h)(z - T(h)z)|
< T =M lz - T(R)z|

IN

Me¥ =1 ||z — T(h)z|
< Me¥temvh |T(h)z — z|| 29 0.
Por lo tanto, ¢z(s) — T(s)z es continua para todo = € X.

Observacion 1.5.2. El resultado anterior permite dar sentido o la integral de Riemann

b
/ T(s)ds para todo x € X.
a

La definicién de generador infinitesimal para un C%-semigrupo es la misma que para

un semigrupo uniformemente continuo:

A . DCX—X

D(A) = {xeX: existe lim T—(t)x—"x}
t—0+ t
. TH)z—=z dF
Az = tgr(% — = -(ET(t)ac ) para z € D(A)

Veamos que en este caso, aunque es posible que D(A) ¢ X, se tiene que D(A4) = X.
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Observacién 1.5.3. Todo semigrupo uniformemente continuo es un CO-semigrupo. La
diferencia estd que un semigrupo uniformemente continuo converge uniformemente a la
identidad en cero, mientras que un C°-semigrupo converge fuertemente. Al igual que los
semigrupos uniformemente continuos, los C®-semigrupos satisfacen una propiedad de acotacidn

para su norma.

Como la continuidad fuerte es una condicién més débil que la continuidad uniforme,
esperamos que A también tenga una propiedad un poco mas débil que ser acotado. El si-

guiente resultado sera importante para confirmar estos hechos y para resultados posteriores.

Lema 1.5.1. Sea (T'(t))s0 un C®-semigrupo y A su generador infinitesimal, entonces se

verifican las siguientes propiedades:

a) Para todot > 0 y todo z € X, ll’_)n%T(S):E = T(t)x. Mds ain si el semigrupo es uni-
S

formemente continuo entonces h’_)rr% T(s) =T(t) en L(X).

b) Para todo z € X y todo t > 0,

1 t+h
lim 7 / T(s)zds =T(t)z.
t

¢) Para todoz € X ytodot > s >0,

/t T(r)xdr € D(A) vy A/tT(T)JEdT =T(t)x — T(s)z.

d) Para todo x € D(A) y todo t > 0,

T(t)z € D(A) vy ditT(t)x = AT(t)z = T(¢)Ax.

e) Para todo x € D(A) y todot > s > 0,

T(t)x —T(s)z = /t AT(7)zdr = /t T(1)Azdr.

Prueba:

(@) Seanz € X,t > 0y ¢ > 0. Como el semigrupo es fuertemente continuo, existen M > 0
€

y 6 > 0 tal que |T'(s)|| < M para s € [0,t +1] y |T(s)z — z|| < — cuando 0 < s < 4.

M
Para 0 < t — s < J se tiene
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T (s)x — T(t)z|]] = |T(s)x—T(t)x —T(s)T(t — s)x +T(s)T(t — s)z||
= |T(s)(x —T(E-s)x)—TE)z+T(s)T(t — s)z|

1T(s)(x - T(t - s)x) — T(t)x + T(t)z)|, pues T(s)T(t — s) = T(¢t)

< T e = T — s)=l| -
< M. %

= €.

(b) De la parte (a), existe § > 0 tal que | T(s)z — T'(t)z|| < €, cuando |s — t| < &, luego

para 0 < h < § se tiene

H% /tt+h T(s)xds — T(t)x

“.,1; /t " sy — T()o)ds

IA

1 [t+h
i I - Tslds

1 t+h 1
< F[ E'dS—E'ﬁ'h
€.

El limite izquierdo para el caso t > 0 se prueba en forma andloga. Con esto se prueba la
propiedad.

(c) Sea z € X, h > 0y como el operador T'(s) es continuo tenemos

T(h})L —1 / T(r)adr = % / [T(r + bz — T(r)z]dr

= %/:T(T + h)zdr — %/st T(r)zdr
/s:lh T(1)zdr — %/gt T(7)xdr

= 3 [/s:h T(r)xdr + t
-1 [/tHh T(r)zdr - /st T(7)zdr — /t3+h T(T).’I?dT:l

h
1 t+h 1 s+h

= —/ T(7)zdr — —/ T(7)xdr,
h t h s

tomando limite cuando h — 0 y por la parte (b) se tiene

1
h
1 t+h

t
T(r)xdr — / T(T)CIIdT] yt<t+h

_ t
lim -T—(h—)—j/ T(r)zdr =T(t)x — T(s)z.
h—0 h s
t
Por la definicion de generador se tiene que / T(r)zdr € D(A) y
8
¢
A/ T(r)zdr =T({t)x — T(s)z.
8
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(d) Sea x € D(A) y h > 0, se tiene

[T(”+l] T(t)e = [—————T(t + ’2 - T(t)] z = T(t) [%‘_f] z,

tomando limite cuando A — 0 (o de la continuidad de T'(t)) tenemos T'(¢t)x € D(A) y
ademas
d+
AT (t)x = ET(t)x =T(t)Ax.
Por otro lado, si 0 < h <ty M > 0y tal que || T(s)l| < M, para todo s € (0,t), se tiene

T(t)z — i‘(t "M% _rAs = T(-h) (Z@?ﬂ) _ Tt — h) Az +

+ T(t— h)Az -~ T(t — h)T(h)Ax

= T(t-h) (Mg‘—‘” — Az + Az - T(h)Am) ,
luego,
) T(t)z ~ f(t 0T o] < jre-m ( H%‘i _ AxH + || Az - T(h)Axl])
< M ( H -T(—h)h’flf _ Az| + || Az - T(h)A:cH) ,

el término “ﬂ%?-_—z - A:v“ es cero, pues € D(A) y ||Ax — T(h)Az|| es cero, pues T(t)
es un C%-semigrupo y por la parte (a). Esto prueba que ‘fi—;T(t)w existe y que ‘fi—;T(t):z: =
T(t)Az.

Con esto se prueba que para todo ¢t > 0 y todo z € D(A), se tiene

%T(t)x = AT(t)z = T(t) Az
(e) Sea z € D(A) y s,¢t > 0. Por (b) y (d) se tiene que

Tty —T(s)z = /t %T(T).’I) dr = /t AT (T)z dr = /t T(r)Az dr.

1.5.2. Cerradura del generador infinitesimal de un C°-semigrupo

Proposiciéon 1.5.3. Si A es un generador infinitesimal de un C°-semigrupo (T(t))t>o0,

entonces D(A) es denso en X.

Prueba:

Sea r € X, construyamos una sucesion (zn)nen © D(A) que converge a z. Para cada
1/n

n € N, definamos z, = n/ T(s)zds. Por la parte c) del lema 1.5.1, 2, € D(A) para
0

todo n > 0, y la parte b) del mismo lema, se tiene que

1/n h
lim z, = lim n/ T(s)zds = lim —1—/ T(s)zds=T(0)zx=Iz=x
0 h—0 h 0

n—00 n—00
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Por lo tanto, x € D(A), de donde concluimos que D(A) = X.

Se puede probar algo més fuerte.

Proposicién 1.5.4. Si A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo y D(A™) es el

dominio del operador A™, entonces se tiene que ﬂ D(A™) es denso en X .
neN

Aunque el generador infinitesimal de un C®-semigrupo no necesariamente es acotado,

éste sf tiene una propiedad similar pero mas débil.

Definicion 1.5.2. Sean X e Y espacios de Banach y A : D(A) C X — Y un operador.
Diremos que el operador A es cerrado si dada una sucesion (zn)new C D(A) que satisface

lmz,=zeXy li}m Az, =y €Y, se tiene que z € D(A) y Az = y.
n—0

n—re0

Observacion 1.5.4. Vemos que si A es acotado, entonces también es cerrado. El reciproco,
en general no es cierto. Sin embargo, si D(A) = X, entonces A es acotado si y sdlo si es

cerrado.

Proposicién 1.5.5. Si A es un generador infinitesimal de un C®-semigrupo (T(t))i>o0,

entonces A es un operador lineal cerrado.

Prueba:
Supongamos que (Zp)nen € D(A), z € X, y € Y tales que nh_)ngo In=2zy nll)ngo Az, =y,
probaremos que z € D(A) y Az = y.

De la parte (e) del lema 1.5.1, se tiene
t
T)zn — Tp = / T(t)Az,ds (1.5.5)
0

Afirmamos que T'(¢t) Az, — T(s)y, cuando n — 0o, uniformemente en intervalos acotados.

Para 0 < s < t, vemos que

IT(s)Azn — T(s)yll = [T(s)(Azn —y) |l
IT()| | Azn — 9|
< Me ||Azy -y

IA

Mte || Az, — y|| =30,

donde M, w son constantes de la proposicion 1.5.1. Usando lo que se hizo antes y haciendo

n — oo en (1.5.4), concluimos que
t
Tt —z= / T(t)yds.
0

25



Finalmente, por la parte (b) del lema 1.5.1, se tiene

, TWz~=x ., 1 [t
M ——— = lim ~ A T(s)yds =T(O)y = Iy =y.

Lo que prueba que x € D(A) y que Az = y. Por lo tanto, A4 es un operador lineal cerrado.
Al igual que en el caso uniformemente continuo, el generador infinitesimal caracteriza
al semigrupo.
La siguiente proposicién nos garantiza la unicidad del semigrupo asociado a un gene-

rador infinitesimal para semigrupos fuertemente continuos.

Proposicién 1.5.6. Sean (T'(t))iz0 y (S(t))i>0 dos CO-semigrupos con generadores in-
finitesimales A y B respectivamente. Entonces A = B st y sdlo si T(t) = S(t) para todo
t>0.

Prueba:
(Necesidad) De la definicién de generador infinitesimal se tiene que si T(t) = S(t) para
todo t > 0 entonces A = B.
(Suficiencia) Supongamos que z € D(A) = D(B). Por la parte (d) de lema 1.5.1,siz € X
y t > 0, definamos ¢ : [0,t] — X dado por ¢(r) = T(t — r)S(r)z.
Por la parte (d) del lema 1.5.1 y la regla de la cadena, ¢:(r) es diferenciable, entonces se
tiene

o) = |5T=n] 86)+Ta=n)E0)
= —AT({t-r)S(r)+T(~-r)BS(r)
= —T{t—-r)AS(r)+T(t - r)BS(r)

= 0, pues A= B.

Tenemos que ¢ es constante en [0,¢]. En particular, ¢;(0) = T'(t — 0)S(0)x = T(t)x y
we(t) = T(t — 1)S(t)x = T(0)S(t)x = S(t)x, entonces: ¢¢(0) = @:(t) lo que muestra que,
T(t)x = S(t)z, para todo z € D(A) y t > 0.

Ahora probaremos, que la propiedad es valida para £ € X. Para z € X, tomemos la
sucesion (zn)nen en D(A) tal que z, — . Como T'(t) y S(t) son continuas, se tiene que
T@t)zn, = T(t)z y S{t)zn, — S(t)z cuando n — oo. Entonces T'(t)z, = S(t)z,, para todo
n € N, luego se sigue T'(t)z = S(¢t)z. Por lo tanto, T(t) = S(t) para todo t > 0.
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1.5.3. (CP’-semigrupo de contracciones

Sabemos que todo CC-semigrupo satisface ||T'(t)|| < Me¥t, para todo t > 0 para las
constantes M > 1y w >0.Siw=0y M =1, (T(t))es0 , se llama C°semigrupo de

contracciones y se tiene para todot > 0y todo z,y € X
[T@)z — Tyl < [l -yl

Esta clase de semigrupos es muy interesante por su papel importante en diversas aplica-

ciones.

Definicién 1.5.3. Si A: D(A) C X — X un operador lineal, no necesariamente acotado

en X. El conjunto resolvente p(A) de A se define como
p(A) = {/\ € C: (M — A)! eziste y es un operador lineal acotado en X} .

La familia de operadores lineales acotados R(\ : A) = (A — A)~! con X € p(A), se llama

resolvente de A.
Observacioén 1.5.5. Todo operador A, acotado o no conmuta con su operador resolvente.
En efecto,
ADI - A = AWM - AADTI - AL+ A0 - 47
= AWM - AT - A)+ (,/\I - AT

= (M- A7 -(T-A)+ A
= (A - A)A.

Definicion 1.5.4. Sea A un operador lineal con p(A) # 0. Definimos para A € p(A) la

reqularizada o aprozimacion de Yosida de A por
Ay = MR\ : A) = NR(A: A) — AI
La siguiente proposicién nos ayudaré en la demostracion del teorema de Hille-Yosida.

Proposicién 1.5.7. Sea A : D(A) C X — X un operador lineal cerrado tal que D(A) = X
y que |R(A: A)| < :1\- para todo A > 0. Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

a) lim AR(\: A)x =z, para todo x € X.
A—00

b) lim Az = Az ,para todo z € D(A).
A—ro0
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c) Para cada A > 0, Ay es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones
uniformemente continuos (etAA) en X. Mds ain se tiene que, para todo z € X,

Ap>0yt=>0

t20

[| ez —etug || <t || Are — Auz |

Prueba:

Probemos (a). Sea z € p(A) y A > 0, entonces

R(A: A) (M - A)7!

(M — AR( : A)

i [
~ o~

AR(A: A) — AR(X: A)

AR(MN:A) -1 AR(A : A).
Asi, para x € p(A) y de la dltima igualdad se tiene

ARG : Az —z || = [|AR(A: A)z ||
| R(A: A)Az |

Il

= [RA:A) - [lA=]

IN

1
5 lAz] =0,

luego, se sigue que AR(A : A)z — x cuando A — co.
Sea z € X. Como D(A) = X, existe una sucesion (z,)nen con valores en D(A) tal que
Zn — z. Dado € > 0, existe n € Ny L > 1 tal que ||z, — z|| < §, para todo n > ne, y

€
a?

AR : A)zpn, — 2 || < 3

para todo A > L.

Para A > L, se tiene

I ARA: Az —z || = || AR(A: A)(& - Tn,) + AR(N: A)zp, — 2|
< AR A) Iz — 2ol + | AR(A - A)zn, — |
1 € €
< )\'X'§+§—E,

lo que prueba que /\h’m AR(A: A)xz = z, para todo z € X, esto prueba (a).
-0

Probemos (b). Para cada A > 0, de la regularizada de Yosida de A se tiene

Ay = MR A) = MM - A7 =R\ A) - M = AR(\: A)A.
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Si z € D(A), se tiene
Az = MMR(A: A)x = AR(\: A)Azx

lo que equivale a

Ayz — Az = AR(A: A)Ax — Az
de la parte (a), y de la definicién de Ay,
lim Axz = Az, para todo z € D(A).
A—o0

Probemos (c). Es obvio que Ay es un operador lineal acotado y por la proposicién 1.4.1
también es el generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo (7(¢))t>0,

dado por Tx(t) = et esto por el teorema 1.4.1 parte (2), mas adn de las hipotesis tenemos

I = [l

2 . —
H NR(NA) -2t H

2 .
oM ” pNIR(X:A) ”
< e MNHIRMA)
< e—)\t e/\t =1
Lo que demuestra que (T3()):>0 es un C%-semigrupo de contracciones. Es claro ver por

las definiciones que Ay, A, et4r y etAr conmutan, y como t — Thz es diferenciable, y por

la parte (¢) del lema 1.5.1, tenemos
ITZ®)z - Tu(t)z]| = || ez — ez ||

1
— ‘/d;dsl:etsA)\et(l—s)A#x] ds
0

1
< / H tA,\etSA)‘et(l_s)A“:r _ tA#etSA‘\et(l—s)A“:v “ ds
0
1
< / t“ et Met(1-94u (A0 — A1) ” ds
0
1
< / t|| Axz — Az || ds
0
< tllAxz - Ayl

lo que completa la prueba.

Ahora mostraremos el resultado mas importante de ésta seccion, el teorema de Hille-
Yosida para semigrupos de contraccién. Este teorema nos dice cuando un operador lineal
cerrado es el generador de un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach y
sus aplicaciones més importantes estan en las ecuaciones de evolucién en derivadas par-

ciales.
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Teorema 1.5.1 (Hille-Yosida, 1948). Un operador lineal A : D(A) C X — X es el

generador infinitesimal de un C®-semigrupo de contracciones si, y sdlo si,

i) A es un operador cerrado y D(A) = X,
i) (0,4+00) C p(A) y ||R(M: A)]| < %, para todo A\ > 0.

Prueba:
Sea A el generador infinitesimal de un C%semigrupo de contracciones (T (t))sz0 en X.
Prueba de (7). Es consecuencia inmediata de las proposiciones 1.5.3 y 1.5.5.

Prueba de (i¢). Para A > 0 y « € X, definamos el operador R(A) por
o0
RNz = / e~ MT(t)zdt.
0

Como t — T(t)x es continuo y uniformemente acotado, pues ||T(¢)z| < ||z||, la integral

impropia existe en el sentido de Riemann y mas adan define un operador lineal acotado que

satisface
o0
IRNz|| = / e MNT(t)zdt H
%
< [T eiTwalar
0
< 5l

concluyendo que R(A) € L(X) y que ||R(AN)llzx) < 3 para todo A > 0. Por otro lado,
para A >0, z € X y h > 0 se tiene que

T(h) - I

1 [ 1 [
RNz = =+ / e NT(h)T(t)x dt + —/ e MT(t)z dt
h hJo h Jo

= ;1;/00 e M [T(t + h)z — T(t)z] dt
0

LI [ _a¢-n % x

= = / e N8z dt—-/ e MT(t)x dt
h L/n 0

YT n [ ox ®

= —le e T (t)x dt — e NT(t)x dt
i Jn 0
1
h

[ 0o h 0o
e’\h/ e MT(t)z dt — e)‘h/ e MT(t)z dt — / e~ MT(t)z dt]
! 0 0 0

1)

At Y fate e
= e T (t)x dt e T (t)x dt,
h 0 h Jo

cuando A — 0 el lado derecho converge a AR(A\)z — z, lo que implica que R(A)z € D(A)
y que AR(A)z = AR(A\)z — z; es decir,para todoz € X y A > 0, R(A)z € D(A) y

(M — AR(N)z = . (1.5.6)

30



Por otro lado, como A es cerrado, para € D(A) tenemos que
o0
R(\)Az = / e~ NT(t) Azdt
-
= / e MAT(t)xdt
0

o0

= A/ e MT(t)zdt
0

AR(N)z,

lo que muestra que para todo z € D(A), se tiene
RO - A)z = z. (1.5.7)

De las ecuaciones (1.5.6) y (1.5.7) vemos que R(A) es la inversa de AI — A. Por lo tanto,
1

(0,400) C p(A) y [R(M)|| < 3, para A > 0, lo cual concluye la prueba.

Supongamos ahora que (2) y (¢7) se cumplen. Sea (T'(¢t))t>0 y Ax como en la proposiciéon

1.5.7, para x € D(A), tenemos la siguiente desigualdad para A >0y x>0

“etA,\z - etAuw” = |Ta(t)z - Tu(t)xll
< t||Axz - Az
< tflAxz - Az|| + t||Auz - Az,

por la proposicién 1.5.7, (e?4*);>0 es convergente en X, si A — oo y la convergencia es
uniforme para t en intervalos acotados. Como D(A) es denso en X y (e4*);50 es un
semigrupo de contracciones, entonces podemos concluir que (e*4*);>¢ es convergente, para
todo z € X y que la convergencia es uniforme para ¢ en intervalos acotados. En efecto,
seax € X, t € [0,a] con a > 0; fijandoy € D(A) y Ao > 0, tales que flt —y|| < ey

” ethry — ethuy ” < €, para todo A, u > Ap; se tiene que

. ||etAA:v _ etAuzl| _ ”etA,\(x —y) — ety 4 ethuy 4 ethuy _ etAu$I|

IA

e @ = )| + [le Dy = e ey + [le' ey — e s

IA

[l = yll + € + [|e*>[| 1z ~ v

< 2z -yl + €= 3e.

como € > 0, esto demuestra la afirmacion.

Definamos la familia de operadores (T'(t));»0, para x € X por

T(t)z = lim T)(¢)z = lim etz (1.5.8)
A—00 A

-0
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Es claro que T'(t) es un operador lineal en X, para todo ¢ > 0. Vemos que

IT()z| = < Jl=l),

lim etArg
A—=00

lo que implica que [|T'(¢)z|| < 1, para todo t > 0 y por lo tanto, (e}4*);50 es de contraccién.
Probemos ahora que (T'(t))s>0 es un C%-semigrupo en X y que A es su generador infinite-
simal. De (1.5.8) vemos que T'(0)z = z, para todo € X. Para probar T'(t+s) = T(t)T(s),
sean £ € X y s,t > 0, entonces T'(t + s)z = Alglolo e etrg,

De la igualdad,

|e*AretBrz — T(s)T(t)z|| = e (M z — T(t)z) + e T(t)z — T(s)T(t)z|
< e [l x - T@)a|| + ||e* I T(t)x — T(s)T(t)x]|
< ez = T)z|| + |[e* P T(t)x — T(s)T(t)z]|,

para A — oo se tiene e’ etz — T(s)T(t)z, lo cual prueba que T(s +t) = T(s)T(t).
Esto con el hecho de que ||T(¢)z]l < 1 muestra que (T'(t)):>0 €s un semigrupo en X.
Ahora, como >z converge uniformemente para ¢ € [0,a],a > 0; vemos que T'(-)7 es una
funci6n continua en [0, a]. Por lo tanto, (T'(t)):z0 es un C%-semigrupo de contracciones.
Finalmente, probemos que A es su generador infinitesimal de (T'(¢))z0. Sea z € D(A) y

t > 0, tenemos la siguiente desigualdad

e Are — T(s)Az|| = |[|e** — e* Az + 24 Az — T(s) Az
= e (Arz — Az) + (%4 — T(s)) Az||

< et (Axz — Az)|| + || (e%4% — T(s)) Az||
< e || Arz — Az|| + || (634 — T(s)) Az
< |lAxz — Az|| + || (e84 = T(s)) Az,

cuando A — 0, se sigue que e*4* Ayz converge uniformemente para s en intervalos acotados

para T'(s)Az. De la ecuacién 1.5.8 y del lema 1.5.1 parte (e), se tiene que

Tt)z—2 1 tAre
e T e
1 t
= - lim S Az ds,
tA—)oo 0

de donde concluimos, para & € D(A) que

TH)z—z 1 [*
— = z/o T(s)Az ds. (1.5.9)
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Sea B el generador infinitesimal de (7'(¢)):»0. Sabemos que la convergencia ThAyz —
T'(t)Az, es uniforme en intervalos acotados para ¢t. Haciendo t — 0 en (1.5.9), se tiene que
z € D(B) y que Bx = Az. Asimismo A C B, B: D(B) C X — X es una extensién de A,
y D(A) C D(B). Por hipétesis 1 € p(A) y por la condicién necesaria 1 € p(B), tenemos
que (I — A)D(A) = X = (I — B)D(A), también (I — B)YD(A) = X = (I — B)D(B), luego
D(B) = (I — B)™1X = D(A), lo cual implica que A = B en X. Por lo tanto, A es el
generador infinitesimal de un C%-semigrupo de contracciones, lo que completa la prueba.

Como consecuancia del teorema de Hille-Yosida, se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 1.5.1. Si A: D(A) C X — X es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo
de contracciones (T'(t))i»0. Si Ax es la aprozimacion de Yosida de A, entonces para todo

T € X se tiene

T(t)z = lim ez,
A—r00

Prueba:

De la prueba del teorema 1.3.1, la familia (S(t)):>0 dada por S(t) = /\h’m ez es un
—00

CP-semigrupo de contracciones S(t) y A es su generador infinitesimal; y por la unicidad

del generador infinitesimal proposicion 1.3.6, se tiene que S(t) = T'(t).

Corolario 1.5.2. Sea A: D(A) C X — X el generador infinitesimal de un C°-semigrupo
de contracciones (T'(t))0. El conjunto resolvente de A contiene al semiplano {\ : Re(\) > 0}

y para A se tiene que

IR(A: Al < RO

Prueba:

Sea A € C con Re(A) > 0, definimos
o0
R(N)z = / e M (t)z dt.
0
De la prueba del teorema 1.3.1, se tiene
R = (M - A)7!

luego, {A: Re()) > 0} C p(A); ademas para = € X se tiene

Ay
Re(A) "

oo
IRz < / T
0

por lo tanto,

1
IR A < s

y la prueba esta completa.
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Ejemplo 1.5.1. Para el problema
Ui-U;, =0,z € R,U(I,O) = Uj.
Muestre que existe una dnica solucion.

Prueba:
Usaremos el teorema 1.5.1 de Hille-Yosida. Para A = (-);, mostraremos que es un generador
infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones.

Para eso definimos el dominio,
DA ={weX: AweX}={weX: w; € X}
Tomando X de la forma mas simple posible
X = L*(R),

tenemos

D(A) = {w € L*(R) : w, € L*(R)} = H!(R).

Es simple verificar que A es un operador cerrado y con dominio denso en L?(RR). Probaremos

que R C p(A) y que para todo A >0

IR(A: A)]l <

> =

Sea f € L*(R),
w=RM\: A)f = (M - A)~}f

entonces-

Aw — wg = f.
Aplicando la transformada de Fourier, encontramos

M) — @y = |
Luego R
f

sz*%

entonces
1 ~
~2 N2
W= ——= .

Usando la identidad de Plancherel obtenemos

2 — ~12 — 1 712
Jlotrde = [ 10rde= [ raifias
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Asi tenemos

(o)< ()"

Luego
1
lwlx < $Iflx
1
IRO: A < $Iflx
1
: < -
IRG: A < 5

Esto muestra que A es el generador infinitesimal de un C%semigrupo de contracciones.

1.5.4. Operadores disipativos

En esta seccién veremos una caracterizacién alternativa para los generadores infinite-
simales de C%-semigrupos de contracciones.
Sea X un espacio de Banach real o complejo y X* su dual topolégico. El valor z* € X*

en z € X estd dado por {z,z*) o (z*,x). Definimos el conjunto dual F(z) C X* por
F(z) = {2* € X* : Re(z",z) = ||z]* = ||z*|I*},

por el teorema de Hahn-Banach, para todo z € X existe f € X* tal que (z, f) = ||z|| ¥
Iflle =1.

Luego z* = ||z f satisface ||z| = ||z*||« ¥
(@,z*) = [|lzl|{z, f) = |l2II,
por lo tanto, para todo xz € X, F(z) # 0.

Definicién 1.5.5. Un operador A: D(A) C X — X es disipativo, si para todo x € D(A)
existe * € F(x) tal que
Re(Az,z*) < 0.

Proposicion 1.5.8. Un operador A : D(A) C X — X es disipativo si y sdlo si para todo
z € D(A) y para todo A > 0 se tiene que

(A = A)z|| > Al|={]-

Prueba:
Supongamos que A es disipativo y sea ¢ € D(A). Si ¢ = 0, la desigualdad es inmediata:

Seaz#0y \>0,seaz* € F(z) tal que Re(Az,z*) < 0, entonces se tiene
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(AL = A)z| flz™]| = |Az — Az| ||lz*|]
> |(Az — Az, z*)|
> Re(\z - Az, z")

Re(Az,z*) — Re(Az, z*)

M|z]|? — Re(Az, z*)

v

Mz

de donde,
(AT = A)zl| = All=f.

Reciprocamente, sea x € D(A) y supongamos que para A > 0 (podemos suponer que z # 0)

Az — Az = All]-

>
(w31«

Alzll < Az — Az|

Seayy € F(Ax — Az) y 2} = , entonces ||z3|| =1y

= (A\z - Az, 2))

= Mz, z})) — (Az, 2})

= ARe(z, z}) — Re(Az, 23),
< Allz|| — Re(Az, 23)

luego,
Re(Az,z3) <0 (1.5.10)

. 1
Re(z, 23) 2 llz|| - 5 | Az|. (1.5.11)
)

Como la sucesién (z})rew estd contenida en la bola unitaria en X*, la cual es compacta
para la topologia débil *, entonces existe una subsucesién (que seguimos denotando por
2})aelN) que converge a un cierto 2* para ésta topologia. Al pasar al limite (1.5.10) y
A/AE g g
(1.5.11) se convierten en Re(Az, z*) <0y Re(z, 2*) > ||z||.
Pero como

Re(z, 2*) < [(z,2%)| < ||z]l,

entonces (z,2*) = ||lz|| y [[z*|l« = 1.
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Ahora tomando z* = ||z||2*, tenemos que z* € F(z) es decir, (z,2*) = ||z||2 = ||z*||2 y
Re(Az, 2*) < 0. Por lo tanto, para todo x € D(A) existe z* € F(x) tal que Re(Az,z*) < 0.

Concluyendo que A es disipativo.

Proposicién 1.5.9. Sea A: D(A) C X — X un operador disipativo. Si Im(Aol — A) = X

para algin Ay > 0, entonces
i) A es cerrado.
it) Im(AI — A) = X, para todo A > 0.

Prueba:

Prueba de (7). Como Im(Aol — A) = X y || (A — A) z|| > Aollz||, para todo z € D(A);
tenemos que g € p(A). Luego (Aol — A)~! es un operador lineal acotado y por lo tanto
cerrado, de donde Aol — A y A son cerrados.

Prueba de (#7). Consideremos el conjunto
A={A>0: Im(\ - A) = X}.

Es claro que A # @, pues Ag € A.

A es abierto en (0, +00). En efecto, sea A € A. Como Im(AI—A) = X y (M - A)z| > A||z||
para todo z € D(A), se tiene que A € p(A) , el cual es abierto , luego existe 6 > 0 tal que
(A=6,A+0d) CA.

A es cerrado en (0,00). En efecto, sea (An)nenw € A tal que Ay, = A > 0. Para caday € X
y n € N existe z,, € D(A) tal que Az, — Azp = 9.

Luego para todo n € IN, se tiene

1
lzall < =llAnzn — Azal| = Iyl
Y13

oS
para algan k& > 0.
Ademas,

1
lzn — zmll < [ Am(zn - Tm) — A(Tn ~ Tm)||
m

1

1
= =g+ y+ On = Al
m

Z
= Ly,

< kA = Aml,
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como (Ap)nen es de Cauchy, también lo es (x5, )nen y por lo tanto converge a algin x € X.
De alli, Az, — Az —y cuando n — oo. Como A es cerrado, x € D(A) y M — Az =y
concluyendo asi que A € A.

Por otro lado, como (0, +00) es conexo, tenemos que A = (0, +00).

Teorema 1.5.2 (Lumer-Phillips, 1961). Sea X un espacio de Banach y A: D(A) C X —

X un operador.

i) Si A es disipativo y Im(Aol — A) = X para algin Ao > 0, entonces A es el generador

infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones en X.

i) Si A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones en X, en-
tonces Im(AI — A) = X para todo A > 0 y A es disipativo. Mds ain, para todo
z € D(A) y para todo z* € F(z), se tiene que Re(Az,z*) <0 .

Prueba:

Prueba de (7). Por la proposicion 1.5.9, A es cerrado y (0, +o00) C p(A4) y

(AT — A)~z|| < % | (AT — AY(M ~ A) 'z = @

de donde ||R(X : A)]| < 1 para todo A > 0. Del teorema de Hille-Yosida se sigue el

>

resultado.

Prueba de (ii). Si A es el generador infinitesimal de un C?-semigrupo de contracciones
(T(t))t>0 en X, el teorema de Hille-Yosida dice que (0,+00) C p(A) y por lo tanto,
Im(Af — A) = X para todo A > 0.

Para todo x € D(A) y z* € F(x) se tiene

(T @)z, ") < IT@)zllllz* [l < ]

por lo tanto,

Re(T(t)z — z,z*) = Re(T(t)z,z*) — ||lz||> < 0

dividiendo por ¢t > 0 y pasando al limite cuando ¢ — 0, tenemos que

Tz -z x,a:*) <0.

Re(Az,z") = Re(lim
t—0
Probando el resultado.

Corolario 1.5.3. Sea A un operador lineal cerrado densamente definido en X. Si A y A*
son disipativos, entonces A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contrac-

ciones en X.
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Prueba: ;

Del teorema 1.3.2 () es suficiente demostrar que Im(J — A) = X. Como A es disipativo y
cerrado, entonces Im(I — A) es un subespacio cerrado de X. Supongamos que Im(I — A) #
X, entonces existe z* € X*, z* # 0 tal que (z*,z — Az) = 0 para * € D(A). De donde
tenemos que z* — A*z* = 0. Como A* también es disipativo, de la Proposicién 1.5.8 se sigue
que z* = 0, contradiciendo la construccién de z*. Luego, Im(J — A) = X. este comando

permite poner en la cabeza de cada pagina el titulo del capitulo y el nimero de pagina



Capitulo 2

El problema abstracto de Cauchy

Para este capitulo se ha consultado [8], [10], [14] ¥ [19].

En este capitulo estudiaremos el problema semilineal

{ W) = Au(t)+ f(tu(t), 0<t<a (2.0.1)

u(0) = up

donde A : D(A) C X — X es el generador infinitesimal de un C%-semigrupo de operadores
en un espacio de Banach X de la forma (T'(t)):z0, donde T'(t) = et4 y f: [0,a] x X = X
una funcién apropiada.

Empezaremos estudiando el problema de Cauchy de valor inicial homogéneo, no ho-

mogéneo y finalmente el problema de valor inicial semilineal.

2.1. El problema de valor inicial homogéneo

Para z € X, el problema abstracto de Cauchy para A con valor inicial z, consiste en

hallar una solucién u(-) para la ecuacién

{ W) = Au(t), t>0 (2.1.2)

u(0) = =z

Definicién 2.1.1. La funcidn u(-) € C([0,00) : X) es una solucidn del problema de valor
inicial (2.1.2), si u(-) es continuamente diferenciable en (0,00), u(t) € D(A) parat >0y
ésta satisface a (2.1.2).

Sea z € D(A), del lema 1.5.1, la funcién u(¢) = T'(¢)x es la tnica solucién de (2.1.2).
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En efecto, sea v(-) otra solucion de (2.1.2), parat >0y 0 < s < t se tiene

adgT(t —sh(s) = T({- s)adgv(s) + %T(t — 8)v(s)

= T(t- s);%v(s) — AT (t — s)v(s)
= T(t-s) [ad;v(s) - A'u(s)} =0, (2.1.3)
integrando (2.1.3) desde 0 hasta ¢ obtenemos v(t) — T'(¢t)v(0) = 0; es decir, para todo t > 0

v(t) = T(t)z = u(t).

2.2. El problema de valor inicial no homogéneo

En esta seccién estudiaremos el problema de valor inicial no homogéneo de la forma

{ W(t) = Au(t)+f(t),0<t<a (2.2.4)

u(0) = z,zeX

donde f : [0,a] — X es una funcién apropiada que nos ayudara en el estudio del problema

(2.0.1). Para esto definamos el concepto de solucién clasica para (2.2.4).

Definicion 2.2.1. Una funcidn u : [0,a] — X es una solucidn cldsica del problema de
valor inicial (2.2.4) si u(-) € C*([0,a] : X) con u(t) € D(A) para todo 0 < t < a tal que
satisface (2.2.4).

Proposicion 2.2.1. Si f € L*([0,a] : X), entonces el problema de valor inicial (2.2.4)
tiene como mdzimo una solucidn cldsica. Si u(-) es solucion cldsica de (2.2.4), entonces
para t € [0, al :
u(t) =T(t)z + /Ot T(t - s)f(s)ds. (2.2.5)

Prueba:
Sea u(-) solucion clasica de (2.2.4), entonces la funcién g(s) = T(t — s)u(s) es diferenciable

en0<s<ty

B~ L syls)
= ATt $u(s) + Tt - 5) u(s)
— AT - shu(s) + Tt - $)(Au(s) + (s))
— ATt - s)u(s) + T(t — 5)Au(s) + T(¢ — s)F(s)
— T(t—9)f(s)
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Como f € L'([0,a] : X), la funcién g — T'(t — s) f(s) es integrable sobre [0,].

Luego, integrando la igualdad anterior entre 0 y ¢, se tiene

/t@ds
0
g(t)

ds
t

—g(0) = /0 T(t - 5)f(s)ds
t

I

/ T(t - 5)f(s)ds
0

T(0)u(t) — T(t)u(0) /0 T(t — s)f(s)ds

de donde,
¢
u(t) =T(t)x +/ T(t - s)f(s)ds, (2.2.6)
0
como u(-) es continua, entonces (2.2.6) es valida para todo [0, ¢]. La unicidad es resultado

directo de la representacién (2.2.6). Esto completa la prueba.

Se sabe que en general D(A) # X, entonces consideremos la siguiente definicion.

Definicién 2.2.2. Sea v € X y f € L'([0,a] : X). La funcién u € C([0,a] : X) es una
solucidn débil del problema (2.2.4) si

u(t) = T(t)uo + /OtT(t —s)f(s)ds, t €[0,a].

Observemos que en general una solucién débil del problema (2.2.4) no es una solucién

clasica.
Ejemplo 2.2.1. Asumamos que x ¢ D(A) y que T'(to)z ¢ D(A) para algin to > 0.
Consideremos el problema

Au(t) + T(t)z, t>0 2.27)

—N—
e &
clic
(.
o]

La solucion débil de (2.2.7) es dada por

t
u(t) = / T(t—s)f(s)ds =tT(t)x.
0
Como T(t)x no es diferenciable (2.2.7) no posee solucidn cldsica.

Los siguientes resultados nos proporcionan condiciones sobre f y x de modo que la

solucion débil sea una solucion clasica.

Teorema 2.2.1. Seanx € D(A) y f € Ll([O,a]r : X)NC((0,a) : X) yv e C([0,a] : X) la

funcion definida por

v(t) = /Ot T(t—-s)f(s)ds, 0<t<a. (2.2.8)

El problema de valor inicial (2.2.4) tiene una solucidn cldsica u(-) si alguna de las siguientes

condiciones se verifica:
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i) v(t) es continuamente diferenciable en (0, a).
i) v(t) € D(A) para todo 0 <t < a y Av(-) es continua en (0,a).
Si (2.2.4) tiene una solucion cldsica u(-), entonces v satisface i) y ii).

Prueba:

Supongamos que u(-) es solucidn clasica de (2.2.4), sabemos de la proposicién 2.2.1 que ésta
solucion esta dada por u(t) = T(t)z+v(t), luego v(t) = u(t)—T'(¢t)z es diferenciable en (0. a)
y v'(t) = u/(t)— T(t) Az es continua en (0, a), con esto probamos que v satisface ). Ademés
como x € D(A), se tiene que T'(t)x € D(A) parat > 0, entonces v(t) = u(t)—T(t)x € D(A)
para 0 <t < a.

Ahora como

Av(t) = Au(t) - AT (t)z = u'(t) — f(t) — T(t) Az

es continua en (0, a), con esto se prueba que v(-) satisface 7).

Supongamos ahora que (2) se cumple, para t € (0,a) y h > 0 se tiene t + h € (0,a) y

MLy = ML Frg- oy
0
= 1 [ Te+ b5 § [ 1@~ 9)5tas
t+h h
= H/O+ T(t+h—s)f(s)ds~/tt+ T(t+h—s)f(s)ds
t
_% /0 T(t — 5)(s)ds
luego,
T(hZL— Iv(t) _v(t+ h}z —u(t) %/t " T(t+h—s)f(s)ds. (2.2.9)

Como f es continua y (T(t))¢>0 es un C%-semigrupo, entornces el segundo término del lado
derecho de la ecuacion (2.2.9) tiene limite f(t) cuando h — 0. Como v(t) es diferenciable
en (0,a) de (2.2.9) se tiene que v(t) € D(A) y que Av(t) = v'(t) — f(t) para0 < t < a
y v(0) = 0, implica que u(t) = T(t)x + v(t) es solucién clasica de (2.2.4). Ademas, u(t)
es continua en [0, a], continuamente diferenciable en (0,a) y u(t) € D(A) para 0 <t < a.

Ademas se tiene para t € (0,a),
u'(t) = AT(t)z + V' (t) = AT )z + Av(t) + f(t) = A(T(t)x + v(8)) + f(t) = Au(t) + f(t).

Ahora supongamos que (i7) se cumple. Como v(t) € D(A) para0 < t < a, de la continuidad

+
de f y (2.2.9), se tiene que v(t) es diferenciable por la derecha y se tiene (Z—tv(t) = Av(t) +

43



at
f(t), y también Ev(t) es continuaen 0 < t < a, pues f y Av(-) son continuas. Concluyendo
que v(-) es continuamente diferenciable en 0 < ¢t < a y que v'(¢) = Av(t) + f(t). Por lo
tanto u(t) = T(t)x + v(t) es solucion clasica (2.2.4). Luego la prueba esta completa.

De este teorema resultan los siguientes corolarios.

Corolario 2.2.1. Si f es continuamente diferenciable sobre [0, a], entonces el problema de

valor inicial (2.2.4) tiene una solucidn cldsica para todo x € D(A).

Prueba:
Sea v(-) la funcién definida en (2.2.8), probaremos que v(-) es continuamente diferenciable

en (0,a). Sea t € (0,a) y h > 0 tal que t + h € (0, a), luego
_ t+h t
viErh) —u®) 1/ Tt + h - ) f(s)ds l/ T(t — 5)f(s)ds
h h Jo h J

N t+h
- %/O T(t+h,—s)f(s)ds+—}1;/h T(t + h - 8)f(s)ds —

1
% /0 T(t — s)f(s)ds
h t
_ %/0 T(t)T(h—s)f(s)der%/O Tt — $)f(s + B)ds -
t
% /0 T(t — s)f(s)ds

MCLDEFCY

= T(t)%/ohT(h—s ds—l—/ T(t— s, (2.2.10)

usando el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue o el hecho de que f es

continuamente diferenciable en (0, a), se sigue de (2.2.10) que
d+ t
ZVO =TOF0)+ [ T~ 5) (5)ds,
0

%v(t) es continua en [0, a]. Luego v(-) es continuamente diferenciable en (0, a) y que

V' (t) = T(t)£(0) + /0 T(t — s)f'(s)ds.

Por lo tanto, v(-) satisface la condicién (i) del teorema (2.2.1) y asi el problema de valor

inicial (2.2.4) tiene una solucién clésica.

Corolario 2.2.2. Sea f € L}([0,a] : X)NC({0,a) : X). Si f(s) € D(A) para s € {(0,T) y
Af € LY([0,a) : X) entonces para todo x € D(A) el problema de valor inicial (2.2.4) tiene

una solucion cldsica (dnica).
Prueba:
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Sea v(-) una funcién definida como en (2.2.8). De las hipotesis se tiene que T'(t — s) f(s) €
D(A) para todo s <t < ayque AT(t — s)f(s) = T(t — s)Af(s) es integrable, y como A

es cerrado y por el lema (1.5.1) tenemos que v(t) € D(A) para todo 0 < t < a se tiene

Av(t) = A /O T(t — 5)f(s)ds = /0 T(t — s)Af(s)ds,

se concluye que Av(-) es continua en (0, a], luego v(-) satisface la condicién (i) del teorema
2.2.1 lo que muestra que tiene una solucién clasica para (2.2.4).

Por la densidad de D(A) en X y los resultado anteriores se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2. Sea f € LY([0,a] : X) y z € X. Si u(-) es solucion débil de (2.2.4),

entonces u(-) es el limite uniforme en [0,a] de soluciones cldsicas de (2.2.4).

Prueba:
Sean z € X y M,w > 0 tal que ||T'(¢)]| < Me*! para t € [0,a]. Sea (Tn)nenw € D(A) tal
que Tp, = Ty (fn)nen una sucesién en C1([0,q] : X) tal que f, — f en L1([0,q] : X). Del

corolario 2.2.1, para cada n > 1, el problema de valor inicial

(2.2.11)

w(t) = Aw(t)+ fo(t)
w(0) = z,

tiene solucién clasica u,(-), dada por
un(t) =T(t)zn + /(: T(t—s)fu(s)ds, 0 <t < a.
Por otro lado, si u(-) es solucién débil de (2.2.4), entonces
ult) = T(t)e + /Ot T(t - 5)f(s) ds, 0< ¢ < a.
Para 0 <t < a, se tiene

t
lun(®) —w@I < INT@)(Zn — )l + /0 1Tt = s)(fn(s) — f(s))ll ds

A

t
Me® |2, — | + / Me™®=) || fu(s) — £(s)l| ds
0

< Me (lon =l + [ 15nle) - SO ds) ,

de donde u,, — u en C([0,a} : X), con lo que se completa la prueba.

Ahora estudiaremos el concepto de solucién fuerte para (2.2.4).

Definicion 2.2.3. Una funcidn u € C([0,a] : X) es una solucidn fuerte de (2.2.4), si u(-)
es diferenciable c.t.p. en [0,a], & € L*([0,a] : X), u(0) =z y u(t) = Au(t) + f(t) c.t.p. en
[0,qa].
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" Lasolucion clasica de (2.2.4) es una solucién fuerte. Por otro lado,si A= 0y f € L}([0,q] :
X), pero f ¢ C([0,a] : X), la funcién u(t) =z + /t f(s)ds, x € X es una solucion fuerte
de (2.2.4), pero no es clasica. ’

Como en el caso de soluciones cléasicas, estudiaremos las condiciones suficientes para

que una solucién débil sea una solucién fuerte.

Teorema 2.2.3. Sean z € D(4), f € L([0,a] : X) y v(-) € C([0,0a] : X) la funcién
definida por
t
v(t)=/ T(t - s)f(s)ds, 0<t<a.
0

El problema de valor inicial (2.2.4) tiene una solucién fuerte, si alguna de las siguientes

condiciones es verificable:
i) v(t) es diferenciable c.t.p. en [0,a] y 0(t) € L1([0,qa] : X).
i) v(t) € D(A) c.t.p. en[0,a] y Av(-) € L}([0,q] : X).
Si (2.2.4) tiene solucidn fuerte v(t), entonces satisface la condicion i) y i3).

Prueba:

La prueba es similar al teorema (2.2.1), basta observar el término

t+h
%/t T(t+h—s)f(s)ds = f(¢)

c.t.p. sobre [0, a], pues f € L1([0,q] : X).

2.3. El problema de valor inicial semilineal

En esta secciéon estudiaremos el problema de valor inicial semilineal de la forma,

{ at) = Au(t)+f(Lu(t), to<t<a (2.3.12)

u(to) = wuo, up € X,

donde A : D(A) — X es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo (T'(t));>0 para
T(t) = et4 en un espacio de Banach X y f : U — X una funcién continua, donde U es un
subconjunto abierto de R x X y (to,up) € U.

Por analogia al problema de valor inicial (2.2.4), adoptamos las siguientes definiciones.

Definicién 2.3.1. La funcién u € C([to,t1] : X), 0 < t1 < a es solucidn cldsica del pro-
blema de valor inicial (2.3.12) en (0,%1), si u(-) es continuamente diferenciable en (to,t1);

u(t) € D(A) para todo to <t < t1 y (2.3.12) es satisfecha en [0,11).
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SifeC([to,a] : X)yu e C([ty, a] : X) es una solucion clasica de (2.3.12), de la proposicién
(2.2.1) tenemos que
t
u(t) = T(t — to)ug + /to T(t~s)f(s,u(s))ds, tEe€ [to,al (2.3.13)
Definicion 2.3.2. La funcidon v € C([to,t1] : X), 0 < t1 < a se llama solucion débil del
problema de valor inicial (2.3.12) en [to,t1], si u satisface (2.3.13) en [to, t1].

Definicion 2.3.3. La funcion u € C([tg,t1] : X), 0 < t < a es llamada solucion fuerte del
problema de valor inicial (2.8.12) si 4 € L'(Jto,t1] : X), u(0) = ug y la ecuacion (2.3.12)

es satisfecha c.t.p. ent € [to,t].

El siguiente teorema establece la existencia y unicidad de soluciones débiles de (2.3.12)

cuando f es de Lipschitz.

Teorema 2.3.1. Sea f : [to,a] x X — X una funcidn continua en [to, a] y uniformemente

Lipschitz en X ; es decir, supongamos gque existe L > 0 tal que para todo x,y € X

£t z) — FE )l < Lilz -yl

Entonces ezxiste una tdnica solucion débil del problema de valor inicial (2.3.12) para todo

ug € X. Ademds, la aplicacion uy — u(-,uo) es Lipschitz de X en C([to,a] : X).

Prueba:
En el espacio C([to,a] : X) dotado con la norma de la convergencia uniforme [ju| =
sup |lu(s)||, definimos la funcién F : C([to,a] : X) — C([to,a] : X) dado por
SE[to,a]
t
Fu(t) =T(t — to)uo + / T(t - s)f(s,u(s))ds, t€ [to,qa] (2.3.14)
to
Mostraremos que F es una contraccién en C([tg,a] : X). Sea M = sup ||T'(¢)| y fijemos
te[to,a]

u,v € C([to, a] : X).

De la definicién de F, tenemos para t € [tg, a] que

[ Fu(t) — Fo@®)l| =

[T = 5)(7(s, u(s) = S s, v(s))ds

4

< /Wwa—ﬁmvwm@»-ﬂawﬂmw
to

< MLlnmw—v@mm

< ML(t - to)llu - o]l
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Similarmente para

|F2ut) - Fo@)| = IF(Fu(®) - FFo)
| [ 7= (s Puts)) - 165, Fots)as

i
/t IT(t = )l (s, Fu(s)) - F(s, Fu(s))llds

t ML||Fu(s) — Fv(s)||ds

to

t
/ M2L2s|ju — v|/ds
to

IA

IN

IA

IN

PRY
M2L2(t_2t0)_nu — ),

y asi

t—to)?
[P~ oo = M2 gy,

se sigue, por induccién matematica que

(ML(t - t))"

.y lu—-v|, nelN, te/]t,al (2.3.15)

[ F™u(t) — Fhu(¢)]| <

En efecto, supongamos que la desigualdad (2.3.15) es satisfecha para n — 1, entonces

| E™u(t) — FMo(t)|| |F (F*Y) u(t) — F (F™ 1) v(t)]|

< /t 1T - s)|l Hf (s,F”"lu(s)) —f (s,F”’lv(s))H ds
< ML / t |F™ tu(s) — F™"tu(s)| ds
t s — n—1
< ML/to (ML((n_ i(;?) llw — vllds
< _(__A{L';!_ﬂ”u — .

Luego, obtenemos (2.3.15) para todo n € IN. Como consecuencia,

(M La)™

|F*"u — F™v|| < n!

lu—vll, nel.

(MLa)

n!
de Banach, podemos asumir que F™ posee un tnico punto fijo u(-,ug) € C([tg,a] : X), lo

Como para n suficientemente grande se tiene < 1. Por el Principio de Contraccion

que implica que u(-) es también punto fijo de F' y como consecuencia es una solucion débil

de (2.3.12).
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Si u(-, uo) representa la solucién débil de (2.3.12) con u(tg) = ug, entonces para ug, vg € X,

se tiene que

lu(t, uo) — u(t,vo)l < |T( —to)|||luo — vol| +

/t 1T — )11 (s, u(s, o)) — £(s, (s, v0))llds

IA

Milug ~ vol| + ML /tt lu(s,u0) — v(s, vo)ds
0

por la desigualdad de Gronwall-Bellman, se tiene
lu(t,wo) = ult,vo)l| < MeME=10) g — vl

Por lo tanto,
(-, uo) = u(,v0)lloo < MeMHEfug — g,

esto muestra que la aplicacién ug — u(-, up) es Lipschitz de X en C([tg,a] : X) y que la

solucién débil de (2.3.12) es unica.

Corolario 2.3.1. Sea g € C([to,a]: X) y supongamos que se verifican las condiciones del

teorema 2.3.1. Entonces la ecuacidn integral

t
w(t) =g(t) + [ T(t-f(s.u(©)ds, t€ fto.q
to
tiene una Unica solucion w € C([to,a] : X).

Prueba:
La prueba es analoga al teorema 2.3.1, basta definir la funcién
t

Fu(t) = g(t) + /to T(t — s)f(s,u(s))ds.
La condicién uniforme de Lipschitz de la funcién f en el teorema 2.3.1 garantiza la exis-
tencia de una solucién débil global de (2.3.12), o sea, definida en todo [¢o, a]. Asumiendo
que f satisface apenas una condicién local de Lipschitz en X, uniformemente para ¢ en
intervalos acotados, se puede mostrar la existencia de una solucién local.

Para demostrar el siguiente teorema necesitamos los siguientes lemas.

Lema 2.3.1. Sea ug € D(A) y f € C ([to,a] x X : X). Si u(’) es una solucidn débil de
(2.3.12), entonces u(-) es Lipschitz sobre [to, a).
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Prueba:
Como f es continuamente diferenciable, entonces f es Lipschitz en [¢g,a] X K para cada

K ¢ X compacto. En particular, existe Ly > 0 tal que

If(t1,u(t)) — flt2,u(s)I < Ly (Jt1 — ta| + Jlu(®) — u(s)]),
para todo t1,%2,t, s € [to, a.

Sea u(-) = u(-,up) solucién débil de (2.3.12) y M y N constantes positivas dadas por

M= sup |T@®l, N = sup |If(t,u@®)]

tefto,al t€(to,al

y fijemos un C; > 0 tal que
1Tt + h)ug — T(#)uoll < Crh,

parat € [tp,a) y h > 0 tal que t + h € [to, a].

De la definiciéon 2.3.2, se tiene que

u(t +h) — u(t)
= T(t+h—to)uo+/

to

t+h t
T(t + h — 8)f(s,u(s))ds — T(t  to)uo — /t T(t - 8)f(s,u(s))ds

= T(t+h—t0)uo—T(t—t0)uo+/tt hT(t—s)f(s+h,u(s+h))ds+
t

t+h
/t T(t+h—s)f(s,u(s))ds — / T(t—s)f(s,u(s))ds

to

T(t+ h — to)uo —T(t—to)uo—f-/t hT(t—s)f(s+h,u(s+h))ds+
to—

t+h ¢
/ T+ h—~ s)f(s,u(s))ds+/ T(t — s)(f(s + h,u(s + h)) — f(s,u(s)))ds.
t to

Tomando norma. se tiene

| u(+ k) —w(@®)

< TG+ b~ tohuo ~ T = tafuall + [ IT(E= (s + s + m)lds +
t+h to
[T h= 9wl + [T = )G+ by + 1) = S, uls)lds
t to
< Cih+ MNh+ MNh+ MLy /.t (b + (|u(s + k) — u(s)||)ds
to

IA

t
Cih +2MNh + MNLh(i — to) + MLy / (ho+ lfus + ) — u(s)[])ds
to

IA

t
(C1 +2MN + ML;T)h+ ML; / lu(s + h) — u(s)|ds
to
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Por la desigualdad de Gronwall-Bellman se tiene que

lu(t + k) —u(®)] < (Ci+2MN + MLT) M5 o,

< (C1+2MN + MLsT) he®MLs

Esto prueba que u(-) es Lipschitz sobre [tg, al.

Haciendo una analogfa como en el problema homogéneo, una solucién débil no necesaria-
mente es una solucidén clasica. El siguiente teorema establece condiciones sobre las cuales
una solucién débil es solucion clésica. Para demostrar esto necesitamos algunas notaciones

y resultados previos.

Sean (X1, -l) ¥y (X2, - ||) espacios de Banach y p : [tp,d] x X1 — X2 una funcién
diferenciable.
Para t € [tg, 6], s€ R cont+s € [tg,d] y =,y € X1, introducimos la siguiente descomposi-
cién
0 0
p(t +s5,7+ y) - ,O(t, CC) = ap(tw’r)s + égp(tﬂx)y + R(p t Y, 3)

Iy, s)I

Lema 2.3.2. Sea g : [to,a] X X — X continuamente diferenciable K,S C X compactos

— 0, cuando ||(y, s)|| = |s] + |ly|l — O.

con 0 € S. Entonces, dado € > 0 existe § > 0 tal que para todo (t,z) € {to,a] x K y
(s,y) € [-1,1] x § con t + s € [to, ql,

IR (g, (t.), (s, )]
ol

si 0 < fi(s, )l = Is] +llyll < 4.

Prueba:

Para (t,z) € [to,a] x K y (s,y) € [-1,1] x S con t + s € [to, a], se tiene

~—

53] o
glt+s,z+y)—gtz)— -ézg(t + 8)s — %g(t, z)y

0
gt + 78,z + TY)dT — —(zg(t +s)s — %g(t, z)y

ot

S

-

0 0 0 0
(3_9 (t+7s,z+TY)s+ égg(t +7s, x4+ 1Y)y — at g(t,z)s — (')xg(t’ :c)y) dr

2

]
S O O

1
o 0 0 0
59+ 782+ 7Y) — Z9(t, x)) sdr +/ (é;g(t‘*"TS’x‘FTy) - 5;9('5:3?)) ydr.
0
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. dg 9g

las f =y =

Como las funciones 5 Y 5
(K +{0,1] x 8) es compacto, existe § > 0 tal que para todo (3,%), (s,z) € U con 3, s € [to, a

son continuas y el conjunto U = ([tg, a] + [0, 1] x [-1,1]) x

0 5 00 69,5 5 _ 00
Hat(sax) 8t(3’w) 82?(5,:1:)_%(8,51;) <€

<€ y I

cuando |§—s| < § y || — z|| < §. Luego, para todo (¢,z) € [to.a] x K y todo (s,y) €
[-1,1] x Scont+s € [to,T]y 0 < |I(s,9)] = |s| + |lyl| < § obtenemos

B9, (,0), ol = ot + 5,2 +3) - 5(t.2) -~ Zolt,2)s — =gt
1o 0
< /0 ag(t+’rs,:v+7y) - ag(t,:v) |sldT +
ha 0
| ||gzett sz 70) = gott,z) | Iolr

IN

els| + ellyll = e(ls| + llyll),

probando el resultado.

Ahora enunciaremos el teorema de regularidad de soluciones.

Teorema 2.3.2. Sea ug € D(A) y f : [to,a] X X — X continuamente diferenciable en
[to,a] X X. Si u(-) es una solucidn débil de (2.3.12) en [0, a], entonces u(-) es una solucion

cldsica de (2.3.12) en [0, a.

Prueba:
Sea

t
u(t) = Tt — to)uo + /t T(t = 8)f(s,u(s))ds, tE€ [to,a]

y t1 < a. Mostremos que esta solucion débil es continuamente diferenciable en [to, t1].
Veamos que si u(-) fuese diferenciable, usamos el hecho de que f es continuamente dife-

renciable y las mismas ideas de la prueba del corolario (2.2.1) tenemos
¢ 0
u(t) = AT(t —to)uo + T(t — to)f(to, u(to)) + / T(t ~ s)5,f(s,uls)ds +
to

/tt T(t— s)%f(s,u(s))u(s)ds, t € [to,t1]

0

para demostrar que u(-) es continuamente diferenciable en [tp,¢1], tomemos w(-) siendo

una solucién de la ecuacion integral

t

w(t) = g(t) +/ T(t - s)é%f(s,u(s))w(s)ds, t € [to,t1]s (2.3.16)

to

donde

t
g(t) = AT (t — to)ug + T(t — to) f(to, u(to)) + /t T(t - s);%f(s, u(s))ds.
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La existencia de w(-) es debido al corolario 2.3.1, de las hipotesis tenemos que g € C([to, ¢1] :

o}
X)y ~a—uf(t,u(t))w(t) es continua en [tg,t;], ademas 5% (t,u(t))w(t) es uniformemente

Lipschitz en X, en efecto

IA

| 16w 1) - o)
Nlw—ol, te lto,t,

“ggf (6 uOwlt) ~ -] (t’““))v(t)”

IA

donde N = méx { || Z f(s,u(s))]| : s € [to.£1] }, lo que muestra que las hipotesis del coro-
lario 2.3.1 son satisfechas.
Ahora mostraremos que u(t) = w(t) para [to,t1). Sit € [to,t1[y h > O tal que t+h €to, t1],

entonces se tiene
t+h)—u(t
w(t R —u) o
h
t+h

1 1
= —T({t+h—to)uo+ — T(t+h—s)f(s,u(s))ds — 1T(t —to)uo —
h k Ji h

t
% /t T(t— s)f(s,u(s))ds — w(t)

1 to+h
= E(T(t + h — to)uo — T(¢ — to)uo) + 7 / T+ h—s)f(s,u(s))ds +

to

t
| T(E= ) (st hyuls + 1) = s, u(s))ds — w(t)
1 ° to+h
= E(T(t +h —to)uo — T(t — to)uo) + 7 /to T+ h—s)f(s,u(s))ds +

t
%/to T(t—s) (‘(%f(s, u(s))h + %f(s,u(s))(u(s +h) —u(s)) + R(s)) ds — w(t),

donde R(s) = R(s,u(s),h,u(s + h) — u(s)) es la funcién introducida antes del teorema,
luego sustituyendo w(t) tenemos que

u(t+h) —ut)

5 w(t) = %(T(t + h —to)ug — T(t — to)uo) + AT (t — to)up +

% “T(t - $)R(s,u(s), h,uls + h) — u(s)) ds +

1 t~0to+h

) T(t+h - s)f(s,u(s)) ds — T(t — to) f(to, u(to)) +
t uls _

%/to T(t - s)%f(s,u(s)) (——(—M - w(s)) ds.

Tomando norma vemos que los tres primeros términos del lado derecho de la dltima igual-
dad tienden a cero cuando h — 0. Para el primer término A es el generador infinitesimal
de un C%-semigrupo (7T'(t)):>0. Para el segundo término observamos de los lemas 2.3.1 y

2.3.2 que
R (s,u(s), hyu(s + k) — u(s))ll

ds = 0, cuando h — 0.
to h

.53



Para el tercer término observamos que

” %./t:ﬁh T(t+h — s)f(s,u(s))ds — T(t — to) f (to, u(to)) “

1 tot+h
_ H ! /t (T(t+h = 5)f(s,u(s)) — T(t - to) f (to, u(to))) ds
1 to+h

IA

R, 1T+ = s)ll [|.f(s,u(s)) — f(to, ulto))ll ds +
0
1 to+h
i), | T( + h — s)f(to. uto)) — T(t — to) f (o, u(to)) || ds.
0
Como las funciones s — f(s,u(s)) y s = T(t + h — s) f(to,u(to)) son continuas, entonces
el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando A — 0.

Adems3s, para

. o 9 )
M= max (T v N =mix{ |2 5,0 s € ol }
se tiene
¢ 0 u(s + h) — u(s)
/to T(t— s)%f(s,u(s)) (——7&——- - w(s)) ds
t —_—
tg h
Luego,
— t —_—
ult+h) —ut) w(t)‘ <er)+ MmN [ ||HsER Zuls) g,
h to h
donde ¢(h) — 0 cuando h — 0. Por la desigualdad de Gronwall-Bellman tenemos
u(t + h”z _ u(t) _ w(t)} < G(h)eMN(tl_tO)a

y asi tenemos que

u(t + h) — u(t)
h

Asi, u(-) es diferenciable en [tg,t1) y @(t) = w(t) para t € [tg,t1). Por lo tanto, u(-) es

- w(t)H — 0, cuando b — 0.

continuamente diferenciable en [tg, 1), pues ¢, es arbitrario.
Como u y f son continuamente diferenciables en [tg. t1], entonces s — f(s,u(s)) y pertenece

a C1. Por el corolario 2.3.1, se tiene que la funcién

't

v(t) =T(t - s)up +/ T(t— s)f(s,u(s))ds,

to

es solucion cléasica del problema de valor inicial

{:’c(t) = Az(t) + (¢, u(t,)

z(to) = wup.

(2.3.17)
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Por la unicidad de solucién débil para (2.3.17) se sigue que u = v en [tg, t1]. Lo que permite
concluir que u(-) es una solucién clasica de (2.3.12) en [tg, a.
Ahora estudiaremos la existencia de solucién débil para (2.3.12) usando el clasico teo-

rema del Punto Fijo de Schauder, para empezar introducimos la siguiente definicion.

Definicién 2.3.4. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados
(T(t))=0 en X es compacto para tyg > 0 si T'(t) es compacto para todo t > ty. Diremos que

(T'(t))t>0 es compacto si es compacto para t > 0.

Teorema 2.3.3. Sea U C X abierto, up € U y f : [0,a) x U = U continua y asumamos
que el semigrupo (T(t))i>0 es compacto con generador infinitesimal A. Entonces para cada
ug € U, existe 0 < t1 = t1(up) < a tal que el problema de valor inicial (2.3.12) tiene una
solucion débil u € C([0,t1] : X).

Prueba:

Estamos interesados en soluciones locales y asumiremos que a > 0. Sea M > 0 tal que
IT(¢)]] < M para todo 0 < t < a. Como f(-) es continua, podemos fijar 0 < ¢’ < a,
N >0y p>0tal que By(up) = {v: |lv—uol < p} C Uy |f(s,v)]| <N para todo
(3,v) € [0,¢'] x By(ug). Fijemos ahora 0 < ¢” < t’ tal que [|T(t)up — uoll < g para todo
t €[0,t"] y sea t; = tyup = min {t’,t”,a p }

"2MN
SeaY = C([0,41] : X) y Yo = {u €Y : u(0) = up,u(t) € Bp(up),0 <t < t1} con la

topologia de la convergencia uniforme. Vemos que Yp es un subconjunto limitado, cerrado
y convexo de Y.

Definimos la aplicacién F': Yo — Y por
t
Fu(t) =T(t)uo +/ T(t—s)f(s,u(s))ds, te][0,t1].
0

Si F tiene un punto fijo, entonces el problema (2.3.12) tiene una solucién débil en C(]0,¢1] :
X). Para mostrar que F tiene un punto fijo en Y usaremos el clasico teorema del Punto
Fijo de Schauder. Asi, mostraremos que F es una aplicacién continua con valores en F(Yp),
que el conjunto F(Yp)(t) = {Fu(t) : u € Yy} es relativamente compacto en X para todo
t €[0,t1] y que FYy = {Fu:u € Yy} es equicontinuo en [0,;], estudiaremos cada una de
estas propiedades por separado.

(a) F(-) es continua en Yp.

Veamos que F(Yy) C Yp. Sea u € F(Yp) , entonces u(s) € B,(up) para todo s € [0,t1] y
(I f(s,u(s))]l < eN para s € (0,t1]. Luego, por definicién de F' tenemos
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IFut) - uoll < ||T(t)uo—uon+“ | 7= 956 u9)as

t
p
< £y /0 17~ ) 11F (s, u(s))lds
p,["
< Z 4 MNds
2 Jo
< g+t1MN
PP
< — - =
< 2+2 P

lo que implica que u(t) € By(ug) para todo ¢ € [0,t1], luego Fu € Yj.
Veamos ahora que u(t) € B,(up) es completamente continua. Sea (un)nen una sucesion en

Yo v u € Yy tal que u, — u en Yy. De la definicién de F, se tiene

IFu(t) - Fun(®)] < (

t
/0 T(t - )(f(s,u(s)) - (5, un(s)))ds

I

t
[ 1@ = 5, u(6) = S, uns)las
< [ M5 - S5, un(s))ds = Glun,).
4]

Como f es continua, f(s,un(s)) — f(s,u(s)) para todo s € [0, a] cuando 7 — oco. Ademés
f(s,un(s)) es uniformemente acotada para n € IN y s € [0, a]. Entonces por el teorema de
la Convergencia Dominada (de Lebesgue) concluimos que G(up,u) — 0 cuando n — o0,
lo que demuestra que Fu, — Fu en Y.

Probemos ahora que F(Yp) es relativamente compacto en Y.

(b) El conjunto F(Yp)(t) = {Fu(t) : u € Yo} es relativamente compacto en X para todo
t €{0.t1].

Para t = 0 tenemos F(Yp)(0) = {uo}, que es compacto.

Luego, para 0 < t < ¢1, tomemos e > 0talque 0 < e <tysead = MN(t; —¢€). Siu € Yy,

entonces

t
Pult) = T(tyuo+ /0 T(t — 5)f(s, u(s)) ds

t—e
= T(t)ug+ /0 T(t - s)f(s,u(s)) ds+ /t T(t~ s)f(s,u(s)) ds

—€

{l

T(t)ug + T'(€) /Ot_E T(t~s—e)f(s,u(s)) ds + (2.3.18)

/t T(t — s)f(s,u(s)) ds
t

—€
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Como

IA

/Ot_E T(t—s—e)f(s.u(s))ds

/0 CNT(E — 5 — Ol (5, uls))ds
MN(tl et E) =J

IN

para s € [0,t;1] de (2.3.18) se sigue que
Fut) € {T(t)uo} + T(e) B(0, X) + C,

donde C, C X y diam(C,) < M Ne. Como T(€) es compacto y € es arbitrario, podemos
concluir que F(Yp)(t) es totalmente limitada y en consecuencia, relativamente compacto

en X, para todo ¢ € [0.¢1].

(c) El conjunto de funciones F(Yp) = {Fu : u € Y} es equicontinuo en [0, ¢1].

Sea 0 < € < t < t1. Como (T(t))e»0 es continuo en (0,¢;], existe 0 < § < € tal que
IT(s) — T(s"]| < € para todo s,s" € [¢,t] tal que |s — 5’| < 6. Con estas condiciones para

u €Yyy 0<h <4 se tiene que

[[Fu(t + h) — Fu(t)]|

t+h t
= HT(t + h)ug + /0 T+ h—s)f(s,u(s))ds — T(t)ug — /0 T(t — s)f(s,u(s))ds

rt—€
< NTE(T(R) - Duoll + /0 17— 8) =T+ h = s)||lIf (s, u(s)llds +
t t+h
| ITE=9) =T+ h = e ueDlds + [T+ R = 9l u(s) s
< M|(T(h) - Iuol| + MN(t — €) + MNe + MNh. (2.3.19)

Vemos que el lado derecho de (2.3.19) es independiente de u € Yp, podemos concluir que
F(Yp) es equicontinuo a la derecha en ¢. Usando argumentos similares, podemos mostrar
que F(Yp) es equicontinuo a izquierda en t € (0,¢1] y a la derecha en t = 0. Esto prueba
que F(Yp) es equicontinuo en [0, ¢1].

Del teorema de Ascoli-Arzeld y de (a), (b) y (c), se sigue que F(Yp) es compacto. Luego
F(-) es una aplicaciéon completamente continua.

Por tltimo el teorema del Punto Fijo de Schauder, garantiza que F' tiene un punto fijo u(-)
en Yp, lo que prueba que u(-) es una solucién débil de (2.3.12), lo que completa la prueba

del teorema (2.3.3).
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Capitulo 3

Aplicaciones de algunas ecuaciones

semilineales de evolucion

En este capitulo estudiamos dos aplicaciones del problema de evolucién semilineal.

3.1. Aplicaciéon 1: Ecuacién de evoluciéon semilineal de segun-

do orden

Consideramos la ecuacion de evolucion de la forma (2.3.12), donde f satisface las hipéte-
sis del teorema (2.3.1).
Estudiaremos la existencia de soluciones débiles de la ecuacién diferencial de segundo orden

de la forma
2

ot?

en un espacio de Hilbert real H con producto escalar (-,-) y norma | - |.

u= Bu— f (g-tu) — fa(u) + f3(t), (3.1.1)

J . . .
Haciendo el cambio de variable —u = v en (3.1.1) la ecuacién es equivalente al sistema de

ot
primer orden
v _ oy
ot
(3.1.2)
a/
a_: = Bu- fi(v) - fo(w) + f3(t), (uo,v0) € X.
0 como una ecuaciéon de evoluciéon abstracta
b = Aw+ fit,w
v wt fbw) (3.1.3)
wo = (uo,v0) € X,

donde w = (u,v), Aw = (v, Bu), f(t,w) = (0, — f1(v) — fa(u) + f3(t)).
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Para el operador B : D(B) C H — H tenemos los siguientes lemas.
Lema 3.1.1. B es cerrado con dominio denso.

Prueba:
Se prueba que B es un operador lineal cerrado y D(B) — H (D(B) est4 contenido densa-

mente y continuamente en H).
Lema 3.1.2. B es autoadjunto y definido negativo.

Prueba:

(Bu,v) = —(u, Bv)

1. B es biyectivo. En la norma |- | de H, es decir, Bu =0 > |Bu] =0 u =0y si

v € H, entonces existe u € D(B) tal que Bu = v.

2. B es lineal. Sean uj,us € D(B) y las constantes «, 8 € R tal que

B(auj + fuz) = aBu; + BBus.

3. B es continuo, acotado y definido negativo.

(Bu,u) < —\ul?, para todou € D(B).

Lema 3.1.3. D(A) es denso en X = D((—B)%) x H con el producto interno

(S

(v, ), @) = ((~B)}u, (~-B)T) + (v,7)

y D(4) = D(~B) x D((~B)?).

Prueba:

Se prueba que A es cerrado con inclusién continua en H.

Como D((—B)%) es denso en H, entonces D(A) es denso en X.

Si (un,vn) es una susecion en D(A) tal que (un,vn) = (4, v) y A(tn,v,) — (4. ), entonces
Up —> U en D((—B)%) , vp—venH
vn — Gen D((-B)3) , Bup—venH

Como la inclusion de D((—B) %) en H es continua, entonces 4 = v,también como u, € D(B)

y B es cerrado, se tiene que u € D(B) y Bu = 7.

Luego, (U,7) = (v, Bu) = A(u,v), lo que prueba que A es cerrado.
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Lema 3.1.4. A es autoadjunto, ademds A y —A son disipativos.
Prueba:
Sea w = (u,v) € D(A) y z = (z,y) € D(A), entonces
(Aw,2) = (A(w,v),(2,y))
= {(v, Bu),(z,y))
= ((~B)v,(~B)?z) + (Bu,y)
= (v,~Bz) ~ ((~B)?(~B)u,y)
= ~{(~B)iu,(~B)?y) - (v, Ba)
= —((u,v), (y, Bz))
= ((v.v),-(y, Bz))
= (w,—A(z,y))
= (w,—Az).
Luego, A* = —A y que (Aw,w) = 0, para todo w € D(A).
Proposicion 3.1.1. A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo.

Prueba:

Por el lema 3.1.3 y el lema 3.1.4 se prueba que A es el generador infinitesimal de una
semigrupo fuertemente continuo.

Sifi:H-o>Hyf: D(—B)% — H son localmente Lipschitzianas; es decir, existen r y s

reales tales que

Ifi(vr) — fi(ve)l £ rlvg — vl

[f2(u1) = fa(u2)] < slur — ugf

A

y f3: R — H es continua en R, entonces dado wp = (ug, v) € ’D(—B)% x Hy f(t,w) €
C'([to,a] x X : X) existe una Gnica solucién débil por el teorema 2.3.1 w(t) = (u(t),v(t))
de W = Aw + f(t,w) definida en [0,a] con a > 0y a = a(ug, vg) que satisface las hip6tesis
del teorema (2.3.1).
Ahora definamos el funcional F : X — R tal que

F(u,0) = 3o + 51(-B)/2uf + 200w, 9) + g(u)
donde g : D(—B)% — RconT >0, fa(u) = Vg(u) y la forma cuadratica F(u,v) — g(u) es

equivalente a la norma de X

F(u,0) ~ () = SJof? + 51~ B)Ful? + 20(u,v)

60



Teorema 3.1.1. El sistema

du
ot

g_z = Bu-— fi(v) — fa(u) + f3(t)

para fi1, fa localmente Lipschitz, f3 continua y ademds satisfaciendo las siguientes condi-

ciones:

1. existe una funcion g : D(—B)% — R de clase C! acotada inferiormente tal que

fo(u) = Vg(u) con relacion al producto escalar de H,
2. para todo u € ’D(—B)%, ezisten € > 0 y re > 0 tal que g(u) < €jul? + e,
3. {u, f2(u)) esta acotada inferiormente en D(—B)'/?,

4. ezisten constantes a, 8 > 0 tales que ofv|? < (v, f1(v)) , |f1(v)] < Blv| y f1(0) =0,

para todo v € H,
5. la funcion f3: R — H es acotada.
Es limitado disipativo.
Los siguientes lemas seran tutiles en la demostracion del teorema.

Lema 3.1.5. La funcidn g : D(—-B)% — R es de clase C' y acotada inferiormente tal que

fa(u) = Vg(u) y existen € > 0 y r. > 0 tal que, para todo u € D(—B)%
9(u) < eluf® +7e.
Luego la forma cuadrdtica F(u,v) — g(u) estd acotada.

Prueba:
Veamos que la forma cuadratica F(u,v) — g(u) sea equivalente a la norma de X.

Se tiene que

1 1 1
Fluv) —g(w) = 3ol +3](~B)bul’ - 2a(u,v)
> 2ol + 2I(-B)bul? — 2fulle
> gl + l-B)tul - (=B bul,
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de la dltima desigualdad, el lado derecho sers una forma cuadratica positiva definida si

1 a2 ) A
= — — >0; es decir, a® < 7 y se tiene

4 A
1 1 1 a 1
Fluo) =gw) 2 s+ 510-B)Rup - Z= (I-B)ul’ + o)
1 _a 2 12
> (3-2) (wP+1-mhr)
= Ly (JoP +1(-B)*uf?).
1 a
dOﬂdeLl—E—\/—X.
Por otro lado,
1 1
Fuv)-g(w) < WP+ ZI(=B)?ul’ + 2a(u,v)
< P+ 5l BY bR+ S|~ B)ul
1
1 1 1 a 1
< Zlul2 4 ZH—BYauyl2 4+ —_ _mVE2 2
S gl + 3l BY R + o (- B) bl +1of?)
1 a 1
< (2.2 2 i o2
< (3+%) (b +1-B)Hp)
= Ly (bl +(-B)3uf?),
1 a
dondeL2=-2—+ﬁ.

Tomando a > 0 con a? < 2, existen constantes L; > 0y Ly > 0 tales que
1 1
Ly (I + (- B)#ul?) < F(u,v) - g(u) < Lz (ol + (= B)3ul?)

para cualquier w = (u,v) € X.
Por las hipétesis (1) y (2), existe una constante K tal que g(u) > —K, luego para todo

u€ D(—B)% se tiene
2 _m\a.2) _ _ £ 2 _R\i.2
Ly (ol + I( B)}uf?) - K < F(u,v) < (L2 A) (WP +1(=B)#ul?) + 7 (31.4)
para todo (u,v) € X.

Lema 3.1.6. El par (u(t),v(t)) con las hipdtesis del teorema (3.1.1) es una solucidn débil
de w = Aw + f(t,w).

Prueba:

Sea (u(t),v(t)) una solucién fuerte de (3.1.3), entonces la derivada de F a lo largo de

(u(t),v(t)) esta dada por
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%F(u(t) () = (@),90) + (- B)7u(t), (~B)Fu(t)) + 2afu(t), 5(0)) + 2a(a(?), v(z)
+(Vg(u(t)), u(t))
= (v, Bu~ fi(v) - fau) + f3(t)) + ((~B)?u, (- B)?v)
+2a(u, Bu — fi(v) ~ fa(u) + f3(t)) + 2a{v,v) + (f2(u),v)
= (Bu,v) = (v, fi(0)) + (v, f5(t)) + (= Bu, v) + 2a(u, Bu) ~ 2au, f1(v))
—~2a(u, f2(u)) + 2a(u, f3(t)) + 2alv|?
= 2apf? — (v, f1(v)) + 2a(u, Bu) ~ 2a(u, f1(v)) — 2alu, f2(w)) + (v, f3(2))

+2a{u, f3(t))-
Como (v, fi(v)) 2 av? y [(u, fi(v))] < [ullf1(v)] < Blullv], se tiene

%F(U(t),v(t)) < (a-a)lf’ + 2aﬁIUHUI +2a(u, Bu) — 2a(u, fa(u)) + (v, f3(t)) + 2a{u, f3(t))

(= B)2ullv| - 20|(-B)3uf? - 2a(u, fo(w)) + (v, fa(t))

IA

(2a - a)v|® +

+2a(u, f3(t)).

= 4

Escogiendo a > 0 se tiene

(20 - @)[of? + —=|(~B)Zullv] - 2al(~B)zul* < —6(v]* + |(-B)?u[?)

\/—l
para algin ¢ > 0.

De la Gltima desigualdad el lado izquierdo serd una forma cuadratica negativa definida si

252
2a(a-2a)—a)'\8 > 0;

) 2c
es decir, a < ——5 para que

4t

(20 - @) + 25|

Por las hipotesis (1), (2), (3) y (4) y por desigualdades elementales, concluimos

(-B)2ullv| - 2a|(~B)3u|> < —0(jv[? + |(— B) 7ul?).

2
(o, £5(8)) < 1o, 500 < P fs(O] < S ol? + 5 f5(0)P

) 2
( £2(8) < 1w, S3(O)] < el F5(0)] < Tl + 5l Io(0)

para todo § > 0.
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Como —(u, f2(t)) es acotada superiormente, existe una constante k1 > 0 tal que —(u, fo(u)) <

ki, también f3(t) es acotada y existe una constante k2 > 0 tal que |f3(t)| < ko, entonces

i _ 2 _Rr\1/2,,2 ﬁ 2
gl w@®),v(t)) = ~O(lvl" + [(=B)"*ul) + S Iol” +
62

k2+k1 + __’u|2+ k2

262
P+ By + b +

262

< —O(lv]? +|(-B)2ul?) + k2,

26 2
luego

82 24 62 1009 3012
F ol + A1|<-B)zu| < (ol + (= B)ul?).

2 2 9
Sea. max{ 5 2n } — y tomando § > 0 suficientemente pequeflo, por ejemplo

6=m1’n{\/§,\/ﬁ},

y se tiene

SR, 00) < (~0+ ) (o + 1Byl + R,

donde R = k1 + — k2, y tenemos

262

2 Pu(t),vt) <~ (i +|(~B)uf?) + R

De la parte (3.1.4), obtenemos

F(u(t),0(0)) < Fluo,v0)e™™ + 230 (Lo 4+ 5) 47

donde, 7 = ~—0—E—
2 (L2 + X)
Luego
Lz + £) ll(uo, vo)|1? + 7 1 9R ¢
2<( 2T X ) -t |+ LAy €
l(u(®), v @) < I e+ T (K + T (Lot 5) +70)

para todo t > 0.
Como toda solucion débil puede ser aproximada por soluciones fuertes, la dltima desigual-
dad vale también para toda solucion débil de (3.1.3) y ésta a su vez implica que (3.1.3) es

acotada disipativa, lo cual completa la demostracién del teorema.

3.2. Aplicaciéon 2: Movimiento circular de una barra

En esta seccién estudiamos la existencia, unicidad y dependencia continua para el pro-
blema del movimiento de rotacion de una barra flexible dada por la ecuacién en derivadas

parciales
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e85 (all]e), 5 e

donde 7 es la distancia radial no dimensional, ¢ es el 4ngulo azimutal, RI es una propiedad
de rigidez seccional, M es la masa, E es el espesor de la barra, f representa la carga
aerodindmica, {2 es una funcién de @, 7, 2,2, y z es el cambio en la posicién de equilibrio,
z=0.

Con las condiciones de frontera
Z(W,O)T——O 7z7"r‘((pa0)=0
er((,D, 1) =0 7err(()0a‘l) =0

Geometricamente, el problema descrito por (3.2.5) se puede representar mediante el grafico

adjunto que descibe el movimiento circular de una barra.

Figura 3.1: Movimiento circular de una barra

MQ2E*

Haciendo a? = T

la ecuacioén (3.2.5) se puede escribir

2
Zop — [(1 2r )Zr] + (;35er> = f
2 2 [(1—7”2),

A" Zpp — @ 2 ~'r':| + Zpppr = azf
T
1
0?24 + Zorrr — §a2 [(1 — rz)zr]r = a?f (3.2.6)

Haciendo la sustitucién r = &, ¢ = at y f = a2f, la ecuacién (3.2.6) se puede escribir como
1 .
Ust + Ugzzs — —2—a2 [(1—2®)us] =7, (3.2.7)
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con las condiciones de frontera

u(0,) = ugg(0,8) =0
Upz(1,8) = Ugga(1,1) = 0

Consideramos los casos en los cuales el sistema resultante (3.2.7) es disipativo en un espacio
de fase apropiado. En este caso el problema descrito de arriba puede ser interpretado como

un ejemplo de ecuaciones diferenciales abstractas de segundo orden de la forma

ut — Bu + fi(us) + fo(u) = f3(t) (3.2.8)

La ecuacion (3.2.8) puede ser escrita como una ecuacién de evolucién de primer orden
2= Az+ f(t,2) (3.2.9)

donde

U 0 I 0
z= A= ft,2)=

ut B 0 —fi(us) — fa(t) + f3(¢)

en un espacio de Banach X, siendo A el generador infinitesimal de un C%semigrupo de ope-
radores lineales en X. Para ciertas hipotesis basicas para f, tenemos existencia, unicidad,

dependencia continua de soluciones débiles de (3.2.9) con
z(t) = ¥(t, to, 20),t > to. 2(to) = 2o.
Estudiemos la ecuacién

102 [(1 - 2], + 20w + folt) = fo(2) (3.2.10)

Ugt + Uzazr — 5

en un espacio de Hilbert H = L2(0,1), con las condiciones de frontera

u(0,t) = uz(0,8) =0
Uz (1,8) = Uzee(1,8) =0

La ecuacién (3.2.10) se puede escribir en la forma (3.1.1)

Bu = —uggzg + %az [(1- x2)uz]z, filu) = 2auy, (3.2.11)
asf
ug — Bu + fi(ue) + fa(u) = f3(t). (3.2.12)

Con el siguiente lema probamos que el operador B es lineal.
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Lema 3.2.1. B :D(B) C H — H es un operador lineal.

Prueba:
1
B(ru+sv) = —(ru+ sv)zzzz + §a2 (1 - 2*)(ru+ sv)g]
1
= —TUzzex — SVzzze + Eaz [(1 - z?)(rus + svz)]

1 1
= —TUggzz — SUzzzz + —2—a2 [(1 - x2)ruz]w + §a2 [(1 - a:Q)Tux]z
[

1 1
= —TUggas + za® [(1 — x2)ru$]x ~ SVaaaz + 50 (1- w2)svm]z

2
rBu + sBv.

Proposicién 3.2.1. El operador B : D(B) C H — H con dominio
D(B) = {u € H*0,1) : u(0) = v"(0) = (1) = u"'(1) = 0}
es definido negativo, autoadjunto y tiene resolvente compacto.

Prueba:

Sean u,v € D(B) y empleando integracién por partes, tenemos

1
(Bu,u) = /OBu(a:)u(a:)dx

1
1
/ ( —Uggzz -+ 50«2[(1 — wz)uz]z )ud:z:
0

1

1

= / ( ~Uggzzu + §a2[(1 — 2%)ug),u Ydz
0

1
1
= /0 (Ugzztz + §a2(1 —2%)u? )dz

1. 1
= / U rrr AT + laz/ [(1 = 2?)ug) udz
0 2 Jo

1

1
= ( Uzl — —2-(12(1 - 22)1‘3: )dz

1
= - / (u2, + =a?(1 - z%)u? )dz < 0.
0
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Por otro lado, para u,v € D(B), se tiene

(Bu,v)

il

/1 Bu(z)v(z)dz
0

1
1
/0 (—Ugzzr + -2-(12[(1 - m2)ux]z)vd.’c

1
1
= /0 (—UzzzzV + 502[(1 - wz)uz]xv)dx

1
1
= /o (—UzzVzz — §a2(1 — a:Z)uzvz)dx

1
1
= /0 (UgVzzz + §a2[(1 - x2)vz]zu)dx

"1
1
= /0 ("Uz:ca:zu + 5(12[(1 - 332)’1};,;],;11,)(1:6

1
1
- /0 u( —Vzzzz + —2—0,2[(1 - 5132)'(};5]:5 )Ud:v

= /1 u(z)Bv(z)dz
0
= (u,Bv),

as{, B es simétrico.
Ahora para mostrar que que B es autoadjunto es suficiente probar que B es sobreyectivo.

Para f € L?(0,1), consideremos la ecuacién
1
—u""(x) + 5(12 (1- )/ (z)) = f(z), O<z<1

con las condiciones de frontera
u(0) = v’(0) = w"(1) =+"'(1) = 0.
Integrando en [z, 1], se tiene
u"(z) - %az(l — 2! (z) = /zl f(s)ds = f2(z) € H'(0,1).

Tomando u'(z) = v(z), v es solucién de

V(@) - 50201~ (z) = fale)
v (0)=v'(1) = 0.

(3.2.13)

v(z) = u/(z) es una aplicacién compacta de L?(0,1), es decir, todo subconjunto D =
[x,1] € L2(0,1) es cerrado, ademas v(D) = L?(0, 1) es compacto, esto equivale a si {z,} C
L?(0,1) es una sucesién acotada, la sucesién {v(z,)} € L?(0,1) tiene una subsucesién
convergente a algin punto de L2(0,1). Asi, v es solucién del problema (3.2.13) y es una

aplicacion compacta de L%(0,1) en si mismo.
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Como u(z) = / ’ v(s)ds es un aplicacién compacta de f € L?(0,1), esto muestra que B
tiene resolvente 0compacto.

Siendo B un operador autoadjunto definido negativo, el operador —B es autoadjunto
definido positivo, luego (—B)% existe y es autoadjunto definido positivo, cuyo dominio

es

D((-B)3)

{u € L2(0,1) : (=B)u € L*(0,1),u(0) = o}

{ue H*(0,1) : u(0) = 0} .

Haciendo u; = v, la ecuacion (3.2.10 ) es equivalente al sisterna de primer orden

Uy = v
(3.2.14)
{ v = Bu-—2av— fo(u) + f3(t),

0, equivalentemente en la forma

2= Az + f(t,2), (3.2.15)

) 0 I 0
. ( ) ’ A ) [ ] ’ f(t, Z) ) ( ) ,
) B —2al —fa(u) + f3(¢)

en un espacio de Hilbert real X =D ((—B)%) x L?(0,1) con la norma,

donde

212 = | (- B)u

2 1 1
+ )? = / (uiz + 5a2(1 —z¥)ul + '02) dx.
0

Proposicién 3.2.2. A es el generador de un C%-semigrupo de contracciones en X y tiene

resolvente compacto.

Prueba:

El dominio del operador A esta dado por D(A) = D(-B) x D(»B)%. Sean u,v € D(4),

entonces

(A(u,v), (w,v)) = (v, Bu— 2av), (u,v))

= ((~B)#v,(~B)u) + (Bu - 2av,v)
= (—Bv,u) + (Bu,v) — 2a{v,v)
= 2al’<0,

lo que prueba que A es disipativo. Ahora veamos el resolvente de A, A € p(A) si para todo

(f,9)e X=D ((—B)%) x L?(0,1), existe un tnico (u,v) € D(A) tal que

or-0(;) = ()
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que es equivalente a

—v=f

—Bu+ M +2av = h.
Haciendo v = Au — f, tenemos que

—Bu+AAdu-— f)-2a(Au—f)=nh
—Bu+ (A+20) u=h+(A+2a)f.

Para A = A\g = 1 tenemos que —(1+2a) no es un autovalor de —B. Luego (—B+(14+2a)I)~!

existe, entonces

{ w=(-B+(1+20)0)" (b + (1 +20)f)

v=A-B+ (1 +2a))" (h+(1+2a)f) - f.

Asi se tiene que para A = Ag = 1, la imagen de Mgl — A es X. Por el teorema 1.5.2
(Lumer-Phillips) se concluye que A es el generador de un C%-semigrupo de contracciones
de X.

El resolvente de A esta dado por

-2a+2) I
-B —-AI

(A=)t = (AM2a+ ) - B)™L. (3.2.16)

Como todos los operadores de arriba conmutan, el operador (A — AI)~! es un operador
resolvente, como el operador — B es autoadjunto definido positivo, concluimos que (—B)~?

es compacto, por la proposicion 3.2.1. Asi para A =0 en (3.2.16) se tiene

PR [ —2a -1 :| (—B),
-B 0

es un operador compacto. Luego, por la identidad del resolvente tenemos que R(\, A) es
compacto para todo A € p(A4).

Ahora consideremos a © como una solucién de

2
% + 20:%% —Bu=0 (3.2.17)

donde u(t) lo podemos escribir como

oo
u(t) =Y un(t)en (3.2.18)
n=1
0, i#j
donde {¢;}32; es una base ortonormal de H tal que {p;, ;) = di; =
1, i=j
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y @; son las autofunciones del operador —B correspondientes a la sucesién de escalares

{23521 con 0 < A1 < Az < Ag- -+ — o0 tal que
(=B)e; = Ajp;-

Si u(t) es solucién de (3.2.17) entonces u(t) escrito como en (3.2.18) satisface (3.2.17)

i (iin (t) + 20in (t) + Antin(t)) on = 0

n=1

como @;p; = d;5, obtenemos que
tin(t) + 20tn(t) + Aaun(t) =0 (3.2.19)

resolviendo (3.2.19) por ecuaciones diferenciales odinarias, se tiene una ecuacion caracteris-
tica de (3.2.19) de la forma
2+ 2ar+ Ay =0

cuyas raices son
rh=—a+vat-A, r,=—-a-—-VaZ-),

resolviendo la ecuacién diferencial ordinaria homogénea se tiene que

Ape™t + Bpe™t : , si 0< Ay <a?

Un(t) = 4 (An+tBy)e ™™ , si Ay =a? (3.2.20)

e~ [AncosvVAn — 0%t + Bpsen VA, — a?t] , si Ay >a?

considerando las condiciones de frontera iniciales
u(0) = ug, 2(0) = vy
(un(O) = <u0,<pn>7'dn(0) = <'U07§0n))

los coeficientes estan dados por

i) 0 < A, < @?, en este caso existen un nimero finito de n tales que 0 < A, < a’y

A _ ('UO, (Pn> - "‘1; (UO, (Pn>
] - T'+ _ ’]"_
n n

B —_ T‘;il,_ (UO: ‘Pn) - (UOy QOTL>
n - 'I‘+ _ ']"—
n n

ii) Ap = o2, tenemos

An = ('U,O, 4Pn)

B, = (vo,¥n) + alug, ¥n)
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iii) A > o2, tenemos

<u0'r ‘Pn>
B - (vo, ¥n) + alug, Yn)
" V An — .

3
i

En todos los casos los coeficientes A,, By son acotados. Por lo tanto para 0 < A, < a2,

existen constantes k > 0, 0 < 8 < «, tales que
|eAtl <ke P t>0

por otro lado, para A\, > a2, existe una constante k; tal que

+ = -
ernt Skle_at ernt Skle at.

Asi tenemos para M = méx{k,k1} y § = min{c, 3} se tiene que
IeAt! < M(i—at,

lo cual muestra que las soluciones de la ecuacién decaen exponencialmente.
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Conclusiones

En la presente tesis se ha llegado a las siguientes conclusiones:

1. Se ha probado la existencia y unicidad de soluciones débiles del problema semilineal
(2.3.12) cuando f es continua y uniformente de Lipschitz sobre el dominio del tiempo
en los espacios de Banach, para esto se ha usado el teorema del punto fijo de Schauder;

y A es un generador de un C°-semigrupo de operadores fuertemente continuos.

2. Se ha estudiado una ecuacién de evolucién de segundo orden de la forma (3.1.1)
demostrando la existencia de soluciones débiles en un espacio de Hilbert y el operador

lineal es disipativo.

3. La segunda aplicacién que se ha estudiado es el problema del movimiento de rotacién
de una barra flexible dada por la ecuacién (3.2.5) para la cual se prueba la existencia,
unicidad y dependencia continua de las soluciones débiles con decaimiento exponen-
cial. Para lo cual se ha usado las propiedades de los semigrupos de operadores lineales

de contraccion con resolvente compacto.

4. Se ha obtenido resultados similares a los trabajos de Césari y Kannan [4], Halle-Lopez

[9], Lépez [13], Lozada [14], R.J.Iério [16].
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