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RESUMEN 

En el presente trabajo estudiamos dos tipos de problemas de evolucion semilineales. E l 

primero de ellos es el problema abstracto de Cauchy de tipo semilineal con soluciones 

debiles. E l siguiente es un problema con valores de frontera que describe el movimien-

to circular de una barra flexible, aquf estudiamos la existencia de soluciones debiles. Para 

obtener estos resultados seguimos la metodologia de los trabajos de Ceron-Lopez [3], Loza-

da [14] y los trabajos de Iorio [16]. Ademas hacemos uso de la teoria de los semigrupos de 

operadores lineales y sus generadores caracterizados por el teorema de Lumer-Philips, asi 

como de las herramientas basicas del Analisis Puncional. 
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Introduccion 

Las ecuaciones de evolucion no lineales no solo se generan en muchos campos de la 

matematica sino tambien en otras ramas de las ciencias tales como la ffsica, las ciencias 

de los materiales, la mecanica y otras. L a complejidad y cambios en el estudio teorico de 

aquellas ecuaciones de evolucion no lineales han atrai'do el interes de muchos matematicos 

a lo largo del tiempo. 

Una ecuaci6n que puede ser interpretada como la ley del desarrollo o evolucion en el tiempo 

de un sistema, su significado depende no solo de la ecuacion en si misma sino tambien de la 

formulacion del problema para el cual este es usado. Tipico de una ecuacion de evolucion 

es la posibilidad de construir la solucion de una condition inicial prescrita que puede ser 

interpretada como una description del estado inicial del sistema. E l estado u = u(t) de 

un sistema dado pertenece a un espacio abstracto X y la correspondiente ecuacion de 

evolucion toma la forma 

Donde A(t, •) : X —> X es una aplicacion del espacio X en sf mismo, X es un espacio de 

Banach o aun mas general un espacio vectorial topologico. 

En el presente trabajo estudiamos los siguientes problemas de evolucion semilineales: 

1. E l problema de Cauchy abstracto de la forma 

donde A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones de operadores 

fuertemente continuo en el espacio de Banach y / : [0, a] x X —> X una funcion 

apropiada. Aquf el objetivo es estudiar de manera general las soluciones clasicas o 

fuertes, asf como las soluciones debiles del problema (0.0.1). 

2. Los siguientes dos problemas especfficos de aplicaci6n en ecuaciones de evoluci6n 

semilineales estudiados aquf son: 

I) Un problema abstracto semilineal de evolucion con valores iniciales en donde se 

obtiene la solucion debil. 

I I ) E l otro problema a estudiar es el movimiento circular de una barra flexible con 

condiciones de frontera. Para este problema obtenemos soluciones debiles. 

d_ 
dt 

u{t) = A(t,u{t)) 

u(t) = Au(t) + f ( t , «(t)), 0 < t < a 

u(t0) = u0 

(0.0.1) 
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Para abordar nuestro estudio de existencia, unicidad y dependencia continua de la 

soluci6n de los problemas de evolucion semilineales es fundamental conocer la teon'a de 

los semigrupos fuertemente continuos o de contraction de operadores lineales, mediante 

el teorema de Lumer-Phillips. Tambien se requiere de los conceptos basicos del analisis 

funcional asi como de las ecuaciones diferenciales. 

Como antecedentes del estudio de las ecuaciones de evoluci6n abstractas se tiene los 

trabajos de R.J.l6rio [16] que estudia las soluciones debiles del problema semilineal, y 

seguiremos las ideas de Halle-L6pez [9], L6pez [13], asi como la tesis de Lozada [14], Cesari 

y Kannan [4], quienes han estudiado la existencia de soluciones debiles de problemas de 

evolucion de tipo hiperbolico. 

E l trabajo esta dividido de la siguiente manera, en el capitulo 1 se hace un resumen 

de temas de analisis funcional, se da un breve resultado de operadores lineales acotados, 

teoria de semigrupos: existencia, unicidad, dependencia continua y contracciones. E n el 

capitulo 2 se estudia la teoria abstracta de ecuaciones de evolucion, el problema abstracto 

de Cauchy: homogenea, no homogenea y semilineal. Finalmente en el capitulo 3 se estudian 

la existencia de soluciones debiles del problema de evolucion hiperb6lico con condiciones 

iniciales, el problema siguiente es sobre el movimiento circular de una barra flexible, aquf 

se estudian soluciones debiles asi como su continuidad y decaimiento exponential de estas. 
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NOTACION 

K cuerpo real R o complejo C. 

|| • || norma en espacios de Banach. 

£(X, Y) conjunto de operadores lineales de X en Y. 

B(X,Y) conjunto de operadores lineales acotados de X en Y. 

V[a, b] conjunto de particiones del intervalo cerrado [a,b]. 

p(A) conjunto resolvente del operador A. 

1Z(X) = 7l(\ : A) familia de operadores lineales acotados. 

X* dual topologico de X. 

C([0, oo[: X) espacio de las funciones continuas de [0, oof en X. 

C 1 ( [0 ,T] : X) espacio de las funciones continuas diferenciales de orden 1. 

LP{R) espacio de Lebesgue en R de orden p , 0 < p < oo. 

C es el operador cerrado con dominio denso, autoadjunto, definido negativo. 

C2 es el operador rai'z cuadrada del operador C. 

H el espacio real de Hilbert. 

(•, •) producto interno en el espacio de Hilbert. 

| • | norma en el espacio de Hilbert. 

L 2 ( 0 , 1 ) espacio de Lebesgue de funciones cuadraticamente integrables. 

C{H) espacio de Banach de todos los operadores lineales y acotados sobre H. 
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Capitulo 1 

Conceptos Preliminares y Semigrupo 

de operadores lineales 

En este primer capitulo desarrollamos definiciones, propiedades y teoremas importantes 

del analisis funcional. 

1.1. Conceptos Preliminares 

Definici6n 1.1.1. Un espacio vectorial sobre K es un conjunto no vacio X dotado con 

dos aplicaciones + : X x X -> X (suma de vectores) y • : K x X -> X (multiplicacion por 

escalar) tales que para todo x,y,z G X y todo a, ft e K se verifica lo siguiente: 

i) (x + y) + z = x + (y + z); 

ii) x + y — y + x; 

Hi) Existe un elemento 0 € X, denominado neutro o cero, tal que 0 + x = x; 

iv) Para cada x G X existe un elemento —x € X, llamado opuesto de x, tal que x + 

( - s ) = 0; 

v) a(x + y) = ax + ay; 

vi) (a + fi)x = ax + fix; 

vii) {aj3)x — a{f3x); 

viii) Ix — x. 
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Dado un subconjunto M de un espacio vectorial X, diremos que es un subespacio 

vectorial de X si, y s61o si, para cualesquiera x, y G M, a, /3 G K se satisface que ax+j3y G 

M. Es obvio que M con las operaciones inducidas de X es un espacio vectorial. 

Definicion 1.1.2. Sea U un conjunto arbitrario. Una metrica (o distancia) p sobre U es 

una aplicacion p : U x U -» R que satisfece las siguientes propiedades: 

i) p(u, v) > 0 Vu, v G U; 

ii) p(u, v) = 0 si y solo siu = v; 

Hi) p{u,v) = p(v,u) Mu,v G U; 

iv) p(u,v) < p(u,w) + p(w,v) Vu,v,w G U (desigualdad triangular). 

E n este caso, al par (U,p) se le llama espacio metrico, y motiva la introduction de 

algunas defmiciones. 

Definici6n 1.1.3. Una sucesion {un}ne^ de un espacio metrico (U,p) se dice de Cauchy 

si Km p(un,um) — 0, esto es, si 
n,m,—>oo 

Ve > 0, 3N G M tal que p{un.um)<e Vn,m>N. 

Definici6n 1.1.4. Una sucesion {u n}nelN de un espacio metrico (U,p) se dice convergente 

si existe un u G U tal que h'm p(un,u) = 0, esto es, si 
n-»oo 

V e > 0 , 3 iVGlN tal que p{un,u) < e Vn > N. 

Se nota que el concepto de convergencia de una sucesion implica la existencia de un 

unico li'mite de ella. E l siguiente resultado muestra que una metrica p es continua por 

sucesiones en cada una de sus componentes. 

Lema 1.1.1. Sea {U,p) un espacio metrico y sea {wn}nelN una sucesion en U que converge 

au G f/. Entonces Km p(un,v) — p(u,v) Vv G U. 

n—>oo 

Los siguientes conceptos se necesitan para establecer el teorema del punto fijo de Ba-

nach, el teorema de Arzela-Ascoli, el teorema del punto fijo de Schauder y aplicarlo pos-

teriormente. 

Definici6n 1.1.5. Un espacio metrico (U,p) se llama completo si toda sucesion de Cauchy 

de U es convergente. 
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Definici6n 1.1.6. Sea (U, p) espacio metrico y sea V C U. Se dice que V es un subconjunto 

cerrado de U si el Umite de cada sucesion convergente de V pertenece a V. 

Como consecuencia de estas definiciones, se sigue imediatamente que todo subconjunto 

cerrado de un espacio metrico completo es tambien completo. 

Definici6n 1.1.7. Sean U y V espacios de Banach y T : V{T) C U —>• V un operador. T 

es un operador compacto si y solo si 

i) T es continuo. 

ii) T lleva conjuntos acotados en conjuntos relativamente compactos. 

M C U es relativamente compacto en U, si M es compacto en U. 

Definicion 1.1.8. F C C[a,£>] es equicontinua si Ve > 0 existe algun 5 > 0 tal que para 

toda I S C[a, b] y todo x\,X2 £ [a, b] con \x\ — x%\ < 5 se tiene que — f(x2)\ < e. 

Definici6n 1.1.9. F C C[a, b] es uniformemente acotada si existe una constante k > 0 tal 

que ll/Hc < k para todo f € F. 

Con estas definiciones ya podemos mencionar un teorema muy importante del analisis 

funcional 

Teorema 1.1.1 (De Arzela-Ascoli). Sea F C C[a, b], a < b, equipado con la norma del 

mdximo. Entonces F es relativamente compacto en C[a, b] si y solo si F es equicontinua y 

uniformemente acotada. 

Sean X e Y espacios de Banach, con X CY y T : X —> Y un operador, toda solucion 

de la ecuacion 

Tx = x 

es llamado un punto fijo de T. 

E l siguiente teorema ha llegado a ser uno de los resultados mas utilizados en la re

solution de problemas de existencia en muchas ramas del Analisis por su simplicidad y 

utilidad. 

Definicion 1.1.10. Sea {U,p) un espacio metrico y sea T : U —> U. Se dice que la 

aplicacion T es una contraccion si existe k e (0,1) tal que 

p{T(u),T{v)) < kp(u, v) Vu, v e U. 
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Teorema 1.1.2 (Del punto fijo de Banach). Sea (U,p) un espacio metrico completo y sea 

T : U —> U una contraccidn. Entonces existe un unico w G U tal que T(w) = w. 

E l siguiente teorema es una version mejorada del teorema del punto fijo de Banach. 

Teorema 1.1.3. Sea (U.p) un espacio metrico completo y sea T : U —> U tal que T m es 

una contraccidn, para algun m G IN. Entonces existe un unico w € U tal que T(w) = w. 

Del teorema anterior queda claro que no es necesario exigir que T sea una contracion, 

sino que simplemente requerir que alguna potencia de ella lo sea. 

Teorema 1.1.4 (Del Punto Fijo de Schauder, 1930). Sea U un espacio de Banach y M 

un subconjunto no vacw, cerrado, acotado y convexo de U, y sea T : M M un operador 

compacto. Entonces T tiene un punto fijo. 

Definici6n 1.1.11. Sea M un espacio metrico con funcidn distancia p. Definamos lo 

siguiente: 

i) Una aplicacion T : M —> M se llama Lipschitziana si existe una constante k > 0 tal 

que para todo x,y € M 

p{Tx,Ty)<kp(x,y) (1.1.1) 

ii) La aplicacion T : M —> M se dice localmente Lipschitziana en M si alii existe una 

familia de {Ea}, cubriendo M, UEa = M, tal que T es Lipschitziana en cada una 

Ea , es decir, si existe ka > 0 tal que para todo x, y G Ea 

p{Tx,Ty) < kap(x,y) 

Hi) La aplicacion T : M —> M de un subconjunto M de un espacio de Banach X se dice 

que es uniformemente Lipschitziana si la condicidn 

p(Tnx,Tny)<kp(x,y) n = 0,1,2,... 

se satisface para algun k > 0. 

La constante mas pequena que verifica (1-1.1) se llama constante de Lipschitz de la apli

cacion T. 

Definici6n 1.1.12. Sea X un espacio vectorial sobre K. Una aplicacion \\ • \\ : X -> X se 

dice una norma sobre X si ella satisface las siguientes propiedades: 
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i) ll̂ ll > 0 Vx G X y \\x\\ = 0 si y solo six — 0 (positividad). 

ii) \\ax\\ = \a\ \\x\\ Va G K , Vx G X. 

Hi) \\x + y\\ < \\x\\ + \\y\\ Vx,y G X (desigualdad triangular). 

E l espacio X dotado de la norma || • || recibe el nombre de espacio vectorial normado y 

se denota (X, || • | | ) . Si K = R, se dice que el espacio normado es real, y si K = C se dice 

que es complejo. 

Es importante resaltar que (X, || • ||) constituye tambien un espacio metrico (X, p), con 

p(x,y) :=\\x-y\\ Mx,yeX. 

Definicion 1.1.13. Una susecion {xn}ne^ del espacio vectorial normado (X, || • ||) se dice 

que es de Cauchy si h'm I Ix n — x m | | = 0, esto es, si 
n,m—too 

Ve > 0, BN G IN tal que ||x„ - x m | | < e Vn, m > N. 

Definici6n 1.1.14. Una sucesion { x n } „ e i N del espacio vectorial normado (X, || • ||) se dice 

convergente si existe un x G X tal que h'm \\xn — x| | = 0, esto es, si 
n—>oo 

Ve > 0, 3N G IN tal que \\xn - x| | < e Vn > N. 

Es facil notar que toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco en general 

no es cierto, lo cual da origen a la siguiente definici6n. 

Definici6n 1.1.15. El espacio vectorial normado (X, || • ||) se dice complete (o espacio de 

Banach) si toda sucesion de Cauchy en X es convergente. 

E l siguiente lema establece una condicion necesaria y suficiente para la convergencia de 

la sucesi6n de Cauchy, siendo la condici6n suficiente de mayor interes y aplicabilidad que 

la condicion necesaria. 

Lema 1.1.2. Sea { x n } n £ ] N una sucesion de Cauchy de {X,\\ • | | ) . Entonces { x n } n e i N es 

convergente si y solo si ella posee una subsucesion convergente. 

Acontinuacion introduciremos los conceptos de espacios pre-Hilbert y espacios de Hilbert, 

pero previamente se necesita de la definicion de producto escalar. 

Definici6n 1.1.16. Sea X un espacio vectorial sobre I t . Una aplicacion (•,•) : X x X —> 

R se dice un producto escalar (o producto interior) sobre X, si satisface las siguientes 

propiedades: 
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i) (x, x) > 0 Vx € X y (x, x) = 0 si y solo si x = 0 (positividad) 

ii) {x,y) = {y,x) Vx,y £ X (simetria) 

Hi) {ax + f3y, z) = a(x, z) + p(y, z) Va, / ? G R . Vx, y,z £ X (linealidad) 

En lo que sigue, z, Re(z) y Im(z) denotan el conjugado, la parte real y la parte imagi-

naria respectivamente, de z £ C. A su vez z — Re(z) = z, Im(z) = 0, si z £ R . 

Definici6n 1.1.17. Sea X un espacio vectorial sobre C . Una aplicacion (•, •) : X x X -> C 

se dice un producto escalar (o un producto interno) sobre X, si satisface las siguientes 

propiedades: 

i) (x,x)>0 Vx £ X y (x,x)=0 si y solo si x = 0 (positividad) 

ii) (x,y) = {y, x) Vx,y £ X (sesquisimetna) 

Hi) (ax+Py, z) — a(x, z)+j3{y, z) Va, j3 £ C, Vx, y,z £ X (linealidad en la primera 

componente) 

Observemos aqul que en el caso real las propiedades ii) y Hi) garantizan tambien la 

linealidad del producto escalar en la segunda componente. Sin embargo, en el caso complejo 

ello no ocurre ya que ii) y Hi) solo implican que 

(x,ay +0z) = a{x,y)+P{x,z) V o , / ? e C , V x , y , z e X , 

lo cual recibe el nombre de sesquilinealidad. 

E l espacio vectorial X provisto de un producto escalar {•, •) se denomina espacio pre-

Hilbert y se denota (X, (•, •)). 

Uno de los resultados mas importantes sobre estos espacios esta dado por la siguiente 

desigualdad clasica. 

Teorema 1.1.5. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (X, (-,-)) un espacio pre-Hilbert 

sobre el cuerpo K . Entonces se tiene 

\(x,y)\ < ( x , x ) 1 / 2 ( y , y ) 1 / 2 V x , y € X. 

Es interesante notar que todo producto escalar induce una norma sobre el espacio 

vectorial X respective E n efecto, se tiene el siguiente resultado. 
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Teorema 1.1.6. Sea (X, (•, •)) un espacio pre-Hilbert sobre el cuerpo K , y consideremos 

la siguiente aplicacion || • || : X -> R definida por \\x\\ := (x,x)1/2 \/x £ X. Entonces \\ • \\ 

es una norma sobre X, la cual se llama norma inducida por (•, •). 

E l teorema anterior induce la siguiente definicion. 

Definici6n 1.1.18. Se dice que un espacio pre-Hilbert (X, (•, •)) es un espacio de Hilbert 

si el es completo con la norma inducida por su producto escalar. 

Lema 1.1.3. Sea X un espacio vectorial de dimension finita sobre el cuerpo K . Entonces 

X es un espacio de Hilbert. 

Por otro lado, todo espacio de Hilbert es Banach, pero el redproco no necesariamente es 

cierto. Es decir, existen espacios vectoriales normados completos cuyas normas respectivas 

no provienen de ningun producto escalar. Un resultado clasico que usualmente se emplea 

para constatar este hecho es el siguiente. 

Lema 1.1.4. (Ley del paralelogramo) Sea (X, (•, •)) un espacio pre-Hilbert sobre el cuerpo 

K, y sea || • || la norma inducida por el producto escalar. Entonces 

\\x + yf + \\x - yf = 2 (\\xf + \ \ y f ) Vx, y G X. 

A continuaci6n daremos algunas nociones fundamentales sobre teoria espectral, asu-

miendo que A es un operador lineal autoadjunto, definido positivo y no necesariamente 

acotado, H un espacio de Hilbert y C(H) el espacio de Banach de todos los operadores 

lineales y acotados sobre H. 

Definici6n 1.1.19. Sea A : V(A) C H —> H un operador sobre H. Se define el conjunto 

resolvente de A como 

p{A) : = { A e C : (A7 - A) es invertible y (XI - A)'1 € £(#)} » 

y al espectro de A como a := C/p(A). Para A € p(A), 1Z(\,A) := (XI - A)~l el resolvente 

u operador resolvente de A en X. 

E l espectro de A es un concepto familiar en la teoria de Algebra lineal en espacios de 

dimension finita, pues en tal caso, este consiste en el conjunto de los valores propios del 

operador A. 

Definici6n 1.1.20. Para un operador A definido en un espacio de Hilbert H tiene resol

vente compacto si p(A) ^ 0 y TZ(X,A) es un operador compacto, para cada X € p(A). 
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Para ciertos operadores, tenemos la siguiente caracterizaci6n. 

Teorema 1.1.7. Sea A : V{A) C H -> H un operador con p ^ 0 y sea XA = ~D{A), 

con la norma del grdfico, \\X\\A — \\x\\ + ||^4x||. Entonces las siguientes afirmaciones son 

equivalentes: 

i) A tiene resolvente compacto. 

ii) i : XA —iHes compacto. 

Para operadores no acotados en H un resultado fundamental es el teorema espectral el 

cual muestra que todo operador autoadjunto con resolvente compacto se puede representar 

por un operador diagonal. 

Las siguientes definiciones son usuales en la teoria de operadores 

Definici6n 1.1.21. Un operador A : T>{A) —» H con dominio V(A) denso en H se dice: 

i) Autoadjunto si A = A*, donde 

V(A*) := {x' € H : 3y' e H, (Ax,x') = (x,y'),Vx € T>(A)} , 

y se llama adjunto de A al operador A* definido por 

Vs' € V(A*) : A*x' = y' 

ii) Simetrico si (Ax,y) = (x,Ay) para todo x,y £ V(A), 

Hi) Definido positivo si Re(Ax,x) > 0 para todo x € V{A). 

1.2. Semigrupo de operadores lineales 

En esta secci6n resumimos algunas cuestiones basicas de operadores lineales acotados 

y la teoria de semigrupos de operadores lineales acotados dennidos en espacios de Banach. 

L a teoria de semigrupos di6 un gran impulso en el ano de 1948 con la famosa demostraci6n 

del teorema de Hille y Yosida, y con las investigaciones posteriores de importantes investi-

gadores permitio consolidarse en numerosas aplicaciones en matematicas puras y aplicadas. 

Siendo nuestro principal resultado el lema 1.5.1, el teorema de generaci6n de Hille-

Yosida, teorema 1.5.1 y el teorema de Lummer-Philips, teorema 1.5.2. 

L a teoria de semigrupos de operadores lineales acotados es una herramienta poderosa 

en el estudio de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales y en ecuaciones de evoluci6n. 

Referencias clasicas de esta teoria son: [1], [5], [6], [7], [10], [15], [17] 
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1.3. Operadores lineales acotados 

E n esta section introducimos los conceptos y algunas propiedades de operadores l i 

neales acotados. Dennimos y caracterizamos el generador infinitesimal de semigrupos de 

operadores lineales acotados en un espacio de Banach. 

1.3.1. Definiciones y propiedades generales 

Sean X, Y espacios de Banach sobre el cuerpo K ( K cuerpo real o complejo) y || • || la 

norma en X y en Y. 

Definici6n 1.3.1. Sea D C X un subespacio vectorial de X. La funcion A : D C X -» Y 

es un operador lineal (o simplemente un operador) deXenY si: 

i) D = X (D es denso en X). 

ii) Para todo a eK y para todo x,y G D: A(ax + y) — aA(x) + A{y) (A es lineal). 

Denotamos por C(D,Y) al conjunto de operadores lineales de X en Y con dominio D. As! 

un operador A G C(D, Y) es acotado si 

sup ||;42|| < co, 
xex 
ll*ll=i 

y escribimos = sup \\Ax\\. 
xex 
||z||=i 

Denotamos por B(X, Y) al conjunto de los operadores acotados de X en Y y mencionamos 

las siguientes propiedades: 

1. C(X,Y) es un espacio vectorial y B(X,Y) es un subespacio de C{X, Y). 

2. || • || es la norma de B(X, Y). 

3. \\Ax\\ < ||A||||x||, para todo x G X. 

4. Si D es denso en X y A G B(D, Y), entonces existe B G B(X, Y) con Bx — Ax, para 

todo x G D y \\B\\B(X,Y) = \\MB(D,Y)-

5. Si A G C(X, Y), se tiene que: 

sup \\Ax\\ = sup \\Ax\\ = sup \\Ax\\. 
Il*ll=i Nl<i ll*ll<i 
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6. Si A 6 C(X, Y), son equivalentes: 

i) A es uniformemente continue 

ii) A es continue 

iii) A es continuo en algun XQ G X. 

iv) A es continuo en 0. 

v) A es acotado. 

vi) M C X acotado, entonces A(M) C Y acotado. 

7. Principio de Acotacion Uniforme: Sean A e B(X, Y) y (An)new C V ) tal que 

.A„a; —> para todo x £ X. Entonces existe K > 0 tal que ||/4„|| < K para todo 

n € IN. 

8. B(X, Y) es un espacio de Banach. (No es necesario que X sea completo) . 

9. Si A G B{Y,Z) y Be B(X,Y), entonces AB G B(X,Z) y \\AB\\ < \\A\\\\B\\. 

10. B(X, Y) es un algebra de Banach con unidad. 

1.3.2. Convergencias en B(X, X ) 

Sea (An)new C X ) y A e B{X,X). 

An converge uniformemente (o en norma) a A y se denota An —> A, si ||>ln — ^4|| 'ilt^P o. 

y4„ converge fuertemente a A y se denota A n A 4̂ si y solo si \\Anx — Ax\\ o, para 

todo x e X. 

Vemos que 

\\Anx - Ax\\ = \\(An - A)x\\ < \\An - A\\ \\x\\; 

es decir, la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte al mismo limite. E l recipro-

co en general, no es cierto. 

1.3.3. Funciones en B(X,X) en serie de potencias 

Sea X un espacio de Banach complejo y / : C -> C una funcion anah'tica en un entorno 
oo 

del origen y con radio de convergencia B. con representation holomorfa: f ( z ) = ^ anzn. 
n=0 

Sea B la bola abierta en B(X, X) centrada en el origen y radio R, para A £ B definimos 

n 

fn(A) = J2a*Ak> n G l N -
fc=0 
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Para cada n e f f f e l operador fn(A) e B(X, X), por ser este un algebra de Banach y dado 

que / es analftica, la sucesion (fn{A))n€w C B(X,X) es de Cauchy y por ser B(X, X) un 

espacio de Banach, (fn(A))new converge a un elemento de B(X,X) que lo denotamos por 

f(A). 

Asi, podemos definir por ejemplo: 

1) ewA = jr"-?^- , AeB(X,X), weC. 
n nl 

n=0 
~ (—l)n+1An 

2) log(J + A) = 22 -— , \\M < 1, donde I es el operador identidad. 
n=o n 

T ^ An 

3) uzrA = Z»ri> W < I 4 
n=0 

4) Para todo n, An ^ 0 entonces \\f(A)\\ < 

5) A, Be B(X, X) : AB — BA e A + B = eAeB. 

Ejemplo 1.3.1. Sea X = R 2 , A = | ° ^ ) ; a, 6 G R entonces: 

b a J 

t A a t j cosh(fri) senh(fa) 

senh(6;f) cosh(fa) 

jtA = eat I c o s ( 6 * ) *sen(W) 

\ isen(fa) cos(6i) 

Ademas se tiene que para todo A G B(X,X): \\eA\\ < e^H. 

1.3.4. Operadores acotados invertibles 

Definici6n 1.3.2. Sean X,Y espacios de Banach y A un operador acotado en B(X,Y). 

Se dice que A es invertible si existe un operador acotado B en B(Y, X) tal que para todo 

x £ X, BAx = x y para todo y &Y, ABy — y. En ese caso, diremos que B es el inverso 

de A y lo denotaremos por B — A~x. 

Proposici6n 1.3.1. Si A £ B(X,X) y \\A\\ < 1, entonces I — A es invertible. 
oo oo 

Para la prueba basta ver que: ( / - A) ^ An = I y ^ An(I ~ A ) = ^ me§° I - A 

invertible. 

es 
n=0 n=0 

Observaci6n 1.3.1. Si A es invertible y a G R - { 0 } , entonces a A es invertible y 

(aA)-i = ±A-\ 
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1.3.5. Problema de Cauchy asociado a un operador acotado 

Definimos V(I,X) = \ f : I -> X : para todo t e I, existe h'm ^i + h\ ~ - ^ H , don-
[ /i-»o / i J 

de 7 C R es un intervalo abierto, y para / e V(I, X), ponemos ^-f(t) = h'm ^ ^ — _ 
/i->o / i 

Para un intervalo I que es cerrado en alguno de sus extremos, la dennicion es la misma si 

t es un punto interior de 7, mientras que si t es un punto extremo entonces consideramos 

h'mites por la izquierda o por la derecha segiin sea el caso. 

Proposicidn 1.3.2. La solution del problema de valor initial 

d 
d t f ( t ) = Af(t)JeV([0,+oc),X) 

/ ( 0 ) = /o 
(1.3.2) 

para A e B(X,X), es etAfo-

Prueba: 

Debemos probar que 
e ^ f o - e ' * ! o _ A e t A f o fc->0 0. 

Vemos que si (tA){hA) = {hA){tA) entonces e ^ A = etAehA y AetA = etAA. 

Luego, 

e ^ h - e « A _ A e , % 

h 
J _ 
W\ 
J _ 
W\ 

e t A e h A f 0 - e t A f 0 - hAetAf0 

etA(ehA - I - hA)f0 

s 

JiA I-hA\\ H/oll 

1 
\h\ 11 

= \h\\\etA 

< 

h2A2 

+E h
nAn 

2 ^ n\ 
n=o 

ll/ol 

+ 
hA3 

JiA 

2 (n + 3)(n + 2)(n + 1 ) 

\h\\\etA\\ ( p f + |fc|p||3e*Wl)||/0||t»Po 
l/ol 

Conclui'mos que e t A f o G X>(R, X ) y e M / o es solution de (1.3.2). 

1.4. Semigrupos uniformemente continuos 

Empezamos esta secci6n dando algunas definiciones y propiedades basicas de semigru

pos uniformemente continuos. 
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1.4.1. Definiciones: Semigrupo y generador infinitesimal 

Definici6n 1.4.1. La familia (T(t))t^o de operadores lineales acotados de X en X, es un 

semigrupo de operadores lineales acotados (o simplemente un semigrupo) si: 

i) T(0) = I (Identidad en B(X,X)). 

ii) T(t + s)= T(t)T(s), para todo t,s>0. 

Si un semigrupo (T(t))t^o satisface ademds la propiedad 

Hi) \\T(t) — I\\ < = ^> 0, entonces decimos que es un semigrupo uniformemente continuo. 

De (i), (ii) y (Hi) tenemos que, para todo t > 0 

\\T(t + h)-T(t)\\ 

En efecto 

luego, \\T(t + h)-T(t)\\^0. 

\\T(t + h)-T(t)\\ = \\T(t)T(h)-T(t)\\ 

= \\T(t)(T(h) -1)\\ 

< | | T ( 0 l | | | r ( / i ) - 7 | | ^ 0 

h->0 , 

tnAn 

tnAn 

n\ 

Ejemplo 1.4.1. Si e t A = ^ — — con A e B(X,X), entonces e t A es un semigrupo 
n=o n ' 

uniformemente continuo. 

En efecto: Sea T(t) = etA = Y^ 
n=0 

i) T(0) = e° = I. 

ii) T(t + s) = e ^ A = e t A + s A = etAesA = T(t)T(s), pues (tA)(sA) = (sA)(tA), para 

todo t,s >0. 

Hi) 

\\T(t)-I\\ = 
tnAn 

n\ E 
n=0 

I + ± ^ ~ I 

E 
n=l 

tnAr> 

n\ 

n n=l 

< g i O i r ^ o 
n=l n\ 
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Observaci6n 1.4.1. Mas adelante se verd que todo semigrupo uniformemente continuo es 

de la forma etA para algun A € B(X, X). 

Definicion 1.4.2. Sea (T(t))t^o Q B(X, X) un semigrupo uniformemente continuo. El 

generador infinitesimal de un semigrupo de operadores lineales en X, es el operador A : 

V(A) —> X, definido por 

V(A) = jar G X : existe Km r ( * ) a - g | , 

donde, para cada x € D{A) se tiene 

T{t)x - x d+T(t)x 
Ax = Hm 

t=o t->o+ t dt 

Dado un semigrupo es simple obtener su generador, basta evaluar el h'mite en la definicion 

de generador infinitesimal. 

Observaci6n 1.4.2. Decir que A es un operador, significa que T>(A) es denso en X y 

V(A) es un subespacio vectorial de X. 

Ejemplo 1.4.2. Sea T(t) un operador de L 2 ( R ) definido como T{t) : L 2 ( R ) -> L2(R), 

dado por T(t)f(x) = f ( x +1) • eat, con a £ l . Mostrar que T es un semigrupo y encontrar 

su generador. 

Prueba: 

De la definicion tenemos que 

T{0)f(x) = f(x), para todo / e L2(R), entonces T(0) = I 

Por otro lado, 

T(t + s)f(x) - f ( x + t + s ) ' e a ^ 

T(t)T{s)f(x) = T(t)f(x + s)-eas = f(x + s + t)-easeat = f(x+ t + s) • ea^t+s\ 

De donde conclui'mos que 

T(t)T(s)f{x) = T{t + s)f(x) para todo / e L2(R), entonces T(t)T{s) = T(t + s). 

Por lo tanto, T es un semigrupo de operadores en L 2 ( R ) . 
Ahora calculemos su generador infinitesimal, para todo x € R se tiene 
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Km T W ( a > ~ *W = i f m f(x + h ) - e a h - f ( x ) 
h-*0 ft h->0 ft 

f{x + ft) • eah - f ( x ) • eah + / (g ) • eah - / ( a ) 
ft->0 ft. 

= l l m e . - . . / ( ^ " ) - / M + l i m / ( x ) . ! l z l 
fc->0 ft h->0 ft 

= f'(x) + af(x) 

= Af(x) 

E l li'mite de arriba existe si y solo si / 6 Hl(R). Por lo tanto, denotando por A al generador 

infinitesimal de T , tenemos que 

V{A) = # X ( R ) 

y tenemos 
d 

A ( f ) = —f + a - I f para todo / G L 2 ( R ) , 

entonces, 
A d 

A = — + aI. 
ax 

E l operador A es un operador lineal pero no es acotado. 

1.4.2. Integral de R i e m a n n de un semigrupo uniformemente continuo 

Sean 0 < a < b y denotemos por V[a, b] al conjunto de todas las particiones del intervalo 

cerrado [a, b] C R . Si P G V[a, b] y P = {XQ, ..., xn}, escribiremos | P | = max{xk — £fc-i}-
fe=l,n 

Dado un semigrupo uniformemente continuo (T(t))t^o e n B(X,X), definimos el operador 

RP(T) como 
n 

R P ( T ) = ^2(xk ~ Xk-i)T(xk-i). 
k=l 

rb 
Escribimos la integral de Riemann de T(t) como / T(t)dt = Km Rp(T), donde el Kmite 

Ja \P\-M 

se toma sobre todas las P G V[a, b]. Por la continuidad uniforme de (T(t))t^o el Kmite 

siempre existe y tiene las siguientes propiedades: 
rb i) f T(t)dteB(X,X). 

J a 

ii) Si U, V son semigrupos uniformemente continuos y A es acotado, entonces 

rb rb rb 
j [AU{t) + V(t)]dt = A f U{t)dt+ ! V{t)dt. 

J a J a J a 
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1 [ t + h /i_>o 

iii) Para cada t > 0: - J T(s)ds —t T(t), es decir, para todo e > 0, existe 6 > 0 tal 

que si \h\ < S, entonces 
i pt+h 
-J T(s)ds-T(t) < e. 

1.4.3. Acotamiento del generador infinitesimal de un semigrupo uni

formemente continuo 

Proposici6n 1.4.1. Si (T(t))t^o e s u n semigrupo uniformemente continuo, entoncesV(A) 

X yAeB{X,X). 

Prueba: 

Escojamos un 6 > 0 suficientemente pequefio, de manera que 

] j j m < 1 

l r r 
luego el operador -r / T(s)ds es invertible por la proposition 1.3.1, y por lo tanto / T(s)ds 

0 Jo Jo 
tambien lo es. 

Asf, sea 0 < h < 8, entonces 

T(h)-I f s , f T(s)ds = 
Jo 

\ j [T(h)T(s)-T(s))ds 

f&T[h + s)ds- I* T{s)d, 
Jo Jo 

ph+8 p5 
/ T(s)ds- / T(s)ds 

Jh Jo 
' p5 ph-\-8 p8 

/ T(s)ds+ / T(s)ds- / T(s)ds 
Jh Js Jo 
' ph+8 ph pd 
/ T{s)ds- / T{s)ds- / T(s)ds 

Js Js Jo 
i rh+S i ph 

ih n . v — k ] t n . v . . 

Luego, tomando limite cuando h -> 0 + , se tiene que 

rS 
u n m z i 

h->0+ h 
f T(s)ds = 

Jo 

entonces, 

lfm 
h-+0+ ti J5 

T{5) - T(0) 
T{5) - I 

lfm T{~h\ 1 = (T(6) -1) 
h->o+ h 

i pS+h 
fm - / T(s)ds+ h'm 
->o+ h J5 h-»0+ 

1 f h 

i L T ( s ) d s 

I f 
Jo 

-1 - 1 
T(s)ds 
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como la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte por la seccion 1.3.2, tenemos 
T(h)x — x 

que para todo i 6 l existe h'm - . 
/i->o+ h 

Concluimos que V(A) = X y por ser B(X, X) un algebra de Banach, se tiene que 

r rS - i - 1 

A = (T{8)-I) / T{s)ds eB(X,X). 
Uo J 

1.4.4. Correspondencia entre un semigrupo uniformemente continuo y 

su generador 

Para cada semigrupo uniformemente continuo existe un unico generador infinitesimal, 

el cual es un operador acotado. Por otro lado, todo operador A G B(X, X) es el generador 

infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo definido por 

etA 

0 0 tnAn 

E n "<! 

n=0 

Ahora probaremos que cada operador acotado genera un unico semigrupo uniformemente 

continuo con la siguiente proposici6n. 

Proposici6n 1.4.2. Sean (Ti(t))t^a y (T2(£))t^o dos semigrupos uniformemente continuos. 
/£\ J r£ /£\ J 

Si h'm : = h'm —— entonces T\it) — T2U), para todo t>0. 
/i->o+ h /i->o+ h 

Prueba: 

Para T = 0 es inmediato. Fijemos t > 0 y sean las funciones fi(h) — \\Ti(h)\\ y /2(h) = 

\\T2(h)\\, como f\ y /2 son continuas existen k\ > 0 y /C2 > 0 tales que | |T i ( / i ) | | < k\ y 

||T2(/i)|| < k2, para todo 0 < h < t. Por otro lado, de la hip6tesis tenemos: dado e > 0, 

existe 5 > 0 tal que para todo 0 < h < 5 tenemos 

h\T1(h)-T2(h)\\< 6 

h t.k\.k2 

Tomemos n G IN tal que ^ < 5 y observemos la siguiente suma 

- 1 L ( ( n ^ N ^ ( k t \ _ ^ « n - k - l ) t \ ^ {(k + W E n J \n J \ n J \ n 
= T1(t)-T2(t), 

k=0 

es una suma telescopica, luego efectuando la suma y utilizando la propiedad de semigrupos 

Tj(r + s) = Tj(r)Tj(s) para ,7 = 1,2 tenemos que 
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\m)-T2(t)\\ = 2 i [ n -

n - l 

To n • -

Ti 

T i 

E 
fc=0 

n - l 

i E 
k=0 
n - l 

- E 
fc=0 
n - l 

< 2> 
fc=0 
n - l 

= E - = 
^—' n. 
fc=0 

-- e, 

i 
n / V n, 

T i ^zM"j To ^ _ T l ({n-k

n~1)t^ T 2 ( ^ ^ ) " 

(n - &)* 

n 
T i l f l - T , 

{ n - k - l ) t 

n 

(n-k - l)t 

n 

e . 1 . * , 

r , | i - r 2 1 
ny Vre 

t.k\.k2 n 

e ne 
n re 

T 2 

(& + !)« 
n 

T2 

kt 
n 

como e > 0 es arbitrario, entonces T\(t) = T2(£) para todo £ > 0 . 

Teorema 1.4.1. Sea {T(t))t^o un semigrupo uniformemente continuo. Entonces: 

i) Existe un unico operador acotado A tal que T(t) = e t A , siendo A el generador in

finitesimal de T(t). 

ii) Existe una constante w > 0 tal que \\T(t)\\ < ewt para todo t > 0. 

Hi) La funcion T : [0, +oo[—>• B(X,X), para cada t > 0 le asigna el operador T(t) y es 

diferenciable en norma y verifica 

d. 
dt 

T(t) = AT(t) = T(t)A. 

d 
En particular, dado fo € X , f ( t ) — T(t)fo es solution de -rf{t) — Af(t), t > 0 tal 

dV 

que fo = / ( 0 ) . 

Prueba: 
(i) Sea x € X entonces 

/ 0 0 t n A n \ 
lira T(t)x = h'm etAx = h'm — — ) x = Ix = x. 

t^0+ +_j.n+ \ ^—' r>\ I t->0+ *->o+ V i n\ 
\n=0 

Luego, 

Km T ^ - X = lim 
t-*o+ t t-»o+ 

"etAx — x~ 
= h'm t = h'm t t->0+ 
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lo que dernuestra que A es el generador de (etA)t^o y la unicidad esta dada por la proposi

tion 1.4.2. 

(ii) 

\\T(t)\\ = IN 
M i E 

n=0 
oo 

i E 

tnAn 

~nT" 

t\n\\A\\n 

n=0 
oo 

- E 
n! 

^ P l l 

n=0 
J\\A\\ 

n\ 

luego existe to = > 0 para todo t > 0. 

(in) Sea x G ̂ (^4) y t > 0. Para /i > 0, tenemos 

T(t + h)x - T(t)x T{t)T{h)x - T(t)x 

T(h)-I 
h 

T(t)x 

= T(t) 
(T(h) - I 

\ h 

por la continuidad de T(t) se tiene 

d+T(t) 
dt 

x = AT{t)x = T{t)Ax. 

Para 0 < h < t, tenemos 

T(t - h)x - T{t)x 
-h 

T{t)Ax 
T(t)x - T(t - h)x 

h 
- T{t)Ax 

T(t - h) 

< \\T(t-h)\\ 

T(h)x - x 
h 

T(h)x - x 
h 

Ax 

- Ax 

+ T{t - h)Ax - T(t)Ax 

+ \\T{t - h)Ax - T(t)Ax 

luego, concluimos que 
d~T(t)x 

dt 
= T(t)Ax 

Con lo cual queda probado la parte (Hi). 

1.5. Semigrupos fuertemente continuos 

E n esta seccion damos algunas definiciones y propiedades basicas de semigrupos fuerte

mente continuos. 
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1.5.1. Definiciones y propiedades fundamentales 

Estudiamos a los operadores acotados que satisfacen una condicion mas debil que la 

condici6n uniforme y como corolario mostramos condiciones para A, para que la ecuaci6n 

(1.3.2) tenga solution. 

Definicion 1.5.1. Un semigrupo de operadores lineales acotados (T(t))t^o en X, es un 

semigrupo fuertemente continuo ( T(t) es de clase C° o un C°-semigrupo ) si para todo 

x G X se tiene que 

Km T(t)x = x. (1.5.3) 
t->o+ 

Esta definicion es equivalente a 

Km ||T(<)a; - x\\ = 0, para todo x G X. 
t-»-o+ 

Proposici6n 1.5.1. Sea {T(t))t^o un C°-semigrupo. Entonces existen constantes w > 0 

y M > 1 tal que para todo 0 < t < oo, se tiene que 

\\T(t)\\<Mewt. (1.5.4) 

Prueba: 

Por la continuidad fuerte, existen 6 > 0 y M > 0 tal que | | T ( i ) | | < M , para todo t G [0,6]. 

De lo contrario, existiria una sucesion (fn)neiN C (0, +oo) con Km t n = 0 y para todo 
n—>oo 

n G IN se tiene | | jr(i)| | > n. Como (| |r(in)| |)n^i no es acotada, por el Principio de Acotaci6n 

Uniforme, existe x G X tal que ( | |T(i„)x| |) n j : i no es acotada, contradiciendo la continuidad 
fuerte, pues para cada x G X que verifica \\m.T(t)x — x tenemos que UmT(t)x 

t->0 t^fO = x 

Ahora , dado que T(0) = I, tenemos que M > 1. Por otro lado, dado ^ 0 existen m G IN 

y r) G [0,6] tal que t — 6m + rj (lema de Euclides), asi 

\[T(t)\\ = \\T(6m + V)\\ 

= [\T(6m)T(V)\\ 

= ||r(*)"T(i7)|| 

< | |T(J ) | r \\T(ri)\[ 

< Mm.M 

< M.Mt/s pues m < 7, M > 1 
o 

como M > 1 se tiene w = | In M > 0 entonces ew = M ? . Asf = e 4 u ; para todo i > 0 y 

\\T(t)\\ <Mewt 
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Observaci6n 1.5.1. Cuando un semigrupo sobre X satisface (1.5-4), decimos que es del 

tipo (M,w). Los semigrupos del tipo (1,0) se denominan semigrupos de contraccion y 

aquellos del tipo (M, 0) serdn llamados semigrupos uniformemente acotados. 

Proposici6n 1.5.2. Si (T(t))t^o es un C°-semigrupo, entonces para cada x G X lafuncion 

f x '• [0, +oo) —> X dada por (px{t) = T(t)x es continua. 

Prueba: 

Por la proposicion 1.5.1, existen constantes M,w > 0 tal que ||T(<)|| < Mewt para todo 

t > 0. 

Sea x G X y h > 0, entonces se tiene que 

\\T(t + h)x-T(t)x\\ = | | r ( t ) ( T ( A ) x - a : ) | | 

< | | r ( t ) | | | | T ( / » ) x - x | | 

< M e w t | | r ( / i ) i - x | | ^ 0 

Por otro lado, para x G X y h G [0, t], se tiene que 

\\T(t - h)x - T(t)x\\ = \\T{t-h)(x-T(h)x)\\ 

< \\T(t-h)\\\\x-T(h)x\\ 

< Me^-V \\x - T(h)x\\ 

< Mewt e~wh \\T{h)x - x | | ^ 0. 

Por lo tanto, ipx{s) —> T(s)x es continua para todo x G X. 

Observaci6n 1.5.2. El resultado anterior permite dar sentido a la integral de Riemann 
fb 
/ T(s)ds para todo x G X. 

J a 

L a definici6n de generador infinitesimal para un C°-semigrupo es la misma que para 

un semigrupo uniformemente continuo: 

A : VCX —> X. 
^, A, f T(t)x-x] V(A) = < x G X : existe Km v 1 1 

Ax = Um Z ^ i Z f = ^ r ( t ) x 
t-+o+ t dt 

t-^o+ t ) 

, para x G T>(A) 
t=o 

Veamos que en este caso, aunque es posible que V(A) £ X, se tiene que V(A) = X. 
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Observaci6n 1.5.3. Todo semigrupo uniformemente continuo es un C°-semigrupo. La 

diferencia esta que un semigrupo uniformemente continuo converge uniformemente a la 

identidad en cero, mientras que un C°-semigrupo converge fuertemente. Al igual que los 

semigrupos uniformemente continuos, los C°-semigrupos satisfacen una propiedad de acotacion 

para su norma. 

Como la continuidad fuerte es una condition mas debil que la continuidad uniforme, 

esperamos que A tambien tenga una propiedad un poco mas debil que ser acotado. E l si

guiente resultado sera importante para confirmar estos hechos y para resultados posteriores. 

Lema 1.5.1. Sea (T(t))t^o un CQ-semigrupo y A su generador infinitesimal, entonces se 

verifican las siguientes propiedades: 

a) Para todo t > 0 y todo x £ X, h 'mT(s)x = T(t)x. Mas aun si el semigrupo es uni-
s—>t 

formemente continuo entonces h'm T(s) = T(t) en CiX). 
s-tt 

b) Para todo x £ X y todo t > 0, 

i rt+h 
h'm - / T(s)xds = T(t)x. 
/i->o h Jt 

c) Para todo x € X y todo t > s > 0, 

/ T{r)xdr € V(A) y A I T{r)xdT = T(t)x - T{s)x. 
Js Js 

d) Para todo x £ T>(A) y todo t > 0, 

T(t)x £ V(A) y ^-T(t)x = AT(t)x = T(t)Ax. 
at 

e) Para todo x £ V(A) y todo t>s>0, 

T(t)x - T(s)x = AT(r)xdr = T(r)Axdr. 

Prueba: 

(a) Sean x£X,t>0yt>0. Como el semigrupo es fuertemente continuo, existen M > 0 

y 5 > 0 tal que | |T(s ) | | < M para s e [0, t + 1] y \\T(s)x - x\\ < ~ cuando 0 < s < S. 

Para 0 < £ — s < 5 se tiene 
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| |T(s )x - T(t)x\\ = \\T(s)x - T{t)x - T(s)T(t - s)x + T(s)T(t - s)x\\ 

= | |T(s ) (x - T(t - s)x) - T(t)x + T(s)T{t - s)x\\ 

= \\T{s)(x - T{t - s)x) - T{t)x + r ( t ) x | | , pues T{s)T{t - s) = T(t) 

< | | T ( s ) | | | | x - r ( t - s ) x | | 

< M 
M 

(b) De la parte (a), existe 5 > 0 tal que ||X'(s)x — T( t )x | | < e, cuando \s - t\ < 6, luego 

para 0 < h < 6 se tiene 
rt+h i rt+n 

- / T(s)xds - r ( i )a 
h Jt 

i r t + n 

= r / ( r ( s ) x - T(t)x)ds 
\\h Jt 
i rt+h 

< - j f | | r ( a ) x - r ( * ) x | | d S 

- f 
hit 

rt+h j 
< - / e • ds = - • e • /i 

n 7t 

--- e. 

E l limite izquierdo para el caso t > 0 se prueba en forma analoga. Con esto se prueba la 

propiedad. 

(c) Sea x e X, h > 0 y como el operador T(s) es continuo tenemos 

T{h)-I f \ v - r r 
h Js 

T(r)xdT = 1 r 
- / [T{T + h)x - T{r)x]dT 
"> Js 

i y* T(T + h)xdr - i y T(T)xdr 
1 / " t + / l 1 
— / T( r )xdT - - / T(r)xdT 
h Ja+h h Js 

rt rt+h rt 
/ T(r)xdT+ / T(r)xdT- / T{r)xdT 

Js+h Jt Js 
rt+h rt rs+h 

/ T(r)xdT- / T(r)xdT- / T ( r ) x d r 
7t 7 S 7« 

, £ < < + h 

i rt+h- i rs+h 

T(r)xdT--j^ T(r)xdr, 

tomando limite cuando h —> 0 y por la parte (b) se tiene 

l i m T ( k ) - I « 
h-+0 

rt 

Km ' v | 7 y T ( r ) x d r = T(*)x - T ( s ) x . 

Por la definicion de generador se tiene que / T(r)xdr S V(A) y 
J s 

A [ T{T)xdT = T(t)x-T(s)x. 
Js 
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(d) Sea x G T>(A) y h > 0, se tiene 

T(h) - I 
T{t)x = 

T(t + h)~ T(t) 
x = T(t) T(h) - I 

h x, 

tomando llmite cuando h —> 0 (o de la continuidad de T(t)) tenemos T(t)x G T>(A) y 

ademas 
d+ 

AT(t)x = -rT(t)x = Tit) Ax. 
at 

Por otro lado, s i 0 < / i < i y M > 0 y t a l que \\T(s)\\ < M, para todo s G {0,t), se tiene 

T(t)x - T(t - h)x . ^fT(h)Ax-x" 
h 

-T(t)Ax = T{t-h)(p&^ T(t - h)Ax + 

+ T(t - h)Ax - T(t - h)T(h)Ax 
{ T(h)x — x 

= T{t-h) 

luego, 

T(t)x - T(t - h)x 
T(t)Ax < \\T(t-h)\\ 

\ h 

T(h)x - x 

Ax + Ax - T(h)Ax 

- Ax + \\Ax - T(h)Ax\\ 

< M 
T{h)x - x 

Ax + \\Ax - T(h)Ax\\ , 

el termino T(h)x-x 
h - Ax es cero, pues x G V(A) y \\Ax - T{h)Ax\\ es cero, pues T(t) 

d~. 
- d l x v ^ » „ v , j d f . 

es un C°-semigrupo y por la parte (a). Esto prueba que ^rT(t)x existe y que ^rT(t)x = 

T(t)Ax. 

Con esto se prueba que para todo t > 0 y todo x G ~D(A), se tiene 

^-T{t)x = AT{t)x = T(t)Ax 
(XT/ 

(e) Sea x G V(A) y s,t > 0. Por (b) y (d) se tiene que 

T{t)x - T(s)x = £ ^ T ( t ) X dr = J * A T { T ) X dr = T{r)Ax dr. 

1.5.2. C e r r a d u r a del generador infinitesimal de un C ° - s e m i g r u p o 

Proposici6n 1.5.3. Si A es un generador infinitesimal de un CQ-semigrupo (T(t))t^o, 

entonces V(A) es denso en X. 

Prueba: 

Sea x G X, construyamos una sucesi6n (x n ) n S TN C V(A) que converge a x. Para cada 
rl/n 

n G IN, definamos xn = n T(s)xds. Por la parte c) del lema 1.5.1, xn G V{A) para 
Jo 

todo n > 0, y la parte b) del mismo lema, se tiene que 

rl/n j rh 
lira xn = Km n / T(s)xds = Km - / T(s)xds = T(0)x = Ix = x 

n->oo n->oo JQ h->0 h JQ 
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Por lo tanto, x € T*(A), de donde conclui'mos que T>(A) = X. 

Se puede probar algo mas fuerte. 

Proposici6n 1.5.4. Si A es el generador infinitesimal de un Ca-semigrupo y T>(An) es el 

dominio del operador An, entonces se tiene que f̂ j T>(An) es denso en X . 
nelN 

Aunque el generador infinitesimal de un C°-semigrupo no necesariamente es acotado, 

este si tiene una propiedad similar pero mas debil. 

Definici6n 1.5.2. Sean X e Y espacios de Banach y A : V(A) C X —> Y un operador. 

Diremos que el operador A es cerrado si dada una sucesion (x n ) n elN Q *D(A) que satisface 

h'm xn = x G X y h'm Axn = y G Y, se tiene que x G T>(A) y Ax = y. 

n—>oo n—>oo 

Observaci6n 1.5.4. Vemos que si A es acotado, entonces tambien es cerrado. El reciproco, 

en general no es cierto. Sin embargo, si T>{A) = X, entonces A es acotado si y solo si es 

cerrado. 

Proposici6n 1.5.5. Si A es un generador infinitesimal de un C°-semigrupo (T(t))t^o, 

entonces A es un operador lineal cerrado. 

Prueba: 

Supongamos que (xn)ne$i G V(A), x G X, y G Y tales que h'm xn = x y h'm Axn = y, 
n—>oo n-»oo 

probaremos que x G T>(A) y Ax = y. 

De la parte (e) del lema 1.5.1, se tiene 

T(t)xn - x n = [ T(t)Axnds (1.5.5) 
Jo 

Afirmamos que T(t)Axn —> T(s)y, cuando n —> oo, uniformemente en intervalos acotados. 

Para 0 < s < t, vemos que 

\\T(s)Axn-T(s)y\\ - \\T(s) (Axn - y) || 

< | | r ( 5 ) | | | | A r „ - 2 / | | 

< Mews\\Axn-y\\ 

= Mtewt\\Axn-y\\n^?Q, 

donde M,w son constantes de la proposici6n 1.5.1. Usando lo que se hizo antes y haciendo 

n —> oo en (1.5.4), conclui'mos que 

T{t)x-x= I T(t)yds. 
Jo 
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Finalmente, por la parte (b) del lema 1.5.1, se tiene 

T(t)x — x I f 

hm - L L _ = _ Jf T { s ) y d s = T { 0 ) y = I y = y. 
Lo que prueba que x £ T>(A) y que Ax = j / . Por lo tanto, A es un operador lineal cerrado. 

Al igual que en el caso uniformemente continuo, el generador infinitesimal caracteriza 

al semigrupo. 

L a siguiente proposition nos garantiza la unicidad del semigrupo asociado a un gene

rador infinitesimal para semigrupos fuertemente continuos. 

Proposici6n 1.5.6. Sean {T(t))t^o y (S(t))t^o dos C°-semigrupos con generadores in-

finitesimales A y B respectivamente. Entonces A = B si y solo si T(t) = S(t) para todo 

t > 0. 

Prueba: 

(Necesidad) De la definici6n de generador infinitesimal se tiene que si T(t) — S(t) para 

todo t > 0 entonces A = B. 

(Suficiencia) Supongamos que x £ V(A) = T>(B). Por la parte (d) de lema 1.5.1, si x £ X 

y t > 0, definamos <pt : [0,t] X dado por <pt(r) = T(t - r)S(r)x. 

Por la parte (d) del lema 1.5.1 y la regla de la cadena, y>t(r) es diferenciable, entonces se 

tiene 

d 
T r M r ) = 

d 
*T<*- r> S{r) + T(t-r)±S{r) 

= -AT(t - r)S(r) + T{t - r)BS(r) 

= -T(t - r)AS{r) + T(t - r)BS(r) 

= 0, pues A = B. 

Tenemos que (ft es constante en [0,i]. En particular, <pt(0) = T(t — 0)S(0)x — T(t)x y 

ipt(t) = T(t - t)S(t)x — T(0)S(t)x = S(t)x, entonces: <£>t(0) = tpt(t) lo que muestra que, 

T(t)x = S(t)x, para todo x £ V{A) yt>Q. 

Ahora probaremos, que la propiedad es valida para x £ X. Para x £ X, tomemos la 

sucesi6n (xn)neN en V(A) tal que xn —> x. Como T(t) y S(t) son continuas, se tiene que 

T(i)xn -> T(t)x y S(t)xn -» S(t)x cuando n —)• oo. Entonces T(t)xn — S(t)xn, para todo 

n £ IN, luego se sigue T(t)x = S(t)x. Por lo tanto, T(t) = S(t) para todo t > 0. 
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1.5.3. C ° - s e m i g r u p o de contracciones 

Sabemos que todo C°-semigrupo satisface | | T ( i ) | | < Mewt, para todo t > 0 para las 

constantes M > 1 y w > 0. S i io = 0 y M = l , (T(t))t^o , se llama C°-semigrupo de 

contracciones y se tiene para todo t > 0 y todo x,y £ X 

\\T(t)x-T(t)y\\<\\x-y\\ 

Esta clase de semigrupos es muy interesante por su papel importante en diversas aplica

ciones. 

Definici6n 1.5.3. Si A : V(A) C X —> X un operador lineal, no necesariamente acotado 

en X. El conjunto resolvente p(A) de A se define como 

p(A) = | A £ C : (XI — A)-1 existe y es un operador lineal acotado en X j . 

L a familia de operadores lineales acotados TZ(X : A) — (XI — A)-1 con A € p(A), se llama 

resolvente de A. 

Observaci6n 1.5.5. Todo operador A, acotado o no conmuta con su operador resolvente. 

En efecto, 

A(XI-A)-1 = -A(XI - A)A(XI - A)'1 + X(XI - A)'1 

= -A(XI - A)~l(XI - A) + (XI - A)~lXI 

= (XI - A)~1[-(XI - A) + XI] 

= (XI-A)A. 

Definici6n 1.5.4. Sea A un operador lineal con p(A) ^ 0. Definimos para X € p(A) la 

regularizada o aproximacion de Yosida de A por 

Ax = XATZ(X : A) = X2K(X : A) - XI 

L a siguiente proposicion nos ayudara en la demostraci6n del teorema de Hille-Yosida. 

Proposici6n 1.5.7. Sea A : V(A) c X -+ X un operador lineal cerrado tal que V(A) = X 

y que \\7l(X : A)\\ < para todo A > 0. Entonces se cumplen las siguientes propiedades: 
X 

a) h'm XTZ(X : A)x — x, para todo x G X. 
A-+00 

b) h'm A\x — Ax ,para todo x £ V(A). 
A-»oo 
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c) Para cada A > 0, A\ es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones 

uniformemente continuos ( e t / l A ) t > o e n X. Mas aun se tiene que, para todo x G X, 

A,/Li > 0 y t > 0 

|| e

tA*x-etA»x \\<t\\ Axx-A^x \\. 

Prueba: 

Probemos (a). Sea x G p{A) y A > 0, entonces 

K(X : A) = [XI-A)-1 

(XI - A)Tl(X : A) = I 

XTZ(X : A) - AK(X : A) = I 

XK(X:A)-I = AK{X:A). 

Asi', para x G p(A) y de la ultima igualdad se tiene 

|| XK(X :A)x-x\\ = || ATl{X : A)x \\ 

= || TZ(X : A)Ax \\ 

= \\K{X:A)\\-\\Ax\\ 

< L\\Ax\\^Q, 

luego, se sigue que XTZ(X : A)x —> x cuando A —> oo. 

Sea x £ X. Como T>(A) — X, existe una sucesion (x n) n6]N con valores en V(A) tal que 

xn -> x. Dado e > 0, existe ne G IN y L > 1 tal que ||x„ - x| | < | , para todo n > ne, y 

|| A^ (A : A)xn€-x\\ < e-, 

para todo A > L. 

Para A > L , se tiene 

\\ XTZ{X : A)x - x \\ = || A 7 e ( A : ^ l ) ( x - x n e ) + A 7 e ( A : ^ ) x n f - x | | 

< || XTl(X :A)\\- ||x - xnt || + || XTl(X : A)xnt - x || 

^ ^ 1 e e 

< A - r - + - = e, 

lo que prueba que Hm XTZ(X : A)x = x, para todo x e X, esto prueba (a). 
A-»oo 

Probemos (6). Para cada A > 0, de la regularizada de Yosida de A se tiene 

Ax = XATl(X : A) = XA{XI - A)'1 = X2K{X : A) - XI = XK{X : A)A. 
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Si x e V(A), se tiene 

lo que equivale a 

A\x = XAK(X : A)x = XTZ{X : A)Ax 

A\x -Ax — XTl(X : A)Ax - Ax 

de la parte (a), y de la definici6n de A\, 

h'm A\x = Ax, para todo x G V(A). 
\-*oo 

Probemos (c). Es obvio que A\ es un operador lineal acotado y por la proposition 1.4.1 

tambien es el generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo (T\(t))t^o, 

dado por T\(t) = e t A x , esto por el teorema 1.4.1 parte (i), mas aun de las hipotesis tenemos 

I I ^ A I I \\Tx(t)\\ 
&t>?n{\:A) e-\i 

— e -A/. J,\2K{\:A) 

< e-Xte\n\\H{^A)\\ 

< e-xtext = l. 

Lo que demuestra que {T\(t))t^Q es un C°-semigrupo de contracciones. Es claro ver por 

las definiciones que Ax, A^, e t A x y etA" conmutan, y como t —> T\x es diferenciable, y por 

la parte (c) del lema 1.5.1, tenemos 

\\Tx{t)x-T^t)x\\ = etAxx - etA,lx 

Jo d s 

etsAxet(l-s)A„x ds 

< 

< 

< 

f l I I tAxetsAxe*l-^A»x - t A ^ e ^ e ^ - ^ x 
Jo 11 

rl ,, 

/ J e ' ^ e t ( 1 - s M " ( ^ - V ) 
Jo 11 

/ 11| Axx - A^x || ds 
Jo 

ds 

< t\\Axx-A^xW, 

lo que completa la prueba. 

Ahora mostraremos el resultado mas importante de esta secci6n, el teorema de Hille— 

Yosida para semigrupos de contraccidn. Este teorema nos dice cuando un operador lineal 

cerrado es el generador de un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach y 

sus aplicaciones mas importantes estan en las ecuaciones de evoluci6n en derivadas par

ciales. 
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Teorema 1.5.1 (Hille-Yosida, 1948). Un operador lineal A : V(A) C X X es el 

i) A es un operador cerrado y V(A) = X, 

ii) (0, +oo) C p{A) y \\U(X : A)\\ < ^ para todo A > 0. 

A 

Prueba: 

Sea A el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones (T\(t))t^o en X. 

Prueba de (i). Es consecuencia inmediata de las proposiciones 1.5.3 y 1.5.5. 

Prueba de (ii). Para A > 0 y x G X, definamos el operador 7l(X) por 

Como t —> T(t)x es continuo y uniformemente acotado, pues ||T(£)x|| < | |x| | , la integral 

impropia existe en el sentido de Riemann y mas aun define un operador lineal acotado que 

satisface 

concluyendo que Tl(\) G C(X) y que ||7?.(A)||£(x) < j para todo A > 0. Por otro lado, 

para A > 0 , x£Xyh>0se tiene que 

cuando h -» 0 el lado derecho converge a A7£(A)x - x, lo que implica que TZ(X)x G V(A) 

y que ATl(X)x = XK(X)x - x; es decir.para todo x G X y X > 0, TZ(X)x G V(A) y 

generador infinitesimal de un CG-semigrupo de contracciones si, y solo si, 

(XI - A)K(X)x = x. (1.5.6) 
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Por otro lado, como A es cerrado, para x G T>(A) tenemos que 

TOO 
K{\)Ax = I e-xtT(t)Axdt 

Jo 
/•oo 

= / e-xtAT(t)xd,t 
Jo 

roo 
= A e~MT(t)xdt 

Jo 

= AK(\)x, 

lo que muestra que para todo x G T>(A), se tiene 

n(X){\I - A)x = x. (1.5.7) 

De las ecuaciones (1.5.6) y (1.5.7) vemos que TZ(\) es la inversa de XI - A. Por lo tanto, 
(0, +oo) C p{A) y ||7£(A)|| < i para A > 0, lo cual concluye la prueba. 

A 

Supongamos ahora que (i) y (ii) se cumplen. Sea (T(t))t^o y A\ como en la proposici6n 

1.5.7, para x G V(A), tenemos la siguiente desigualdad para A > 0 y p, > 0 

| | e ^ A x _ etA»x\\ = \\Tx(t)x - T„(t)x\\ 

< t\\Axx-A^xW 

< t\\Axx-Ax\\ + t\\A^x-Ax\\, 

por la proposici6n 1.5.7, (etAx)t^o es convergente en X, si A —> oo y la convergencia es 

uniforme para t en intervalos acotados. Como V(A) es denso en X y (etAx)t^o es un 

semigrupo de contracciones, entonces podemos concluir que (etAx)t^o es convergente, para 

todo x G X y que la convergencia es uniforme para t en intervalos acotados. En efecto, 

sea x G X, t G [0,a] con a > 0; fijando y e V(A) y Ao > 0, tales que ||x - y\\ < e y 

|| etAxy - etA»y || < e, para todo A,/x > Ao; se tiene que 

| | e M A x - e ' ^ x l l = \\etAx(x - y) - etAxy + etA"y + etAlly - etA>*x\\ 

< | | e M A ( x - y)\\ + \\etAxy - etA"y\\ + | | e M "y - eM**x|| 

< | | e ^ | | | | x - y | | + e + | | e ^ | | | | x - j / | | 

< 2 | | x - y | | - r e = 3e, 

como e > 0, esto demuestra la afirmacion. 

Definamos la familia de operadores (T(t))t>o> P&va x G X por 

T{t)x = Hm Tx(t)x = Km etAxx. (1.5.8) 
A—>oo A->oo 
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Es claro que T(t) es un operador lineal en X, para todo t > 0. Vemos que 

\\T(t)x\\ = h'm etAxx 
A->oo 

< x 

lo que implica que | |T(t)x | | < 1, para todo t > 0 y por lo tanto, (etAx)t^o es de contracci6n. 

Probemos ahora que (T(t))t^o es un C°-semigrupo en X y que A es su generador infinite

simal. De (1.5.8) vemos que T(0)x = x, para todo x G X. Para probar T(t + s) = T(t)T(s), 

sean x G A - y s,t > 0, entonces T(t + s)x = h'm e s A x etAxx. 
A->oo 

De la igualdad, 

\\esAxetAxx - T(s)T{t)x\\ = \\esAx (etAxx - T(t)x) + esAxT(t)x - T(s)T(t)x\\ 

< \\esAx || \\etAxx - T(t)x\\ + \\esAxT(t)x - T{s)T{t)x\\ 

< \\etAxx - T(t)x\\ + | | e s ^ T ( * ) x - T{s)T(t)x\\, 

para A oo se tiene e s A x e t A x x -> T(s)T(t)x, lo cual prueba que T(s + t) = T(s)T(t). 

Esto con el hecho de que | |T ( i )x | | < 1 muestra que (T(t))t^o es un semigrupo en X. 

Ahora, como etAxx converge uniformemente para t G [0. a], a > 0; vemos que T(-)x es una 

funcion continua en [0,a]. Por lo tanto, {T(t))t^o es un C°-semigrupo de contracciones. 

Finalmente, probemos que A es su generador infinitesimal de (T(t))t^o- Sea x G V(A) y 

t > 0, tenemos la siguiente desigualdad 

\\esAxAxx - T(s)Ax\\ = \\esAx - esAxAx + esAxAx - T{s)Ax\\ 

= \\esAx (Axx - Ax) + {esAx - T(s)) Ax\\ 

< \\esAx (A\x - Ax)\\ + || (esAx - T(s)) Ax\\ 

< \\esAx || \\Axx -Ax\\ + || {esAx - T(s)) Ax\\ 

< \\Axx - Ax\\ + || (esAx - T{s)) Ax\\, 

cuando A —> oo, se sigue que esAxA\x converge uniformemente para s en intervalos acotados 

para T(s)Ax. De la ecuacion 1.5.8 y del lema 1.5.1 parte (e), se tiene que 

T ( * ) X ~ X = - h'm ( e t A x x - x ) • 
t t A-»oo V 1 

1 [ l 

= - h'm / esAxA\x ds, 
t \->OOJQ 

de donde conclui'mos, para x G V{A) que 

T { - T ) X X = - CT^AX ds. (1.5.9) 
t t Jo 
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Sea B el generador infinitesimal de (T(t))t>a. Sabemos que la convergencia T^A\x -> 

T(t)Ax, es uniforme en intervalos acotados para t. Haciendo t —• 0 en (1.5.9), se tiene que 

x G T>(B) y que Bx = Ax. Asimismo AcB, B : V(B) C I -> I es una extension de A, 

y £>(vl) C V(B). Por hip6tesis 1 G p(A) y por la condici6n necesaria 1 G /?(£), tenemos 

que ( / - A)V(A) = X = ( I - B)V(A), tambien (7 - B)V(A) = X = (7 - B)V(B), luego 

P ( B ) = (7 - By^-X = V(A), lo cual implica que A = B en X. Por lo tanto, ^ es el 

generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones, lo que completa la prueba. 

Como consecuancia del teorema de Hille-Yosida, se tienen los siguientes corolarios. 

Corolario 1.5.1. Si A : T>(A) C X —> X es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo 

de contracciones (T(t))t^o- Si A\ es la aproximacion de Yosida de A, entonces para todo 

x G X se tiene 

Prueba: 

De la prueba del teorema 1.3.1, la familia (S(t))t^o dada por S(t) = Km etAxx es un 

C°-semigrupo de contracciones S(t) y A es su generador infinitesimal; y por la unicidad 

del generador infinitesimal proposicion 1.3.6, se tiene que S(t) = T(t). 

Corolario 1.5.2. Sea A : T>(A) C X —> X el generador infinitesimal de un C°-semigrupo 

de contracciones {T(t))t^o- El conjunto resolvente de A contiene al semiplano {A : Re(X) > 0} 

y para A se tiene que 

T(t)x = Km etAxx. 

A->oo 

\\K(\ A)\\ < 
1 

Re{\)' 

Prueba: 

Sea A G C con Re(A) > 0, definimos 

De la prueba del teorema 1.3.1, se tiene 

71(A) = (A7 - A) - l 

luego, {A : Re(A) > 0} C p(A); adernas para x G X se tiene 

por lo tanto, 

\\n(X:A)\\< 
1 

Re(A) 

y la prueba esta completa. 
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Ejemplo 1.5.1. Para el problema 

Ut - Ux = 0,x eR,U(x,0) = U0. 

Muestre que existe una unica solution. 

Prueba: 

Usaremos el teorema 1.5.1 de Hille-Yosida. Para A = ( ) x , mostraremos que es un generador 

infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones. 

Para eso definimos el dominio, 

V(A) = {weX : Aw G X ) = {w G X : wx G X} 

Tomando X de la forma mas simple posible 

Es simple verificar que A es un operador cerrado y con dominio denso en L 2 ( R ) . Probaremos 

que R C p(A) y que para todo A > 0 

X = L 2 ( R ) 

tenemos 

V(A) = {we L 2 ( R ) : wx G £ 2 ( R ) } = H1 ( R ) . 

\\n(X:A)\\<\. 

Sea / G L 2 ( R ) , 
w = K(\: A)f = {\I - A)~lf 

entonces 

Xw - wx = f . 

Aplicando la transformada de Fourier, encontramos 

Xw - wx = f . 

Luego 

/ = / 
A - <C 

entonces 
1 l/l2. A 2 + ^ 2 

Usando la identidad de Plancherel obtenemos 
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Asi tenemos 

Luego 

IMI* 

\\K(\ : A)f\\ 

\\H(X:A)\\ 

Esto muestra que A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones. 

1.5.4. Operadores disipativos 

En esta seccion veremos una caracterizacion alternativa para los generadores infinite-

simales de C°-semigrupos de contracciones. 

Sea X un espacio de Banach real o complejo y X* su dual topologico. E l valor x* £ X* 

en x £ X esta dado por (x,x*) o (x*,x). Definimos el conjunto dual F(x) C X* por 

F{x) = {x* G X* : Re(x*,x) = | | x | | 2 - | | x * | | 2 } , 

por el teorema de Hahn-Banach, para todo x £ X existe f £ X* tal que (x, / ) = | |x| | y 

11/11* = 1-

Luego x* = \\x\\f satisface | |x| | = ||x*||* y 

(x,x*) = \\x\\(x,f) = \\x\\2, 

por lo tanto, para todo x G X, F(x) ^ 0. 

Definici6n 1.5.5. Un operador A : V{A) C X -» X es disipativo, si para todo x £ V(A) 

existe x* £ F(x) tal que 

Re(Ax,x*) < 0. 

Proposici6n 1.5.8. Un operador A : V(A) C X —> X es disipativo si y solo si para todo 

x £ T>(A) y para todo A > 0 se tiene que 

\\(XI-A)x\\>X\\x\\. 

Prueba: 

Supongamos que A es disipativo y sea x £ T^(A). Si x = 0, la desigualdad es inmediata: 

Sea x ^ 0 y A > 0, sea x* £ F(x) tal que Re(Ax,x*} < 0, entonces se tiene 
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| | ( A 7 - A ) x | | ||x*|| = H A s - A r | | | |x*|| 

> | ( A x - A x , x * } | 

> Re(Ax - Ac , x*) 

= Re(Ax, x*) - Re(Ax, x*) 

= A| |x | | 2 - R e ( A x , x * > 

> A| |x | | 2 

de donde, 

| | ( A 7 - ^ ) x | | > A | | x | | . 

Reciprocamente, sea x € V(A) y supongamos que para A > 0 (podemos suponer que x ^ 0) 

| | A x - A x | | > A||x||. 

Sea yl £ F(Xx - Ax) y z*x — ^ A , entonces | | ^ | | = 1 y 
\\y\W* 

A||x|| < | | A x - A r | | 

= (Ax - Ax, z*x) 

= X(x,zl)-(Ax,zl) 

= ARe(x, zx) - Re(Ax, zx), 

< X\\x\\ - Re{Ax,zl) 

luego, 

Re{Ax,z*x)<0 (1.5.10) 

y 
R e ( x , ^ ) > | | x | | - i | | A r | | . (1.5.11) 

Como la sucesion (^)AgiN esta contenida en la bola unitaria en X*, la cual es compacta 

para la topologia debil *, entonces existe una subsucesion (que seguimos denotando por 

(ZA)A€1N) que converge a un cierto z* para esta topologia. A l pasar al h'mite (1.5.10) y 

(1.5.11) se convierten en Re(Ax,z*) < 0 y Re{x,z*) > | |x| | . 

Pero como 

Re(x,2*> < |<x,2*)| < | |x| | , 

entonces (x ,z*) = | |x| | y p*||* = 1. 
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Ahora tomando x* = ||x||z*, tenemos que x* G F(x) es decir, (x,z*) = | | x | | 2 = | |x* | | 2 y 

Re{Ax, z*) < 0. Por lo tanto, para todo x G V(A) existe x* G .F(x) tal que Re(Ac, x*) < 0. 

Concluyendo que A es disipativo. 

Proposici6n 1.5.9. Sea A : V(A) C X —> X un operador disipativo. Si Im(\oI — A) = X 

para algun Ao > 0, entonces 

i) A es cerrado. 

ii) Im(XI — A) — X, para todo A > 0. 

Prueba: 

Prueba de (i). Como I m ( A 0 / - A) = X y || ( A 0 J - A)x\\ > A 0 | | x | | , para todo x € T>(A); 

tenemos que Ao € p{A). Luego (Ao/ - A ) - 1 es un operador lineal acotado y por lo tanto 

cerrado, de donde XQI — Ay A son cerrados. 

Prueba de (ii). Consideremos el conjunto 

A = { A > 0 : lm(\I-A) = X}. 

Es claro que A ^ 0, pues Ao G A. 

A es abierto en (0, +00). En efecto, sea A G A. Como Im(XI-A) = X y | | ( A J - , 4 ) x | | > A | | x | | 

para todo x G V(A), se tiene que A G p(A) , el cual es abierto , luego existe S > 0 tal que 

(A - 6, A + S) C A. 

A es cerrado en (0,00). E n efecto, sea ( A n ) n e i N C A tal que A n - > A > 0. Para cada y € X 

y n G M existe xn G 15(A) tal que A n x n - Axn — y. 

Luego para todo n G I N , se tiene 

ll^-nll 5: T - | | A n ^ n — - ^ ^ n | | — \ ~ — k 
"n 

para algun k > 0. 

Ademas, 

\\xn — xm\\ < —— | | A T O ( x n — xm) — A(xn — x m ) | | 

= ——1| — ( A T O X m — Axm) 4" (XnXn A ^ n ) "I" ( A m ~ A n ) ^ n | | 
•^m 

= T — II - y + y + ( x m - xn)xn\\ 
*m 

= — - | A n — A m | 
Am 

< A; | A n — A m | , 
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como ( A n ) n e i N es de Cauchy, tambien lo es (xn)ne^ y por lo tanto converge a algun x € X. 

De allf, Axn —> Xx — y cuando n —> oo. Como A es cerrado, x G V(A) y (XI — A)x — y 

concluyendo asi que A G A. 

Por otro lado, como (0, +00) es conexo, tenemos que A = (0, +00). 

Teorema 1.5.2 (Lumer-Phillips, 1961). Sea X un espacio de Banach y A : V(A) C I - > 

X un operador. 

i) Si A es disipativo y Im(XoI — A) = X para algun Ao > 0, entonces A es el generador 

infinitesimal de un C°'-semigrupo de contracciones en X. 

ii) Si A es el generador infinitesimal de un CQ-semigrupo de contracciones en X , en

tonces Im(XI - A) = X para todo X > 0 y A es disipativo. Mas aun, para todo 

x G V(A) y para todo x* G F(x), se tiene que Re(Ax,x*) < 0 . 

Prueba: 

Prueba de (i). Por la proposicion 1.5.9, A es cerrado y (0,+00) C p(A) y 

||(A7 - A ) _ 1 x | | < \ \\(XI - A)(XI - A)~lx\\ - M 
A A 

de donde \{R.(X : A)\\ < \ para todo A > 0. Del teorema de Hille-Yosida se sigue el 
A 

resultado. 

Prueba de (ii). Si A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contracciones 

(T(t))t^o en X, el teorema de Hille-Yosida dice que (0, +00) C p(A) y por lo tanto, 

Im(A7 - A) = X para todo A > 0. 

Para todo x G T>(A) y x* G F(x) se tiene 

K T ( i ) x , a : * ) | < | | r ( 0 a : | | | | x * | U < | | x | | 2 

por lo tanto, 

Re(T(*)x - x ,x* ) = Re (T( i )x ,x* ) - | | x | | 2 < 0 

dividiendo por t > 0 y pasando al Ifmite cuando t —>• 0, tenemos que 

Re (Ar ,x* ) - R e ( l f m T ^ " X,x*) < 0. 

Probando el resultado. 

Corolario 1.5.3. Sea A un operador lineal cerrado densamente definido en X. Si A y A* 

son disipativos, entonces A es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de contrac

ciones en X. 
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Prueba: 

Del teorema 1.3.2 (i) es suficiente demostrar que Im(7 — A) = X. Como A es disipativo y 

cerrado, entonces Im(I — A) es un subespacio cerrado de X. Supongamos que Im(7 —^4) ^ 

X, entonces existe x* G X*, x* ^ 0 tal que (x*,x - Ax) — 0 para x G V(A). De donde 

tenemos que x* — A*x* = 0. Como A* tambien es disipativo, de la Proposici6n 1.5.8 se sigue 

que x* — 0, contradiciendo la construccion de x*. Luego, Im(7 — A) = X. este comando 

permite poner en la cabeza de cada pagina el tftulo del capi'tulo y el numero de pagina 



Capitulo 2 

E l problema abstracto de Cauchy 

Para este capitulo se ha consultado [8], [10], [14] y [19]. 

En este capitulo estudiaremos el problema semilineal 

{ u{t) = Au(t) + f(t,u{t)), 0 <t <a 

u(0) = u0 

(2.0.1) 

donde A : D{A) C X —> X es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de operadores 

en un espacio de Banach X de la forma (T(t))t^o, donde T(t) = etA y f : [0, a] x X ^ X 

una funcion apropiada. 

Empezaremos estudiando el problema de Cauchy de valor inicial homogeneo, no ho

mogeneo y finalmente el problema de valor inicial semilineal. 

2.1. E l problema de valor inicial homogeneo 

Para x £ X, el problema abstracto de Cauchy para A con valor inicial x, consiste en 

hallar una solucion u(-) para la ecuacion 

Definici6n 2.1.1. La funcion u(-) € C([0, oo) : X) es una solucion del problema de valor 

inicial (2.1.2), si u(-) es continuamente diferenciable en (0, oo), u(t) G T>(A) para t > 0 y 

esta satisface a (2.1.2). 

Sea x G V(A), del lema 1.5.1, la funcion u{t) = T(t)x es la unica soluci6n de (2.1.2). 

< 
u{t) = Au(t), t > 0 

it(0) = x. 
(2.1.2) 
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En efecto, sea v(-) otra solucion de (2.1.2), para t > 0 y 0 < s < i s e tiene 

—T(t-s)v(s) = T(t-s)—v(s) +—T{t-s)v(s) 
as as as 

= T{t-s)-^v(s)-AT(t-s)v(s) 

= T(t-s) £-v(s)-Av{s) = 0 , (2.1.3) 

integrando (2.1.3) desde 0 hasta t obtenemos v[t) — T(t)v(0) = 0; es decir, para todo t > 0 

v(t) = T(t)x = u{t). 

2.2. E l problema de valor inicial no homogeneo 

En esta seccion estudiaremos el problema de valor inicial no homogeneo de la forma 

donde / : [0, a] —> X es una funcion apropiada que nos ayudara en el estudio del problema 

(2.0.1). Para esto definamos el concepto de solucion clasica para (2.2.4). 

Definici6n 2.2.1. Una funcion u : [0,a] —> X es una solucion clasica del problema de 

valor inicial (2.2.4) s« u ( ' ) € C X ([0, a] : X) con u(t) e D(A) para todo 0 < t < a tal que 

satisface (2.2.4). 

Proposicion 2.2.1. Si f G L x ( [0 ,o] : X), entonces el problema de valor inicial (2.2.4) 

tiene como mdximo una solucion clasica. Si u(-) es solucion clasica de (2.2.4), entonces 

para t G [0, a] 

Prueba: 

Sea u(-) solucion clasica de (2.2.4), entonces la funcion g(s) = T(t — s)u(s) es diferenciable 

en 0 < s < t y 

u(t) = Au{t) + f{t), 0 < t < a 

u(0) = x, x G X 
(2.2.4) 

(2.2.5) 

dg 
ds 

±T(t-s)u(s) 

-AT(t - s)u{s) + T{t 

-AT(t - s)u(s) + T(t s)(Au(s) + f(s)) 

AT(t - s)u(s) + T(t s)Au(s) + T(t - s)f(s) 

T(t-s)f(s). 
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Como / £ L 1 ( [0 ,a ] : X), la funcion g —> T(t — s)f(s) es integrable sobre [0,t]. 

Luego, integrando la igualdad anterior entre 0 y t, se tiene 

f j ^ d a = J * T ( t - s ) f ( s ) d s 

ffW-ff(O) = [tT(t-s)f(s)ds 
Jo 

T(0)u(t) - T(t)u(0) = [ T{t-s)f(s)ds 
Jo 

de donde, 

u(t) = T(t)x+ I T(t-s)f(s)ds, (2.2.6) 
Jo 

como u(-) es continua, entonces (2.2.6) es valida para todo [0,t\. L a unicidad es resultado 

directo de la representation (2.2.6). Esto completa la prueba. 

Se sabe que en general T>(A) ^ X, entonces consideremos la siguiente definicion. 

Definici6n 2.2.2. Sea x £ X y f £ Ll([Q,a) : X). La funcion u £ C([0,o] : X) es una 

solucion debil del problema (2.2.4) si 

u(t) = T(t)uQ + [ T(t- s)f(s)ds, t £ [0, a}. 
Jo 

Observemos que en general una solucion debil del problema (2.2.4) no es una solucion 

clasica. 

Ejemplo 2.2.1. Asumamos que x £ D(A) y que T(to)x <£ D(A) para algun to > Q. 

Consideremos el problema 

u(t) = Au(t) + T(t)x, t>0 

u(0) = 0 

La solucion debil de (2.2.7) es dada por 

u(t) = [ T{t- s)f{s)ds = tT{t)x. 
Jo 

Como T(t)x no es diferenciable (2.2.7) no posee solucion clasica. 

Los siguientes resultados nos proporcionan condiciones sobre / y x de modo que la 

solucion debil sea una solucion clasica. 

Teorema 2.2.1. Sean x £ D(A) y f £ L ^ O , a] : X) D C((0, a) : X) y v £ C([0, a] : X ) la 

funcion definida por 

v(t) = [ T{t- s)f(s)ds, 0<t<a. (2.2.8) 
Jo 

El problema de valor inicial (2.2.4) tiene una solucion clasica i t ( - ) si alguna de las siguientes 

condiciones se verifica: 
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i) v(t) es continuamente diferenciable en (0,a). 

ii) v(t) G D(A) para todo 0 < t < a y Av(-) es continua en (0,a). 

Si (2.2.4) tiene una solution cldsica u(-), entonces v satisface i) y ii). 

Prueba: 

Supongamos que u(-) es solution clasica de (2.2.4), sabemos de la proposition 2.2.1 que esta 

solution esta dada por u(t) = T(t)x+v(t), luego v(t) = u(t)-T(t)x es diferenciable en (0, a) 

y v'(t) = u'(t) - T(t)Ax es continua en (0, a), con esto probamos que v satisface i). Ademas 

como x G D(A), se tiene que T(t)x G D(A) parat > 0, entonces v(t) == u(t)-T(t)x G D(A) 

para 0 < t < a. 

Ahora como 

Av(t) = Au(t) - AT(t)x = u'(t) - f{t) - T(t)Ax 

es continua en (0,o), con esto se prueba que v(-) satisface ii). 

Supongamos ahora que (i) se cumple, para t G (0, a) y h > 0 se tiene t + h G (0, a) y 

T(h)-I T(h)-I r t 

h 
Mt) = T{t-s)f(s)ds 

^ J * T ( t + h- s)f(s)ds - i J* T{t - s)f(s)ds 
r-t 

h 
1 
h 

• rt+h rt+h 

J T{t + h-s)f{s)ds- T(t + h- s)f(s)ds 

- l j t T ( t - 8 ) f { 8 ) d s 

luego, 
n ^ i B ( ( ) _ w « + * ) - . w _ 1 j ^ n t + h _ s ) f i s ) d s , ( 2 . 2 . 9 ) 

Como / es continua y {T(t))t^r, es un C°-semigrupo, entonces el segundo termino del lado 

derecho de la ecuacion (2.2.9) tiene h'mite f{t) cuando h —»• 0. Como v(t) es diferenciable 

en (0, a) de (2.2.9) se tiene que v{t) G D(A) y que Av(t) = v'(t) - f ( t ) para 0 < t < a 

y v(0) = 0, implica que u(t) = T(t)x + v(t) es soluci6n clasica de (2.2.4). Ademas, u(t) 

es continua en [0,a], continuamente diferenciable en (0, a) y u(t) G D(A) para 0 < t < a. 

Ademas se tiene para t G (0,a), 

u'(t) = AT(t)x + v'[t) = AT(t)x + Av(t) + f ( t ) = A(T(t)x + v(t)) + f ( t ) = Au(t) + f(t). 

Ahora supongamos que (ii) se cumple. Como v(t) € D(A) para 0 < t < a, de la continuidad 
d+ 

de / y (2.2.9), se tiene que v(t) es diferenciable por la derecha y se tiene ~^v{t) = Av(t) + 
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d+ 

f(t), y tambien ~^vi^) e s continua en 0 < t < a, pues / y Av(-) son continuas. Concluyendo 

que v(-) es continuamente diferenciable en 0 < t < a y que v'(t) = Av(t) + f(t). Por lo 

tanto u(t) = T(t)x + v(t) es solucion clasica (2.2.4). Luego la prueba esta completa. 

De este teorema resultan los siguientes corolarios. 

Corolario 2.2.1. Si f es continuamente diferenciable sobre [0,a], entonces el problema de 

valor inicial (2.2.4) tiene una solucion clasica para todo x 6 D(A). 

Prueba: 

Sea v(-) la funcion definida en (2.2.8), probaremos que v(-) es continuamente diferenciable 

en (0, a). Sea t G (0, a) y h > 0 tal que t + h G (0, a), luego 

v{t + h)-v(t) i rt+h i rt 
h 

= I L T{-t + h~ s ^ ^ d s ~ i f 0

T ^ ' s ^ ^ d s 

i rh i rt+h 

= - J T(t + h- s)f(s)ds + - J T(t + h- s)f(s)ds -'o 

i jT r ( t - s ) / ( s ) d s 

= i fhT{t)T{h-s)f{s)ds + l [tT{t-s)f(s + h)ds-
n Jo h Jo 

i I T(t - s)f(s)ds 

= T{t)\ fkT{h-s)f(s)ds+ f t T ( t - s ) ^ S + k l ~ f ^ d s , (2.2.10) 
n Jo Jo h 

usando el teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue o el hecho de que / es 

continuamente diferenciable en (0, o), se sigue de (2.2.10) que 

d+ 
dt 

v(t)=T(t)f(Q)+ ftT(t-s)f\s)ds, 
Jo 

^fcv(t) es continua en [0, a]. Luego v(-) es continuamente diferenciable en (0, a) y que 

v'(t) = T(t)f(0)+ [tT(t-s)f'(s)ds. 
Jo 

Por lo tanto, v(-) satisface la condicidn (i) del teorema (2.2.1) y asi el problema de valor 

inicial (2.2.4) tiene una solucion clasica. 

Corolario 2.2.2. Sea f G L x ( [0 ,a ] : X)nC((0,a) : X). Si f(s) G D(A) para s G (0,T] y 

Af G L 1 ( [ 0 , a] : X) entonces para todo x G D{A) el problema de valor inicial (2.2.4) tiene 

una solucion clasica (unica). 

Prueba: 
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Sea v(-) una funcion definida como en (2.2.8). De las hipotesis se tiene que T(t — s)f(s) G 

D(A) para todo s < t < a y que AT(t - s)f(s) = T(t - s)Af(s) es integrable, y como A 

es cerrado y por el lema (1.5.1) tenemos que v(t) G D(A) para todo 0 < t < a se tiene 

Av(t) = A [ T{t- s)f{s)ds= f T(t- s)Af{s)ds, 
Jo Jo 

se concluye que Av(-) es continua en (0, a], luego v(-) satisface la condicion (ii) del teorema 

2.2.1 lo que muestra que tiene una solucion clasica para (2.2.4). 

Por la densidad de V(A) en X y los resultado anteriores se tiene el siguiente teorema. 

Teorema 2.2.2. Sea f G ^ ( [O.a ] : X) y x G X. Si u(-) es solucion debil de (2.24), 

entonces u(-) es el limite uniforme en [0, a] de soluciones cldsicas de (2.2-4)-

Prueba: 

Sean x G X y M,w > 0 tal que \\T(t)\\ < Mewt para t G [0,a]. Sea (x n ) n elN G V(A) tal 

que xn x y (/n)neiN u n a sucesion en C 1 ( [0 , a] : X) tal que / „ —> / en L 1 ( [ 0 , a] : X). Del 

corolario 2.2.1, para cada n > 1, el problema de valor inicial 

w(t) = Aw(t) + fn(t) 

w(0) = xn 

tiene solucion clasica un(-), dada por 

un(t) - T(t)xn + f T(t- s)fn(s) ds, 0 < t < a. 
Jo 

Por otro lado, si u(-) es solucion debil de (2.2.4), entonces 

u(t) = T(t)x + / T(t - s)f(s) ds, 0 < t < a. 
Jo 

Para 0 < t < a, se tiene 

I M t ) - « ( t ) l l < \\T(t)(xn-x)\\+ f \ \ T ( t - s ) ( f n ( 8 ) - f ( s ) ) \ \ d s 
Jo 

< Mewt\\xn - x\\ + f M e w ^ \\fn{s) - f{s)\\ ds 
Jo 

< Mewt (\\xn - x\\ + £ \\fn(s) - f(s)\\ ds^j , 

de donde un —> u en C([0,a] : X), con lo que se completa la prueba. 

Ahora estudiaremos el concepto de solucion fuerte para (2.2.4). 

Definici6n 2.2.3. Una funcion u G C([0,a] : X) es una solucion fuerte de (2.2-4), s* u( ) 

es diferenciable c.t.p. en [0, a], ii G Z^QOja] : X), u(0) — x y u(t) = Au(t) + f ( t ) c.t.p. en 

[0,a]. 
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L a solucion clasica de (2.2.4) es una soluci6n fuerte. Por otro lado, si A = 0 y / G L 1 ( [0 , a] : 

X), pero / ^ C([0, a] : X), la funcion u(t) = x + f(s)ds, x G X es una solucion fuerte 
Jo 

de (2.2.4), pero no es clasica. 

Como en el caso de soluciones clasicas, estudiaremos las condiciones suficientes para 

que una solucion debil sea una solucion fuerte. 

Teorema 2.2.3. Sean x G D(A), f G ^([O.o] : X) y v(-) G C([0,a] : X) la funcion 

definida por 

v ( t ) = T[t- s)f{s)ds, 0<t<a. 
Jo 

El problema de valor inicial (2.2-4) tiene una solucion fuerte, si alguna de las siguientes 

condiciones es verificable: 

i) v(t) es diferenciable c.t.p. en [0, a] y v(t) G L 1 ( [ 0 , a] : X). 

ii) v(t) G D(A) c.t.p. en [0,a] y Av(-) G Ll([0,a] : X). 

Si (2.2.4) tiene solucion fuerte v(t), entonces satisface la condicion i) y ii). 

Prueba: 

L a prueba es similar al teorema (2.2.1), basta observar el termino 

rt+h 

It 

c.t.p. sobre [0, a], pues / G L 1 ( [ 0 , a] : X). 

1 ft+h 

-J T(t + h- s)f(s)ds -> f ( t ) 

2.3. E l problema de valor inicial semilineal 

En esta seccion estudiaremos el problema de valor inicial semilineal de la forma 

u(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t0<t<a 

u(t0) — u0, uo G X, 

donde A : V(A) —> X es el generador infinitesimal de un C°-semigrupo (T(t))t^o para 

T(t) — e t A en un espacio de Banach X y / : U —>• X una funcion continua, donde U es un 

subconjunto abierto de R x X y (tfo^o) G U. 

Por analogfa al problema de valor inicial (2.2.4), adoptamos las siguientes definiciones. 

Definicion 2.3.1. La funcion u G C(\tQ,t\] : X), 0 < t\ < a es solucion clasica del pro

blema de valor inicial (2.3.12) en (0 ,£i), si u(-) es continuamente diferenciable en (to,t\); 

u(t) G D(A) para todo to < t < t\ y (2.3.12) es satisfecha en [Q,t\). 
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Si / € C([to,a] : X) y u G C([to, a] : X) es una solucion clasica de (2.3.12), dela proposition 

(2.2.1) tenemos que 

u{t) = T{t - t0)u0 + f T(t-s)f(s,u(s))ds, te[t0,a}. (2.3.13) 
Jt0 

Definici6n 2.3.2. La funcidn u G C([to,t{\ : X), 0 < t\ < a se llama solucion debil del 

problema de valor inicial (2.3.12) en [to,ti], si u satisface (2.3.13) en [̂ o, *i]• 

Definicion 2.3.3. La funcidn u G C([£o,£i] : X), 0 < t < a es llamada solution fuerte del 

problema de valor initial (2.3.12) si ii G L 1 ( [ io , t i ] : X), u(0) = UQ y la ecuacion (2.3.12) 

es satisfecha c.t.p. en t G [ioi^i]-

E l siguiente teorema establece la existencia y unicidad de soluciones debiles de (2.3.12) 

cuando / es de Lipschitz. 

Teorema 2.3.1. Sea f : [to, a] x X —»• X una funcidn continua en [to, a] y uniformemente 

Lipschitz en X; es decir, supongamos que existe L > 0 tal que para todo x,y G X 

\\f(t,x)-f(t,y)\\<L\\x-y\\. 

Entonces existe una unica solution debil del problema de valor inicial (2.3.12) para todo 

UQ G X. Ademas, la aplicacion UQ —> u(-,uo) es Lipschitz de X en C([to,a] : X). 

Prueba: 

En el espacio C([io,a] : X) dotado con la norma de la convergencia uniforme \\u\\ = 

sup ||u(s)||, definimos la funcion F : C([to, a] : X) —> C([to, a] : X) dado por 
sG[to,o] 

Fu{t) = T{t-t0)u0+ [ T(t- s)f{s,u{s))ds, te[t0,a] (2.3.14) 
Jto 

Mostraremos que F es una contraction en C([io,a] : X). Sea M = sup ||T(£)|| y fijemos 
te[t0,a] 

u,veC([t0,a] :X). 

De la definicion de F, tenemos para t G [to, a] que 

\\Fu(t) - Fv(t)\\ = f T(t-s){f(s,u(s))-f(s,v(s)))ds 
Jto 

flint-s)\\\\f(sMs))-f{8Ms))\\ds 
Jt0 

< ML I l\u(s) - v(s)Hds 
Jt0 

ft 
< 

< ML(t-t0)\\u-v\\. 
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Similarmente para 

\F2u(t) - F2v(t)\\ = \\F(Fu(t)) - F(Fv(t))\\ 

= I T(t-s)(f(s.Fu(s))- f(s,Fv(s)))ds 
Jt0 

< [ \\T(t-S)\\\\f(S,Fu(s))-f(s,Fv(s))\\ds 
Jt0 

< ML\\Fu(s)- Fv(s)\\ds 
to 

f 
Jt0 

< M2L2 

< / MzLls\\u - v\\ds 
' t 0 

:(t-t0)2 

u-v 

y asi 

\F2u-F2v\\ =M2L2 (< - to)' 
\u — v\ 

se sigue, por induction matematica que 

\\Fnu(t) - Fnv{t)\\ < ( M L ^ ~ \\u - v\\, n e l N , te[t0,a}. (2.3.15) 

n! 
En efecto, supongamos que la desigualdad (2.3.15) es satisfecha para n — 1, entonces 

\\Fnu{t) - Fnv{t)\\ = \\F ( F " _ 1 ) u(t) - F ( F " _ 1 ) v{t)\\ 

< f \\T{t - s)\\ ||/ {s,Fn-'u(s)) - / {s,Fn-lv(s))\\ ds 
Jt0 

< ML [ \\Fn-1u{s)-Fn-1v(s)\\ds 
Jt0 

'L 

(ML(t-t0))n. 

v n - l < M L / ' ( M ^ - . o ) ) ' 

It - V : 

n! 
Luego, obtenemos (2.3.15) para todo n e IN. Como consecuencia, 

\\Fnu — Fnv\\ < ( M ^ n \ \ u - v \ \ , n e l N . 

Como para n suficientemente grande se tiene < \ p o r e\ Principio de Contraction 
n\ 

de Banach, podemos asumir que Fn posee un unico punto fijo U(-,UQ) € C([to,a] : X), lo 

que implica que u(-) es tambien punto fijo de F y como consecuencia es una solucion debil 

de (2.3.12). 
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Si u(-,uo) representa la solucion debil de (2.3.12) con u(to) = u0, entonces para UQ,VQ G X, 

se tiene que 

\\u(t,u0)-u{t,vo)\\ < ||r(t-t 0)||||«o-^|| + 

I \\T(t - s)\\\\f(s,u(s,u0)) - f(s,v(s,v0))\\ds 
Jto 

< M\\UQ - VQ\\ + ML / \\u(s,u0)-v{s,v0)\\ds 
Jt0 

por la desigualdad de Gronwall-Bellman, se tiene 

K t . u o ) - u(t, v0)\\ < M e M L ^ \ \ u 0 -v0\\. 

Por lo tanto, 

IN - ,uo ) -«(- , i /o ) | |oo ^ M e M i ( a - * ° ) | K - ^ o | | , 

esto muestra que la aplicacion UQ —> U(-,UQ) es Lipschitz de X en C([to, a] : X) y que la 

solucion debil de (2.3.12) es unica. 

Corolario 2.3.1. Sea g G C([io,o] : X) y supongamos que se verifican las condiciones del 

teorema 2.3.1. Entonces la ecuacion integral 

w(t) = g(t) + f T(t- s)f(s, w(s))ds, t G [t0, a] 
Jt0 

tiene una unica solucion w G C([to,o] : X). 

Prueba: 
L a prueba es analoga al teorema 2.3.1, basta definir la funcion 

Fu{t) = g{t) + f T(t- s)f(s,u(s))ds. 
Jt0 

La condicion uniforme de Lipschitz de la funcion / en el teorema 2.3.1 garantiza la exis-

tencia de una solucion debil global de (2.3.12), o sea, defmida en todo [to, a]. Asumiendo 

que / satisface apenas una condicion local de Lipschitz en X, uniformemente para t en 

intervalos acotados, se puede mostrar la existencia de una solucion local. 

Para demostrar el siguiente teorema necesitamos los siguientes lemas. 

Lema 2.3.1. Sea UQ G D(A) y f G C 1([io,a] x X : X). Si u(-) es una solucion debil de 

(2.3.12), entonces u(-) es Lipschitz sobre [to, a}. 
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Prueba: 

Como / es continuamente diferenciable, entonces / es Lipschitz en [to, a] x K para cada 

K C X compacto. E n particular, existe Lf > 0 tal que 

para todo t\,t2,t, s e [to, a]. 

Sea u(-) = u(-,uo) solucion debil de (2.3.12) y M y N constantes positivas dadas por 

para t 6 [to, a) y h > 0 tal que t + h G [*o, a]. 

De la definition 2.3.2, se tiene que 

u(t + h) - u(t) 
rt+h rt 

= T{t + h- t0)u0 + T{t + h- s)f{s, u{s))ds - T[t - t0)u0 - T{t - s)f{s, u{s))ds 
•Jto Jto 

= T(t + h- t0)u0 - T{t - t0)uo + [ T{t- s)f(s + h, u(s + h))ds + 

\\f{h,u{t)) - / ( t 2 , u ( s ) ) | | < Lf {\h - t2\ + \\u(t) - u(s)\\), 

M= sup | | T ( 0 | | , N= sup | | / ( t , u ( 0 ) | | 
te[to,a] te[to,a] 

y fijemos un C\ > 0 tal que 

l i r ( t + /»)uo-r ( t )uol l < Cih, 

T(t + h- s)f(s,u(s))ds+ / T ( t - s ) ( f ( s + h,u(s + h))-f(s,u{s)))ds. 

T(t + h-s)f(s,u(s))ds- / T(t- s)f(s,u(s))ds 

T(t - s)f(s + h, u(s + h))ds + 

Tomando norma se tiene 

II u(t + h)-u(t)\\ 
•to 

t+h 

to 
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Por la desigualdad de Gronwall-Bellman se tiene que 

\\u(t + h) - u(t)\\ < (d + 2MN + MLfT)eMLftiodsh 

< (Ci + 2MN + MLfT) heaMLf 

Esto prueba que u(-) es Lipschitz sobre [toi ci]. 

Haciendo una analogfa como en el problema homogeneo, una solucion debil no necesaria-

mente es una solucion clasica. E l siguiente teorema establece condiciones sobre las cuales 

una solucion debil es solucion clasica. Para demostrar esto necesitamos algunas notaciones 

y resultados previos. 

Sean • ||) y (X2, || • ||) espacios de Banach y p : [to, 5} x X\ —> X2 una funcidn 

diferenciable. 

Para t G [to, S], s 6 I t con t + s e [to, d~] y x, y G X\, introducimos la siguiente descomposi-

cion 
d d 

p{t + s,x + y)- pit, x) = Q^p{t, x)s + Q^p(t, x)y + Rip, t, x, y, s) 

donde P ( ^ ' X ; ) | j ' S ) l 1 -> 0, cuando - \s\ + \\y\\ -> 0. 

Lema 2.3.2. Sea g : [to, a] x X -> X continuamente diferenciable K, S C X compactos 

con 0 G S. Entonces, dado e > 0 existe 5 > 0 tal que para todo (t,x) G [to, a] x K y 

(s,y) G [-1,1] x S cont + s G [to,a], 
\[Rig,it,x),js,y))[[ 

\\(s,y)\\ 

si0<\\is,y)\\ = \s\ + \\y\\<5. 

Prueba: 
Para (t, x) G [to, a] x K y (s, y) G [-1,1] x S con t + s G [to, a], se tiene 

d d 
git + s,x + y)- git, x) - —git + s)s - ^;S(*> x)y 

l 

= J ^git + TS,x + ry)dT-—g(t + s)s-—git,x)y 
0 

l 
/* f Q d Q & "\ 

= / ( -Qt9it + TS,X + ry)s + —g(t + TS,X + ry)y - -^g(t, x)s - Q-g(t, x)v) dr 

V ~ ~ - i H ~ y ( i ™ - * « ) -
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d(j d 

Como las funciones — y ^ - son continuas y el conjunto U = ([to, a] + [0,1] x [—1,1]) x 

(K + [0,1] x S) es compacto, existe 5 > 0 tal que para todo ( s , x ) , (s, x) G U con s , s g [to, a] 
dg,~~ dg _ ( , , * ) - _ ( , , * ) < e 

d9,~ ^ dg _ ( , , * ) - _ ( , , x ) < e, 
cuando |s - s| < 5 y ||x — x| | < 5. Luego, para todo (t, x) G [to, a] x K y todo (s,y) G 

[-1,1] x 5 con t + s G [t0,T] y 0 < ||(s,?/)|| = |s| + ||y|| < 5 obtenemos 

I I d d 

\g(t + s,x + y)- g(t, x) - —g(t, x)s - g^9(t, x)y 

< f 1 I I 9 u ^ 9 ^ . 
Jo \\-Qt9(t + TS,x + Ty) -—g(t,x) 

dx^ 

dV 

f 1 I I 9 l ± d l ± . 
Jo \\Tx9{t + T S ' x + T y ) - T x g { t > x ) 

s\dr + 

WvWdr 

< c N + c |M| = e ( | S | + | M | ) , 

probando el resultado. 

Ahora enunciaremos el teorema de regularidad de soluciones. 

Teorema 2.3.2. Sea UQ G D(A) y f : [to, a] x X —> X continuamente diferenciable en 

[to, a] x X. Si u(-) es una solution debil de (2.3.12) en [0, a], entonces u(-) es una solution 

clasica de (2.3.12) en [0,a]. 

Prueba: 

Sea 

u(t) = T(t - t0)u0 + f T(t- s)f(s, u(s))ds, t e [to, a] 
Jto 

y t\ < a. Mostremos que esta solucion debil es continuamente diferenciable en [io.^i]-

Veamos que si u( ) fuese diferenciable, usamos el hecho de que / es continuamente dife

renciable y las mismas ideas de la prueba del corolario (2.2.1) tenemos 

ii(t) = AT(t-tQ)uo + T(t-t0)f(t0,u(to)) +f T(t-s)^-sf(s,u(s))ds + 

f 
Jto 

'to 
t d 

T(t - s)—f(s,u(s))u(s)ds, t G [ to. i i ] 

para demostrar que u(-) es continuamente diferenciable en [ to , i i ] , tomemos w(-) siendo 

una solucion de la ecuacion integral 

w(t) = g(t) +J^T(t-s)~f(s,u(s))w(s)ds, t€[t0,h], (2.3.16) 

donde 

g(t) = AT(t - t o H + T(t - t 0 ) f ( t 0 , u(t0)) + j f T(t - s)-^f(s, u(s))ds. 
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L a existencia de w(-) es debido al corolario 2.3.1, de las hipotesis tenemos que g £ C([to, t\] : 
d 3 

X) y —f(t,u(t))w(t) es continua en [to,*i], ademas —f(t,u(t))w(t) es uniformemente 
du 

Lipschitz en X, en efecto 

d 
duf{t,u{t))w(t) - —f(t,u{t))v{t) < 

d 
T u f [ t , u { t ) ) \w(t)-v(t)\\ 

< N\\w-v\\, te[t0,ti], 

donde N = max { : s £ [to,ti] } , lo que muestra que las hipotesis del coro

lario 2.3.1 son satisfechas. 

Ahora mostraremos que u(t) = w(t) para [io,<i]- Si t £ [to,ti[y h > 0 tal que t+h e~[to>*i]i 

entonces se tiene 

u{t + h)- u{t) 
h -w{t) 

l 1 r + n l 
= -^T{t + h- t0)u0 + f i j t T(t + h- s)f(s, u{s))ds - -T(t - t0)u0 -

\ l i T { t - s ) f { s . u { s ) ) d s - w { t ) 
h J t 0 

1 1 /'*0+'1 

= - (T(t + h- t0)u0 - T(t - t 0)uo) + - / T(t + h- s)f(s, u(s))ds + 

1 /"* 
- / T(t-s){f{s + h,u{s + h))-f{s,u(s)))ds-w{t) 
n Jto 
1 1 /' t°+' 1 

= - (T(t + h- « 0)«o - T(t - t0)u0) + - T(t + h- s)f(s, u(s))ds + 
h h Jt0 

l j t

T ( t - s ) ( /̂(s> u ( s ) ) h
 +

 u ( s ) ) i u ( s + h)~ u ( s ) ) + R ( s ) s j d s ~ *>(*). 

donde R(s) — R(s,u(s),h,u(s + h) — u(s)) es la funcion introducida antes del teorema, 

luego sustituyendo w(t) tenemos que 

u(t + h) - u(t) _ = h T ( t + h _ t o ) u Q _ T ( t _ t Q ) u o ) + A T ( t _ t o ) u Q + 

h h 
1 fl 

— / T{t - s)R(s,u{s),h,u(s + h) - u(s)) ds + 
h J t 0 

i rto+h 
- T(t + h- s)f(s,u(s)) ds - T(t - t 0)/(to,u(*o)) + 
hJtn 

l S l T i t - S ) l - u ' M S ) ) 
u(s + h) - u(s) 

— v)(s) ) ds 
h v" duJ v " ' V h 

Tomando norma vemos que los tres primeros terminos del lado derecho de la ultima igual-

dad tienden a cero cuando h —> 0. Para el primer termino A es el generador infinitesimal 

de un C°-semigrupo (T(t))t^o- Para el segundo termino observamos de los lemas 2.3.1 y 

2.3.2 que 

/ 
Jto 

\\R(s,u(s),h,u{s + h) - u{s))\\ 
h 

ds -» 0, cuando h —> 0. 
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Para el tercer termino observamos que 
rto+h 

< 

rio+n 
- T(t + h- s)f(s, u(s))ds - T(t - <o)/(*o, «(*o)) 
n Jto 

^ rto+h 
- jf (T{t + h- s)f(s, u(s)) - T(t - t 0 ) f ( t 0 , u{t0))) ds 

i rto+h 
_ j f \\T{t + h-8)\\ \\f(sMs))-f(toMto))\\ds + 

j rto+h 
- || T{t + h~ s ) f { t 0 , u{t0)) - T(t - to)f{t0, u{to)) || ds. 

Como las funciones s —> f(s,u(s)) y s - > T( f + /i - s)f(to,u(to)) son continuas, entonces 

el lado derecho de esta desigualdad tiende a cero cuando h —> 0. 

Ademas, para 

d 
M= max \\T(t-s)\\ y N = max ( 

*e[to,*i] (. cfrj /(*>«(*)) : s € M l ] } 

se tiene 

/ 
Jtr 

TV* \ 9 t( I W ( U ( S + h) ~ U(S) l \ \ J 
T(t - s)-^f(s,u{s)) I w(s) ) ds 

< MN f 
Jt0 

u(s + h) — u(s) 
h 

w(s) 

h 

ds. 

Luego, 

u(t + h)~ u{t) 
h 

w(t) < e{h) + MN f 
Jto 

u(s + h) - u(s) 
w(s) ds, 

donde e(h) —> 0 cuando h —> 0. Por la desigualdad de Gronwall-Bellman tenemos 

u(t + h) - u(t) 

y asi tenemos que 

h 

u(t + h) - u(t) 

w(t) 

h 
-w(t) 

< e(h)eMN^-t0\ 

-» 0, cuando h—t 0. 

Asi, u(-) es diferenciable en [to,ti) y u(t) = w(t) para t € [to,ti). Por lo tanto, u(-) es 

continuamente diferenciable en [to,t\), pues t\ es arbitrario. 

Como uy f son continuamente diferenciables en [to, t\], entonces s —> f(s, u(s)) y pertenece 

a C 1 . Por el corolario 2.3.1, se tiene que la funcion 

v{t)= T(t - s)u0 + I T{t- s)f{s,u{s))ds 
Jt0 

es solucion clasica del problema de valor inicial 

x(t) = Ax(t) + f(t,u(t,) 

x(to) = uQ. 
(2.3.17) 
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Por la unicidad de solucion debil para (2.3.17) se sigue que u = v en [to, t\]. Lo que permite 

concluir que u(-) es una solucion clasica de (2.3.12) en [£o, a]-

Ahora estudiaremos la existencia de solucion debil para (2.3.12) usando el clasico teo

rema del Punto Fijo de Schauder, para empezar introducimos la siguiente definicion. 

Definici6n 2.3.4. Un semigrupo juertemente continuo de operadores lineales acotados 

(T{t))t^o en X es compacto para to > 0 si T(t) es compacto para todo t > to- Diremos que 

(T(t))t^o es compacto si es compacto para t > 0. 

Teorema 2.3.3. Sea U C X abierto, UQ £ U y f : [0, o) x U —> U continua y asumamos 

que el semigrupo {T{t))t^o es compacto con generador infinitesimal A. Entonces para cada 

uo £ U, existe 0 < t\ = t\(uo) < a tal que el problema de valor inicial (2.3.12) tiene una 

solucion debil u £ C([0, t i ] : X). 

Estamos interesados en soluciones locales y asumiremos que a > 0. Sea M > 0 tal que 

IÎ XOH - M para todo 0 < t < a. Como / ( • ) es continua, podemos fijar 0 < t' < a, 

N > 0 y p > 0 tal que Bp(uo) = {v : \\v - UQ\\ < p] C U y ||/(s,t>)|| < N para todo 

(s,v) G [0,t'\ x Bp(uo). Fijemos ahora 0 < t" < t' tal que [\T(t)uo - uo\\ < ^ para todo 

Sea Y = C([0,h] : X) y Y0 = {u G Y : u(0) = u0,u(t) £ Bp(u0),0 < t < ti} con la 

topologia de la convergencia uniforme. Vemos que YQ es un subconjunto limitado, cerrado 

y convexo de Y. 

Definimos la aplicacion F : YQ —> Y por 

Si F tiene un punto fijo, entonces el problema (2.3.12) tiene una solucion debil en C([0, t\] : 

X). Para mostrar que F tiene un punto fijo en Y usaremos el clasico teorema del Punto 

Fijo de Schauder. Asl, mostraremos que F es una aplicacion continua con valores en F(YQ), 

que el conjunto F(Yo){t) = {Fu(t) : u £ YQ} es relativamente compacto en X para todo 

t £ [0,ti] y que FYQ = {Fu : u £ YQ} es equicontinuo en [0,*i], estudiaremos cada una de 

estas propiedades por separado. 

(a) F ( ) es continua en YQ. 

Veamos que F(Yo) C lo- Sea u £ F(YQ) , entonces u(s) £ BP(UQ) para todo 5 £ [0,ti] y 

\\f(s,u(s))\\ < eN para s £ [0,ti\. Luego, por definicion de F tenemos 

Prueba: 
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| | F « ( 0 - « o | | < \\T(t)uQ - uQ\\ + f T(t-s)f(s,u(s))ds 
Jo 

< 

< 7: + ( l MNds 
Jo 

< 

< 

lo que implica que u(t) G BP(UQ) para todo t G [0,£i], luego Fu e YQ. 

Veamos ahora que u(t) G BP(UQ) es completamente continua. Sea (un)ne^ una sucesion en 

Yr, y u G YQ tal que un —> ^ en YQ. De la definicion de F, se tiene 

Como / es continua, f(s,un(s)) -> f(s,u(s)) para todo s G [0, a] cuando n —> 00. Ademas 

f{s,un(s)) es uniformemente acotada para n G IN y s G [0, a]. Entonces por el teorema de 

la Convergencia Dominada (de Lebesgue) conclui'mos que G{un,u) —> 0 cuando n -» 00, 

lo que demuestra que Fun -* en Fo-

Probemos ahora que F(YQ) es relativamente compacto en Y. 

(b) E l conjunto F(Yb)(£) = {Fu(t) : u G YQ) es relativamente compacto en X para todo 

Para £ = 0 tenemos F(Yo)(0) = {UQ), que es compacto. 

Luego, para 0 < t < t\, tomemos e > 0 tal que 0 < e < t y sea 5 = MN(t\ — e). Si u G YQ, 

t G [0,ti]. 

entonces 

T{t)u0+ f T{t-s)f{s,u(s))ds+ I T{t-s)f(s,u(s))ds 

(2.3.18) 
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como 

/ eT(t-s-t)f(s,u(s))ds < [ * \\T(t-s-e)\\\\f(S,u(s))\\ds 
Jo Jo 

< MN(h -e) = 5 

para s £ [0,h] de (2.3.18) se sigue que 

Fu{t) e {T(t)u0} + T(t)Bs(0, X) + Ct, 

donde C€ C X y diam(C e) < MNt. Como T(e) es compacto y e es arbitrario, podemos 

concluir que F(Yo){t) es totalmente limitada y en consecuencia, relativamente compacto 

en X, para todo t £ [0, ti]. 

(c) E l conjunto de funciones F(YQ) = {Fu : u £ Fo} es equicontinuo en [0, <i]. 

Sea 0 < e < t < t\. Como (T(t))t^o continuo en (0,t i] , existe 0 < 5 < e tal que 

\\T(s) — T(s')\\ < e para todo s, s' £ [e, t] tal que \s — s'\ < 5. Con estas condiciones para 

u £ YQ y 0 < h < 5 se tiene que 

\\Fu(t + h)-Fu{t)\\ 
t+h rt+n rt 

T(t + h)u0+ / T(t + h-s)f(s,u(s))ds-T(t)u0 - / T(t - s)f(s,u(s))ds 
Jo Jo 

< \\T(t)(T(h)-I)u0\\+ I ' \\T(t-s)-T{t + h-s)\\\\f(s, u(s))\\ds + 
Jo 

ft ft+h 
/ \\T(t-s)-T(t + h-s)\\\\f{sMs))\\ds+ / 1 1 ^ + ^ -5 )1111 / ( 5^ (5 ) )^ 

Jt-t Jt 

rt rt+h 
T[- - ; : : : : / ; . ; :::ts 

-e 
< M\\(T(h)-I)uQ\\ + MN{t-t) + MNt + MNh. (2.3.19) 

Vemos que el lado derecho de (2.3.19) es independiente de u £ Yo, podemos concluir que 

F(Yo) es equicontinuo a la derecha en t. Usando argumentos similares, podemos mostrar 

que F(YQ) es equicontinuo a izquierda en t 6 (0, t\] y a la derecha en t = 0. Esto prueba 

que F(YQ) es equicontinuo en [0, ti], 

Del teorema de Ascoli-Arzela y de (a), (6) y (c), se sigue que F(YQ) es compacto. Luego 

F(-) es una aplicacion completamente continua. 

Por ultimo el teorema del Punto Fijo de Schauder, garantiza que F tiene un punto fijo u{-) 

en Yo, lo que prueba que u(-) es una solucion debil de (2.3.12), lo que completa la prueba 

del teorema (2.3.3). 
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Capitulo 3 

Aplicaciones de algunas ecuaciones 

semilineales de evolucion 

E n este capitulo estudiamos dos aplicaciones del problema de evolucion semilineal. 

3.1. Aplicacion 1: Ecuacion de evolucion semilineal de segun

do orden 

Consideramos la ecuacion de evolucion de la forma (2.3.12), donde / satisface las hipote-

sis del teorema (2.3.1). 

Estudiaremos la existencia de soluciones debiles de la ecuacion diferencial de segundo orden 

de la forma 

en un espacio de Hilbert real H con producto escalar (•, •) y norma | • |. 
Q 

Haciendo el cambio de variable —u = v en (3.1.1) la ecuacion es equivalente al sistema de 

primer orden 

(3.1.1) 

du 
dt 

v 
(3.1.2) 

Bu - h(v) - f2(u) + / 3 ( t ) , (uo, VQ) G X. 

o como una ecuacion de evolucion abstracta 

w = Aw + f(t,w) 

wo = {UQ,V0)€X, 
(3.1.3) 

donde w = (u,v), Aw = (v,Bu), f(t,w) = (0, - f2(u) + / 3 ( t ) ) . 
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Para el operador B : V(B) c H —> H tenemos los siguientes lemas. 

Lema 3.1.1. B es cerrado con dominio denso. 

Prueba: 

Se prueba que B es un operador lineal cerrado y T>(B) H (D{B) esta contenido densa-

mente y continuamente en H). 

Lema 3.1.2. B es autoadjunto y definido negativo. 

Prueba: 

(Bu,v) - -(u,Bv) 

1. B es biyectivo. E n la norma | • | de H, es decir, Bu = 0 <-> \Bu\ = 0 < 4 i i = 0 y s i 

v G H, entonces existe u G V(B) tal que Bu — v. 

2. B es lineal. Sean u\,U2 G T>(B) y las constantes a, (3 G R tal que 

B(au\ + 0U2) = aBu\ + j3Bu2-

3. B es continuo, acotado y definido negativo. 

{Bu,u) < - A | u | 2 , para todou G V{B). 

Lema 3.1.3. V{A) es denso en X — P ( ( — x H con el producto interno 

{(u,v),(u,v)) = ( ( - J 3 ) * u , ( - S ) 5 « ) + (v,v) 

yV(A) = V(-B)xV((-B)12). 

Prueba: 

Se prueba que A es cerrado con inclusion continua en H. 

Como X>((—5)2) es denso en H, entonces V{A) es denso en X. 

Si (un, vn) es una susecion en T>(A) tal que (un, vn) —> (u, v) y A(un, vn) —> (u, v), entonces 

un —> u en V{{—B)^) , vn —>• v en H 

vn -> u en V((-B)2) , Bun -> v en i f 

Como la inclusion de X>((-jB)^) en es continua, entonces u = i>,tambien como un G T>(B) 

y B es cerrado, se tiene que u G 2?(.B) y Bu — v. 

Luego, (u, v) = (v,Bu) = A(u,v), lo que prueba que A es cerrado. 
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Lema 3.1.4. A es autoadjunto, adernds A y —A son disipativos. 

Prueba: 

Sea w = (u,v) € T>(A) y z = (x,y) e V(A), entonces 

(Aw,z) = (A(u,v),(x,y)) 

= {{v,Bu),(x,y)) 

= ((-B)12v,(-B)12x) + (Bu,y) 

= (v,-Bx)- ({-B)h(-B)l2U,y) 

= -((-B)*u,(-B)$y)-(v,Bx) 

= -((u,v),(y,Bx)) 

= {{u,v),-{y,Bx)) 

= (w,-A{x,y)) 

= (w,-Az). 

Luego, A* = —A y que (Aw,w) = 0, para todo w e T>(A). 

Proposici6n 3.1.1. A es el generador infinitesimal de un semigrupo fuertemente continuo. 

Prueba: 

Por el lema 3.1.3 y el lema 3.1.4 se prueba que A es el generador infinitesimal de una 

semigrupo fuertemente continuo. 

Si f i : H —> H y f 2 • V(—B)5 —> H son localmente Lipschitzianas; es decir, existen r y s 

reales tales que 

\fi(Vi) - fi(v2)\ < r\vi-v2\ 

I/2(«i) - f2{u2)\ < s\ui-u2\ 

y fs : R —>• H es continua en R , entonces dado WQ = (UQ,VQ) e P ( — B ) 2 x H y f(t,w) 6 

Cl([tQ,o] x X : X) existe una unica solucion debil por el teorema 2.3.1 w(t) = (u(t),v(t)) 

de w = Aw + f(t,w) definida en [0, a] con a > 0 y a = a(ua, vo) que satisface las hipdtesis 

del teorema (2.3.1). 

Ahora definamos el funcional F : X -> R tal que 

F(u,v) = ±\v\2 + ^\(-B)1/2u\2 + 2a(u,v) + g(u) 

donde g : V(—B)^ -> R con T > 0, f2(u) = Vg(u) y la forma cuadratica F(u, v) - g(u) es 

equivalente a la norma de X 

F(u,v) - g{u) = ^\v\2 + i | ( - 5 ) 3 « | 2 + 2a{u,v) 
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Teorema 3.1.1. El sistema 

du 

dt = V 

dv 
^ = Bu-h{v)-f2{u) + h(t) 

para / i , / 2 localmente Lipschitz, / 3 continua y ademds satisfaciendo las siguientes condi

ciones: 

1. existe una funcion g : V(—B)2 —> R de clase C1 acotada inferiormente tal que 

f2{u) — Vfj('u) con relacion al producto escalar de H, 

2. para todo u € T>(—B)2, existen e > 0 y rt > 0 tal que g(u) < e\u\2 + rt, 

3- {u, /2O-O) esta acotada inferiormente en T>(—B)1/2, 

4- existen constantes a,fi > 0 tales que a\v\2 < (v,fi(v)) , < /3\v\ y / i ( 0 ) = 0, 

para todo v € H, 

5. la funcion / 3 : R —> H es acotada. 

Es limitado disipativo. 

Los siguientes lemas seran utiles en la demostracion del teorema. 

Lema 3.1.5. La funcion g : T>(—B)i —> R es de clase C 1 y acotada inferiormente tal que 

h(u) = V<7(u) y existen e > 0 y r e > 0 tal que, para todo u G V(-B)^ 

g(u) < e\u\2 + r £ . 

Luego la forma cuadrdtica F(u, v) — g(u) esta acotada. 

Prueba: 

Veamos que la forma cuadratica F(u,v) - g(u) sea equivalente a la norma de X. 

Se tiene que 

F(u,v)-g(u) = l-\v\2 + l - \ { - B ) 1 2 u \ 2 -2a{u,v) 

> 1-\v\2+1-\(-B)hu\2-2a\u\\v\ 

> \\V\2 + \ \ ( - B M - ^ \ { - B M V \ , 
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de la ultima desigualdad, el lado derecho sera una forma cuadratica positiva definida si 
1 « 2 „ j • 2 A 

— > 0; es decir, a < —, y se tiene 
4 A 4 

F(u,v)-g(u) > I|t,p + I | ( - 5 ) 3 U | 2 - - ^ ( | ( - S ) ^ | 2 + H 2 ) 

* G - ^ ) ( M a + ^ * « l a ) 
= ^ ( I ^ + K - ^ ^ I 2 ) . 

d o n d e L l = ^ - ^ -
Por otro lado, 

F ( « , v ) - p ( « ) < | b | 2 + | l ( - ^ ) ^ | 2 + 2a<ii, 

< \\v\2+ \\{-B)U\* + ^=\{-B)U\\v\ 
A A \J A l 

< 
- 2 

^ H 2 + \\(-B)lu\2 + ^ = ( l ( - s ) M 2 + H 2 ) 

* G + i r ) ( H 2 + i ( - ^ 1 2 ) 

= L 2 ( H 2 + | ( - 5 ) ^ | 2 ) , 

, r 1 ° 
donde L2 — - + —j= • 

2 v A 
Tomando a > 0 con a 2 < —, existen constantes L i > 0 y L2 > 0 tales que 

L i ( H 2 + | ( - £ ) 5 U | 2 ) < F(t*,v) - 5 ( u ) < L 2 (|V | 2 + | ( - £ ) M 2 ) , 

para cualquier w = (u,v) £ X. 

Por las hipotesis (1) y (2), existe una constante K tal que g(u) > —K, luego para todo 

u £ V{-B)^ se tiene 

LX (\v\2 + | ( - £ ) 5 W | 2 ) -K< F(u,v) < (L2 - ^ ) ( | f | 2 + | ( - 5 ) 5 « | 2 ) + r £ (3.1.4) 

para todo (u,v) £ X . 

Lema 3.1.6. El par (u(t),v(t)) con las hipotesis del teorema (3.1.1) es una solucion debil 

dew = Aw + f(t,w). 

Prueba: 

Sea (u(t),v(t)) una solucion fuerte de (3.1.3), entonces la derivada de F a lo largo de 

(u(t),v(t)) esta dada por 
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d 

-F(u(t),v(t)) = (v(t),v(t)) + {(-B)l2u(t),(-B)h(t)) + 2a(u(t),v(t)) + 2a(u(t),v(t)) 

+(Vg(u(t)),u(t)) 

= (v,Bu - h{v) - f2(u) + h{t)) + ((-B)*u, ( - B ) M 

+2a{u,Bu - h(v) - f2(u) + f3{t)) + 2a(v,v) + (f2{u),v) 

= (Bu,v) - (vjiiv)} + (v,f3(t)) + (-Bu,v)+2a(u,Bv,) - 2a(uJl(v)) 

-2a(u, f2{u)) + 2o(u, f3(t)) + 2a\v\2 

= 2a\v\2 - {v., h{v)) + 2a(u, Bu) - 2a(u, h{v)) - 2a(u, f2(u)) + (v, f3{t)) 

+2a(u,f3(t)). 

Como (v,fi(v)) > a\v\2 y \(u,fi(v))\ < < P\u\\v\, se tiene 

d 
-F{u(t),v{t)) < (2a - a)\v\2 + 2a(3\u\\v\ + 2a(u, Bu) - 2a{u, f2{u)) + {v, f3(t)) + 2a(u, f3(t)) 

< (2a - a)\v\2 + ^l\(-B)h\\v\ - 2a\(-B)l*u\2 - 2a(u, f2(u)) + (vj3(t)) 

+2a(u,f3(t)). 

Escogiendo a > 0 se tiene 

(2a - a)\v\2 + ^L\(-B)*u\\v\ - 2 a | ( - B ) ^ | 2 < -9(\v\2 + \(-B)l2U\2) 
v A 

para algun 9 > 0. 

De la ultima desigualdad el lado izquierdo sera una forma cuadratica negativa definida si 

a?Q2 

2a(a - 2a) > 0; 
A 

j . 2OL 
es decir, a < -s- para que 

* + T 
(2a - a)\v\2 + ~\(-B)^u\\v\ - 2a\(-B)^u\2 < -9(\v\2 + \(-B)^u\2). 

v A 

Por las hipotesis (1), (2), (3) y (4) y por desigualdades elementales, conclui'mos 

(v,fz(t)) < \(vjs(t))\ < \v\\f3(t)\ < Sl\v\2 + ± \ f 3 ( t ) \ 2 

(u,f3(t)) < \(u,f3(t))\ < \u\\f3(t)\ < 6l\u\2 + ̂ \ f 3 ( t ) \ 2 , 

para todo 5 > 0. 
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Como —{u, /2M) e s acotada superiormente, existe una constante k\ > 0 tal que —(u, fziy)) < 

ki, tambien fz(t) es acotada y existe una constante &2 > 0 tal que | /3 ( i ) | < k2, entonces 

^F{u{t),v(t)) < - W 2 + l ( - B ) 1 V ) + y M 2 + ^ + ^ + y N 2 + ^ 

< -9{\v\2 + \{-B)^u\2) + |>|2 + ~\(-B)^u\2 + k1 + ± k 2 , 

luego 

y H 2 + ^ ( - B M * { ^ \ 2 + \ ( - B M ) . 

r 2̂ (52 ^ Q 
Sea max < —, —— > < - y tomando 5 > 0 suficientemente pequeno, por ejemplo 

2 l\\ ) 2 

5 = m i ' n j ^ V6\~} , 

y se tiene 

jF{u{t),v{t)) < (-0 + 0 ( M 2 + l ( - 5 ) ^ | 2 ) + 

donde R — k\ + -^k?,, y tenemos 
2oz 

±F(u(t),v(t)) <-9-(\v\2 + \{-B)hu\2) + R. 

De la parte (3.1.4), obtenemos 

2R 

donde, r = 

F(u(t),v(t)) < F(u0,v0)e-Tt + — ( L 2 + i ) + : 

0 

2 ( i 2 + 5 ) -
Luego 

ll(«(t).»(*))ll2 < + + + + « ( L 2 + 1 ) + ,.), 

para todo t > 0. 

Como toda solucion debil puede ser aproximada por soluciones fuertes, la ultima desigual

dad vale tambien para toda solucion debil de (3.1.3) y esta a su vez implica que (3.1.3) es 

acotada disipativa, lo cual completa la demostracion del teorema. 

3.2. Aplicaci6n 2: Movimiento circular de una barra 

En esta seccion estudiamos la existencia, unicidad y dependencia continua para el pro

blema del movimiento de rotaci6n de una barra flexible dada por la ecuacion en derivadas 

parciales 
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<s{pip 
(1 - r 2 ) _ 

+ 
RI 

MVl2EA 
zrr j — f : 

rr 
(3.2.5) 

donde r es la distancia radial no dimensional, y> es el angulo azimutal, RI es una propiedad 

de rigidez seccional, M es la masa, E es el espesor de la barra, / representa la carga 

aerodinamica, ft es una funcion de <p,r,zr,zv y z es el cambio en la position de equilibrio, 

z = 0. 

Con las condiciones de frontera 

z(f,0)=0 , Zrr {<f, 0) = 0 

zrr(<p, 1) = 0 ,zrrr{w, 1) = 0 

Geometricamente, el problema descrito por (3.2.5) se puede representar mediante el grafico 

adjunto que descibe el movimiento circular de una barra. 

Figura 3.1: Movimiento circular de una barra 

MQ2E4 

Haciendo a2 = — — — la ecuacion (3.2.5) se puede escribir RI 

( 1 - r 2 ) . 1 

OJ %(pip Q> 
( l - r 2 ) . 

+ zr - a2f 

Ci Z(pip H - ZfTTT \a2[{l-r2)zr]r = a 2 / (3.2.6) 

Haciendo la sustitucion r = x,<p = atyf = a 2 f , la ecuacion (3.2.6) se puede escribir como 

uu + u x x x x - - a 2 [(1 - x2)ux]x = / , (3.2.7) 
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con las condiciones de frontera 

« ( 0 , t ) = uxx(0,i) = 0 

Uxx{l,t) = Uxxx(l,t) = 0 . 

Consideramos los casos en los cuales el sistema resultante (3.2.7) es disipativo en un espacio 

de fase apropiado. E n este caso el problema descrito de arriba puede ser interpretado como 

un ejemplo de ecuaciones diferenciales abstractas de segundo orden de la forma 

utt -Bu + h(ut) + f2(u) = / 3 ( t ) (3.2.8) 

L a ecuacion (3.2.8) puede ser escrita como una ecuaci6n de evolucion de primer orden 

z = Az + f(t,z) (3.2.9) 

donde 

u . 
, > A = 

ut 

0 / 

B 0 

0 
,f(t,z) = 

" - / 1 M - / 2 W + / 3 W 

en un espacio de Banach X, siendo A el generador infinitesimal de un C°-semigrupo de ope

radores lineales en X. Para ciertas hipotesis basicas para / , tenemos existencia, unicidad, 

dependencia continua de soluciones debiles de (3.2.9) con 

z(t) = ^(t,t0,zo),t > to,z(to) = ZQ. 

Estudiemos la ecuacion 

utt + u x x x x - ^a2 [(1 - x2)ux]x + 2aut + f2(t) = f3(t) (3.2.10) 

en un espacio de Hilbert H = L2(Q, 1), con las condiciones de frontera 

« ( 0 , t ) = uxx{0,t) = 0 

uxx{l,t) = u x x x ( l , t ) = 0 . 

L a ecuacion (3.2.10) se puede escribir en la forma (3.1.1) 

Bu = - u x x x x + \^o? [(1 - x2)ux]x , fi(ut) = 2aut, (3.2.11) 

asf 

u t t - Bu + h(ut) + f2{u) = h(t). (3.2.12) 

Con el siguiente lema probamos que el operador B es lineal. 
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Lema 3.2.1. B : ~D(B) C H —> H es un operador lineal. 

Prueba: 

B(ru + sv) = -{ru +sv)xxxx + ^a2 [(1 - x2)(ru +sv)x]x 

= - r u x x x x - svxxxx + ^a2 [(1 - x2)(rux + svx)]x 

= - r u x x x x - svxxxx + ^ a 2 [(1 - x2)rux]x + ^ a 2 [(1 - x2)rux]x 

= - r u x x x x + ^ a 2 [(1 - x2)rux]x - svxxxx + ^a2 [(1 - x2)svx]x 

= rBu + sBv. 

Proposici6n 3.2.1. El operador B : V(B) C H -> H con dominio 

V{B) = {UG H\0,1) : u(0) = «"(0) = u"{\) = u ' " ( l ) = 0} 

es definido negativo, autoadjunto y tiene resolvente compacto. 

Prueba: 

Sean u, v € T>(B) y empleando integracion por partes, tenemos 

(Bu,u) = / Bu(x)u(x)dx 
Jo 
f 1 1 

= / ( - u x x x x + 2a'2^1 ~ x2)ux}x )udx 

f 1 1 
= / ( -uxxxxu + - a 2 [ ( l - x2)ux)xu )dx 

Jo l 

f 1 1 
= / ( UxxxUx + 2 « 2 ( 1 - x2)u2

x )dx 

I'1 ' 1 f 1 

= / -uxxxxudx + - a 2 / [(1 - x2)ux]xudx 
Jo 2 Jo 

= f \ u . 
Jo 

xxx^x 2® ^ 

f \ 4 x + \a2(l-x2Wx )dx<0. 
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Por otro lado, para u,v G T>(B), se tiene 

(Bu,v) = / 
Jo 

-L 
-L 
- I 
-L 
-L 

I 

Bu(x)v(x)dx 

(-Uxxxx + \a2[(l ~ X2)ux\x)vdx 

(-uxxxxv + ^a 2[(l - x2)ux]xv)dx 

{-UxxVxx - \a2{l - x2)uxvx)dx 

(uxVxxx + 2a2\il - x2)vx]xu)dx 

{-vxxxxu + 2°2^1 ~ x2)vx]xu)dx 

U{ -Vxxxx + \a2\il - X2)Vx]x )udx 

= / u(x)Bv(x)dx 
Jo 

= (u,Bv), 

asf, B es simetrico. 

Ahora para mostrar que que B es autoadjunto es suficiente probar que B es sobreyectivo. 

Para / G L 2 ( 0 , 1 ) , consideremos la ecuaci6n 

-u \x) + \a2 ((1 - x2)u'(x))' = f{x), 0 < x < 1 

con las condiciones de frontera 

TZ(0) = u"(0) = u"il) = u"'(l) = 0. 

Integrando en [x, 1], se tiene 

_ I a 2 ( l _ ^ u'(x) = f 1 f(s)ds = f2ix) G H\0,1). 
J X 

Tomando u'(x) — v(x), v es solucion de 

1 
v"(x)--a2il-x2)v(x) = f2(x) 

(3.2.13) 
v'(0) = v'il) = 0. 

v(x) = u'(x) es una aplicacion compacta de L 2 ( 0 , 1 ) , es decir, todo subconjunto D = 

[x, 1] C L2(0,1) es cerrado, ademas v(Z?) = L 2 ( 0 , 1 ) es compacto, esto equivale a si {xn} C 

L 2 ( 0 , 1 ) es una sucesion acotada, la sucesion {t>(x n)} C L2(0,1) tiene una subsucesion 

convergente a algiin punto de L 2 ( 0 , 1 ) . Asi, v es solucion del problema (3.2.13) y es una 

aplicacion compacta de L 2 ( 0 , 1 ) en si mismo. 
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Como u(x) = I v(s)ds es un aplicacion compacta de / G L 2 ( 0 , 1 ) , esto muestra que B 
Jo 

tiene resolvente compacto. 

Siendo B un operador autoadjunto definido negativo, el operador —B es autoadjunto 

definido positivo, luego (—5)5 existe y es autoadjunto definido positivo, cuyo dominio 
es 

P ( ( - B ) 2 ) = { t 1 6 l 2 ( 0 , l ) : ( - B ) i t i 6 i ; 2 ( 0 , l ) , « ( 0 ) = 0 } 

= {u G H2(0,1) : u(0) = 0} . 

Haciendo ut = v, la ecuacion (3.2.10 ) es equivalente al sistema de primer orden 

m = v 

vt = Bu-2av- f2(u) + f3(t), 

o, equivalentemente en la forma 

zt = Az + f(t,z), 

(3.2.14) 

(3.2.15) 

donde 

u 

v 
A = 

0 I 

B -2al 
/(*,*) = 

-h(u) + h(t) 

en un espacio de Hilbert real X = V ((—B)^ x L 2 ( 0 , 1 ) con la norma 

||.||2 = \(-B)k*u\2 + \v\2 = jT 1 (u2

xx + \a2{l - x2)u2

x+v2^ dx. 

Proposici6n 3.2.2. A es el generador de un -semigrupo de contracciones en X y tiene 

resolvente compacto. 

Prueba: 

E l dominio del operador A esta dado por V(A) — V(-B) x P ( - J 5 ) 5 . Sean u,v G T>(A), 

entonces 

(A(u,v),(u,v)) — ((v,Bu - 2av),(u,v)) 

= {{-B)2v,{-B)2u) + (Bu-2av,v) 

= (-Bv, u) + (Bu, v) - 2a(v, v) 

= -2a\v\2 < 0, 

lo que prueba que A es disipativo. Ahora veamos el resolvente de A, X G p[A) si para todo 

( f , g ) G X = V {[-B)^j x L 2 ( 0 , 1 ) , existe un unico (u,v) G V(A) tal que 

( A 7 - ^ ) u 
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que es equivalente a 
Xu — v = / 

—Bu + Xv + 2av = h. 

Haciendo v = Xu - / , tenemos que 

-Bu + X{Xu - / ) - 2a{Xu - / ) = h 

-Bu + (A + 2a)Xu = h + (X + 2a) f . 

Para A = Ao = 1 tenemos que —(l+2a) no es un autovalor de — B. Luego ( — B + ( l + 2 a ) I ) ~ 1 

existe, entonces 

' u = (-B + (l + 2 a ) / ) - 1 (h + (1 + 2 a ) / ) 

v = X(-B + (1 + 2 a ) / ) - 1 (h + (1 + 2 a ) / ) - / . 

Asi se tiene que para A = Ao = 1, la imagen de Xr,I — A es X. Por el teorema 1.5.2 

(Lumer-Phillips) se concluye que A es el generador de un C°-semigrupo de contracciones 

de X. 

E l resolvente de A esta dado por 

(A - A / ) " 1 = 
- ( 2 a + A) -I 

-B -XI 
(A(2a + A) - B)-1. (3.2.16) 

Como todos los operadores de arriba conmutan, el operador (A — A / ) - 1 es un operador 

resolvente, como el operador —B es autoadjunto definido positivo, conclulmos que (—B)~l 

es compacto, por la proposition 3.2.1. Asi para A = 0 en (3.2.16) se tiene 

A = 
-2a -I 

-B 0 
(-B)~\ 

es un operador compacto. Luego, por la identidad del resolvente tenemos que 7Z(X,A) es 

compacto para todo A G p(A). 

Ahora consideremos a u como una soluci6n de 

d2u „ du _ 
w + 2 a - - B u = 0 

donde u(t) lo podemos escribir como 

oo 

= ^ " " W ^ 
n = l 

donde {<Pj}?li es una base ortonormal de H tal que (ipi, y>j) = 5ij 

(3.2.17) 

(3.2.18) 

0, i ^ j 

1, i = j 
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y ipj son las autofunciones del operador — B correspondientes a la sucesi6n de escalares 

{Xj}JLl

 c o n 0 < Ai < A2 < A 3 oo tal que 

(-B)ipj = X j i f j . 

Si u(t) es soluci6n de (3.2.17) entonces u(t) escrito como en (3.2.18) satisface (3.2.17) 

00 

^2 (un(t) + 2aun(t) + Xnun(t)) <pn = 0 
n = l 

como Pitpj = Sij, obtenemos que 

un(t) + 2aun(t) + Xnun(t) = 0 (3.2.19) 

resolviendo (3.2.19) por ecuaciones diferenciales odinarias, se tiene una ecuacidn caracteris-

tica de (3.2.19) de la forma 

r 2 + 2ar + Xn = 0 

cuyas rafces son 

r+ = -a + \Ja2 - Xn r~ = -a - V a2 - Xn 

resolviendo la ecuacion diferencial ordinaria homogenea se tiene que 

I AneTnt + BneTnt • , si 0 < A„ < a2 

Mt) =< (An + tBn) e~at , si A„ = a2 (3.2.20) 

e~at [An cos \ / X n - a2t + Bn sen \ f X n - a2t] , si Xn> a2 

considerando las condiciones de frontera iniciales 

u(0) = 1x0, w(0) = VQ 

(Un(0) = (u0,<Pn),Un(0) = (V0,!fn)) 

los coeficientes estan dados por 

i) 0 < A n < a 2 , en este caso existen un numero finito de n tales que 0 < A n < a2 y 

. (V0,fn) - r - ( u 0 , i p n ) 

fn Tn 

ii) A n = a 2 , tenemos 

D r+(UQ,tpn) - (V0,ipn) 
o n — + r 

Tn ~ fn 

An = (u0,Vn) 

Bn = (VQ, (fn) + a {HQ, Vn) 
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iii) A„ > a 2 , tenemos 

An — 

Bn = 

(uo,Vn) 

(V0,fn) + a(UQ,ifn) 

V A n - a 2 

En todos los casos los coeficientes An, Bn son acotados. Por lo tanto para 0 < A n < a 2 , 

existen constantes k > 0, 0 < /? < a, tales que 

eAt\ < ke~pt,t>0 

por otro lado, para A n > a 2 , existe una constante k\ tal que 

e r i t <he~at er^ < he'01 

Asi tenemos para M = max{A;, k\} y S = mfn{a,/?} se tiene que 

\eAt\ < Me~st, 

lo cual muestra que las soluciones de la ecuacion decaen exponencialmente. 
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Conclusiones 

E n la presente tesis se ha llegado a las siguientes conclusiones: 

1. Se ha probado la existencia y unicidad de soluciones debiles del problema semilineal 

(2.3.12) cuando / es continua y uniformente de Lipschitz sobre el dominio del tiempo 

en los espacios de Banach, para esto se ha usado el teorema del punto fijo de Schauder; 

y A es un generador de un C°-semigrupo de operadores fuertemente continuos. 

2. Se ha estudiado una ecuacion de evolucion de segundo orden de la forma (3.1.1) 

demostrando la existencia de soluciones debiles en un espacio de Hilbert y el operador 

lineal es disipativo. 

3. L a segunda aplicacion que se ha estudiado es el problema del movimiento de rotacidn 

de una barra flexible dada por la ecuacion (3.2.5) para la cual se prueba la existencia, 

unicidad y dependencia continua de las soluciones debiles con decaimiento exponen

tial. Para lo cual se ha usado las propiedades de los semigrupos de operadores lineales 

de contraction con resolvente compacto. 

4. Se ha obtenido resultados similares a los trabajos de Cesari y Kannan [4], Halle-L6pez 

[9], Lopez [13], Lozada [14], R.J.Iorio [16]. 
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