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RESUMEN

La investigacion trata sobre Optimizacién Multi-objetivo. El problema es como
construir el frente de Pareto conexo y no conexo, dado que el objetivo del presente estudio es deter-
minar la construccion de frente de Pareto conexo y no conexo con los métodos de escalarizacion,
donde existen condiciones necesarias y suficientes para la construccion de frente de Pareto. Presen-
tamos los conceptos bdsicos, las condiciones de optimalidad y cuatro técnicas de escalarizacion para
la construccion de soluciones de problemas de optimizacién con dos objetivos. Dos de esas técnicas,
el Método de Sumas Ponderadas y Escalarizacion de Tchebychev son de amplio conocimiento en la
area de optimizacion.

El Método de Escalarizacion de Tchebychev a lo Largo de Rayos, es una modificacion
de la Escalarizacion de Tchebychev y del Método de Restriccion Ponderada, seréd discutido en
detalles. Presentaremos las principales caracteristicas de esas escalarizaciones, sus limitaciones y
hacemos comparaciones con la utilizacion de los ejemplos numéricos para la construccion de frente
de Pareto.

La investigacion que se ha desarrollado es de tipo bésica, nivel descriptivo, con disefio
experimental pura y con enfoque de la investigacion de tipo cualitativo, por que se busca comprender
e interpretar el comportamiento de la construccién de frente de Pareto. Se concluye que los Métodos
de Escalarizacion de Tchebychev a lo Largo de Rayos y Método de Restriccion Ponderada son
eficientes para la construccién de frente de Pareto, para los problemas de conexos y no conexos
respectivamente.

Palabras clave: Optimizacién Multi-objetivo. Frente de Pareto. Punto Eficiente. Método de las Sumas

Ponderadas. Escalarizacion de Tchebychev. Restriccion Ponderada.



ABSTRACT

The research is about Multi-objective Optimization. The problem is how to construct the
connected and unconnected Pareto front, since the objective of the present study is to determine
the connected and unconnected Pareto front construction with scalarization methods, where there
are necessary and sufficient conditions for the construction of front Pareto. We present the basic
concepts, optimality conditions and four scalarization techniques for the construction of solutions of
optimization problems with two objectives. Two of these techniques, the Tchebychev Scalarization
and Weighted Sum Method, are widely known in the optimization area.

The Tchebychev Scalarization Method Along Rays, is a modification of the Tchebychev
Scalarization and the Weighted Restriction Method, it will be discussed in details. We will present
the main characteristics of these scalarizations, their limitations, and make comparisons with the
use of numerical examples for the Pareto front construction.

The research that has been developed is of a basic type, descriptive level, with a pure expe-
rimental design and a qualitative research approach, because it seeks to understand and interpret the
behavior of the Pareto front construction. It is concluded that the Tchebychev Scalarization Methods
Along Rays and the Weighted Restriction Method are efficient for the Pareto front construction, for
the connected and unconnected problems respectively.

Keywords: Multi-objective optimization. Pareto front. Efficient Point. Weighted Sum Method. Tcheby-
chev scalarization. Weighted Constraint.
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INTRODUCCION

Los mds diversos problemas de dreas como Ingenieria, Economia, Fisica, Quimica, Compu-
tacion y hasta Psicologia son formulados como problemas de optimizacién. Optimizacién es una
area de la Matematica que, dada una funcioén f definida en un conjunto X, busca encontrar puntos
de X que minimizan o maximizan f.

Los problemas de optimizacién pueden recibir diversas clasificaciones que trata de optimi-
zar una funcién f : X C R® — RP. En este trabajo, la formulacién del problema sera “es posible
construir frente de Pareto conexo y no conexo con los métodos de escalarizacion en problemas
de optimizacién con dos objetivos”, este tipo de problema es también llamado de optimizacion
vectorial, con f una funcién vectorial.

1.- En el caso clasico de optimizacién mono-objetivo u optimizacion escalar, dada
f: X C R" — R, busca puntos z* € X tales que f(z*) < f(x),Vz € X o
f(z*) > f(x), Vo € X, es posible establecer el concepto de valor minimo / maximo para la
funcion a través del trabajo de la relacion de orden existente cuando tratamos con nimeros
reales.

2.- En el caso multi-objetivo, debido a la inexistencia de relacién de orden en R”, es preciso que
se redefina la nocién de valor minimo / maximo para la funcién f : X C R™ — RP. Esto
es de hecho con la introduccién del concepto de puntos eficientes u 6ptimo de Pareto. En
este caso, se tiene un conjunto de optimo, llamado frente de Pareto (o conjunto de Pareto)
donde no hay una “mejor” solucién mas el que denominamos “trade-off” entre las soluciones
encontradas en el sentido de que al elegir entre dos posibles soluciones de algiin beneficio
para si tener alguna ganancia.

Una buena ilustracion del que fue dicho es la curva de Phillips, que relaciona inflacién con
desempleo. Cualquier pais estaria muy interesado en minimizar la inflacién y el desempleo atin mas,
segun la teoria propuesta por Phillips, en el corto plazo, esto no es posible.

En lenguaje matematico, este problema se escribe como un problema con dos objetivos de
la siguiente forma:

minimizar{ f(z), fo(z)}, z € X

donde f;(z) proporciona la tasa de inflacion, fy(x) la tasa de desempleo y X C R” es un conjunto
dado. De acuerdo con Phillips, la reduccion de la inflacion aumenta el desempleo y viceversa, es



decir, la curva de Phillips pone de manifiesto que no se puede conseguir al mismo tiempo baja
inflacién y alta empleo. La curva de Phillips tiene el siguiente aspecto:

Figura 0.1: Curva de phillips

Inflacion

Desempleo

minimizar fi(x) y minimizar f>(x) son conflictivas en el sentido de que al disminuir f; () aumenta
fo(z) y viceversa. Cuando observamos la curva de Phillips (Figura 0.1), nos damos cuenta que tene-
mos infinitas soluciones para el problema y elegir la “mejor” solucion dependera de la disposicion
del gobierno en generar mds inflaciéon o mds desempleo.

Un problema de optimizacién multi-objetivo general se escribe como

minimizar{ f,(z),--- , f,(z)},z € X CR",

Se supone que haya conflicto entre las funciones fi,- - - , f, pues, caso contrario, el problema se
reduce a la minimizacién de cada f; separadamente que no requiere técnica especial.

En un problema de optimizacion multi-objetivo se busca construir una aproximacion del
frente de Pareto que, en general, es constituida de un nimero infinito de puntos; se utiliza métodos
de escalarizacidon que consiste en la construccion de una funcién escalar a partir de las funciones
coordenadas fi,- - , f,. El problema multi-objetivo se hace mono-objetivo con la utilizacién de la
escalarizacion. Sin embargo, la construccion del conjunto de Pareto exigird la solucién de tantos
problemas mono-objetivos surgiendo de la escalarizacién cuantas fueran los puntos definidos para
aproximar el conjunto de Pareto.

El objetivo de este trabajo es “determinar la construccion de Frente de Pareto conexo y
no conexo con los métodos de escalarizacion en problemas de optimizacidén con dos objetivos
y programacién” con las técnicas llamadas Escalarizacion de Tchebychev a lo Largo de Rayos,
propuesta por Joydeep Dutta e C. Yal¢in Kaya (Dutta and Kaya, 2011) y el Método de Restriccion
Ponderada, propuesta por R.S. Burachik. C.Y. Kaya. M.M. Rizvi (Burachik et al., 2014b).



Este trabajo contiene 3 capitulos, de los cuales marco tedrico es el primero que son tra-
tadas las definiciones bdsicas, las condiciones de optimalidad para el caso en que las funciones
involucrados son diferenciables y conceptos de la investigacién que son presentadas técnicas de
escalarizaciones que son el método de las sumas ponderadas, escalarizacion de Tchebychev, Méto-
dos de Escalarizacion de Tchebychev a lo Largo de Rayos y el método de restriccion ponderada
respectivamente. Veremos que el método de las sumas ponderadas solamente son aplicados a los
problemas convexos, la escalarizacion de Tchebychev resuelve problemas conexos y no conexos.
Notaremos también que ambos métodos pueden producir alteraciones en la frente de Pareto depen-
diendo de la forma como son implementados, el método escalarizacion de Tchebychev a lo largo de
rayos, trata de corregir tales distorsiones en todos los problemas conexos con la introduccién de
nuevas restricciones al método de Tchebychev y el aparecimiento de puntos que no son eficientes
(u 6ptimos de Pareto) y por consiguiente como eliminar tales puntos no eficientes y el método de
restriccion ponderada, trata de corregir alteraciones de escalarizacion de Tchebychev y estudia-
remos sobre las soluciones en los problemas no conexos que en el método de escalarizacion de
Tchebychev a lo largo de rayos no admite resolver a los problemas no conexos. El capitulo 2 es la me-
todologia de la investigacion y finalmente en el capitulo 3 se presenta sobre resultados y discusiones.

Se concluye que este trabajo de investigacion, determind la construccion de frente de
Pareto tanto como en los problemas conexos y no conexos con los métodos de escalarizacion para
dos objetivos, analizé detalladamente a cada método con los ejemplos sencillos y se implementan
algoritmos computacionales para resolucion de problemas, en la cual se asumi6 que las funciones
de restricciones y objetivos son continuamente diferenciables.



CAPITULO I: MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

Para demostrar que el tema tiene relevancia en la investigacion se verificd algunos antece-
dentes en los medios virtuales e impresos de la siguiente forma.

Antecedentes internacionales

GUADALUPE (2020) “ Métodos de Escalarizacién en Optimizacién Multi-objetivo”.
Este trabajo de tesis de licenciatura, estudia diferentes métodos de optimizacién para resolver
problemas multi-objetivos para encontrar soluciones 6ptimas. Concluye sobre la efectividad de
los distintos métodos estudiados con sus respectivas ventajas y desventajas, ademds concluyé que
ningtin método es superior que otro, es decir, que la seleccion de un método especifico depende del
tipo de informacién que proporciona el problema.

SOLEDAD F.(2018) “Teoria y métodos para problemas de optimizacién multi-objetivo”.
El objetivo principal de este trabajo de tesis doctoral es analizar la convergencia global del mé-
todo Lagrangiano aumentativo clésico utilizando la condicién de calidad de quasinormalidad de
optimizacién escalar, para resolver problemas de optimizacién multi-objetivo.

OSSIAN (2009) “ Informaciones Trade-Off en Problemas de optimizacién multi-objetivo”.
En este trabajo de tesis de maestria se concluye, que es posible resolver problemas de optimizacion
multi-objetivos a través de métodos de optimizacion escalar, ademas después de resolver el problema
se utiliza informaciones trade-off para decidir cual es mejor solucién 6ptimo de Pareto.

Antecedentes nacionales

SEGUNDO(2018) “Un método de punto proximal escalarizado inexacto para minimiza-
cion multi-objetivo cuasi-convexa”. El objetivo de esta investigacidn fue extender y determinar las
condiciones de error y la velocidad de convergencia a su version inexacta del método de punto
proximal escalarizado para minimizacién multi-objetivo cuasi-convexa.

BERMEO (2010) “Programacién Multi-objetivo Convexa”. En este trabajo de licenciatura
se ha estudiado los diferentes conceptos y revisado la técnica de escalarizacién como “Suma



Ponderada” y también se analizé el método de mayor pendiente para optimizacién multi-objetivo.

1.2. Bases Teéricas

Definicion 1.2.1 (El problema de optimizacién multi-objetivo). Se define de la siguiente forma

P) { minimizar{ f,(z),--- , fp(z)}

sa x¢€X.

Donde; la funcién f : R* — R?, f(x) = (fi(z), -, fp(z)) es continua y el conjunto X C R" es,
en general, dado por X = {z € R" | g(z) < 0} con g : R" — R™ continua y (P) es una notacién
que asignamos a un problema de optimizacién multi-objetivos.

Observacion 1.2.1.

= La funcién f es llamada funcion objetivo, X es el conjunto viable o region factible, los
vectores x € X son los vectores de decision (variables) y la imagen del conjunto viable X
por la funcién f, el conjunto f(X), es la regién objetivo viable o factible.

= Una vez maximizado una funcién f es equivalente a minimizar — f, en la investigacion se
asume que todas las funciones f; deben ser minimizadas.

= En el contexto de optimizacién multi-Objetivo, la palabra minimizar significa que se desea
minimizar todas las funciones coordenadas simultdneamente, si no existe conflicto entre ellas
entonces la solucién éptima podrd ser encontrada minimizando cada f; separadamente.

= Seag:R" — R™ tal que g(z) < 0, para z € R",

9(@) = (g1(2), -+, gm(x)) < 0.
con, gi(z) <0,---, gn(z) <0 continuas.



Definicion 1.2.2 (Optimo de pareto). Un punto z* € X se dice 6ptimo de Pareto (o eficiente) si no
existe otro punto x € X tal que existe f;(z) < fi(z*),Vi=1,--- ,py f;(z) < f;(z*) para algin

Observacion 1.2.2. Un punto éptimo de Pareto produce una solucion tal que mejora un objetivo
implica en empeorar algin otro objetivo.

Definicién 1.2.3 ( Optimo débil de Pareto). Un punto z* € X se dice 6ptimo débil de Pareto (o
eficiente débil) si no existe otro punto x € X tal que f;(z) < fi(z*),Vi=1,--- ,p.

Observacion 1.2.3. Un punto 6ptimo débil de Pareto produce una solucién tal que se puede mejorar
un objetivo sin empeorar otro.

Figura 1.1: Punto 6ptimo (débil) de Pareto, los puntos A y C son puntos éptimos débil de Pareto y
el punto B es un punto 6ptimo de Pareto.

fa

fi

Observacion 1.2.4. Es facil verificar que todo éptimo de Pareto es también 6ptimo débil de Pareto.
En efecto, sea z* € X un punto 6ptimo de Pareto, entonces, para todo x € X existe un indice
Jj € {1,---,p} tal que f;j(x) > f;(z*), por tanto, no existe x € X tal que f;(z) < f;(z%),
Vi e {l,---,p}, luego, x* es un punto 6ptimo débil de Pareto.

Ejemplo 1.2.1.

Sea un problema con una tnica variable y dos funciones objetivos:

minimizar{ f; (z) = 22, fo(z) = (x — 2)?}
s.a  x€[-2,3].



Tabulando se tiene,

x |-2]-1]0[1]2]|3

fil 411
fol16] 9141101

(e}
—_
N
\O

Figura 1.2: Ejemplo de minimizacién con un variable y dos objetivos.

f2

Frontera de puntos eficientes

% Sh
Posibles soluciones

(@) (b)
Fuente: Otimizacio multiobjetivo e andlise de sensibilidade para concepcio de dispositivos (Avila
et al., 2000).

El problema consiste en la minimizacion de las funciones objetivos simultdneamente.

La figura 1.2(a) muestra las funciones y las posibles soluciones de z* en el intervalo [0, 2]. Por
consiguiente, la figura 1.2(b) presenta funciones objetivos, formando frontera de solucion.

El resultado del problema es un grupo de soluciones 6ptimas z*, que pertenece a un
intervalo [0, 2]. Asi en el ejemplo dado, se puede optar por escoger la solucién que minimiza
simultdneamente, de esta forma, para x = 1, tenemos f1(1) = 1y fo(1) = 1. Por lo tanto x = 1 es
un punto optimo de Pareto.

En los problemas de optimizacién multi-objetivo X no puede, en general, ser totalmente
ordenado, sino apenas ordenado parcialmente. Esto porque f es una funcién vectorial como en (P).
Sea a, b € RP, tales que:
a<b&a <b;Vi=1,--- ,pydjtalquea; <b,.
a<bsa<bVi=1,---,p.



Definicion 1.2.4 (Frente de Pareto). El subconjunto PF C f(X) formado por los puntos

z = f(z*) donde z* es un punto 6ptimo de Pareto o un éptimo débil de Pareto es llamado conjunto
de Pareto o frente de Pareto. Es decir,

PF = {z = f(«*)/z* un punto 6ptimo de Pareto o éptimo débil de Pareto}

Observacion 1.2.5. En la figura (b) del ejemplo 1.2.1 se puede dar cuenta claramente una curva
con negrita, que es frente de Pareto formado de conjunto de puntos correspondientes de 6ptimo
(débil) de Pareto.

Definicién 1.2.5 (Punto ideal). Sea f : R™ — RR”, entonces el punto f* = (f7, f5,--- , f,) donde
fr= Hél)I(l fi(z),i=1,--- ,p, es llamado punto ideal.

Observacion 1.2.6. Punto ideal estd formado con los puntos extremos de frente de Pareto, podemos
ver en la figura (b) del ejemplo 1.2.1, es decir, el punto (0, 0) es un punto ideal y también podemos
ver graficamente como en la Figura 1.3.

Definicion 1.2.6 (Punto utépico). Sea f : R™ — RP.
El punto u* = (uj,us,- - - ,u;) € RP tal que uj = f —¢;donde ¢; > 0,7 =1,--- ,p, es llamado
punto utépico.

Figura 1.3: Punto Ideal/Punto Utépico

f2

I3

*

T2

Definicion 1.2.7. El conjunto de pesos no negativos es definido de la siguiente forma:
Wt ={weRP|w; >0, w =1}
Wt ={w e R |w; > 0,530 w;, =1}
» W es el conjunto de {R; J{0}} normalizados.

= W*T, conjunto de R estrictamente positivos y normalizados.
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Definiciéon 1.2.8 (Conjunto convexo). X C R™ es convexo, si z, y € X y A € [0, 1] entonces
Ar+ (1=MNy e X.

Definicion 1.2.9 (Funcién convexa / funcién céncava). Sea X C R” un conjunto convexo.
La funcién f : X — R se dice convexa, si z,y € X y A € [0, 1] se tiene

fOz+ (1 =Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)
Una funcién f es concava si — f es convexa.

Definiciéon 1.2.10. El problema de optimizaciéon multi-objetivo se dice convexo si el conjunto
factible X es convexo y las funciones coordenadas f;,7 = 1,--- , p, son convexas.

Definicion 1.2.11 (Restricciones activas). Una restriccion de desigualdad g; se dice activa en el
punto z* si g;(z*) = 0.
El conjunto de los indices de las restricciones activas en z* serd definido por:

J(@®) ={je{l,---,m}[g(«") = 0} (L.1)

Ejemplo 1.2.2. Sea
minimizar{z, xs}
sa (r1—2)2—12,<0
ro—4 <0

Sea z* = (g, 1) una de las tantas soluciones de este ejemplo, donde las restricciones son,
gi(x) = (11 —2)? — 29 < 0y go(x) = w3 — 4 < 0, luego, reemplazando con z* en cada
uno de las restricciones resulta g; (z*) = 0y go(x*) # 0.

Por tanto g; (x*) es una restriccién activa. Es decir, J(z*) = {1 € {1,2}|g:(z*) = 0}.
Figura 1.4: Gréfico de las restricciones activas.

f2

(312.112)

f1

Definicion 1.2.12 (Punto regular). Un punto z* € X es un punto regular si los gradientes Vg;(z*)
con j € J(z*), fueran linealmente independientes.
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Observacién 1.2.7. El punto (2, 1) del ejemplo 1.2.2, es regular, porque la gradiente de g;(z*),

Vgi1(z*) = (=1, —1), es linealmente independiente.
Definicion 1.2.13. Un subconjunto C' C R" se dice conosiz € C, A > 0= \x € C.
Ejemplo 1.2.3. Los conjuntos
RY = {(z1,22, -+ ;) €ER" | 2; > 0,i=1,--- ,n} vy
R = {(x1, 29, ,2p) €ER" | 2; <0,i=1,--- ,n}

son conos, pues forman un vértice de conos en el origen de las ejes coordenadas.

Figura 1.5: Conos en R?

1

R+

R

1.3. Marco Conceptual

1.3.1. Preliminares

El problema de optimizacion mono-objetivo

El problema de optimizacion mono-objetivo consiste de los problemas con un solo objetivo
con o sin restricciones, es decir, existe una Unica funcidn a optimizar y encontrar los valores
maximos o minimos de una funcién entre todas las soluciones factibles del problema.

Definicion 1.3.1. Dado el problema

minimizarf(x)
sa rzeXCR"

» Lafuncién f : R™ — R, es continua y el conjunto X es, en general, dado por
X ={zxeR"|g(x) <0,h(zr) =0}cong: R* - R™yh: R" — R continuamente
diferenciables.
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= Las soluciones 6ptimas en problemas de optimizacién mono-objetivos pueden ser totalmente
ordenados de acuerdo con la funcién f. Es decir, sean dos soluciones 7,7 € X tal que

F() = f(V) o f() < f(T).

Ejemplo 1.3.1. Sea el siguiente problema de optimizacién mono-objetivo con funcién objetivo
flzy, o) = %(wl +1)3 4 5 y sus restricciones g (1, T2) = 2 — x1 y go(T1, T2) = T, tenemos de
la siguiente forma:

minimizar{3(z; + 1)? 4 25}
s.a 2—21 <0

i) Z 0.
En efecto, podemos buscar la solucién, considerando la funcién objetivo f(x1,x2) = ¢ como curvas
. .. p _ 98 125
de nivel y utilizando el programa Geogebra para ver graficamente, tenemos para ¢ = 2,5, 57y 9

Por lo tanto, cuando ¢ = 9 el punto (2, 0) es el minimo punto del problema mono-objetivo, dado
que X es la region objetivo factible y para mds detalles podemos ver la siguiente figura 1.6.

Figura 1.6: Punto eficiente
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1.3.1.1. Condiciones de optimalidad

En este trabajo, abordaremos apenas las condiciones de optimalidad para el problema de
optimizacion multi-objetivo en que todas las funciones involucradas son diferenciables. Condiciones
de optimalidad para problemas no diferenciables se pueden encontrar en (Miettinen, 1998).

1.3.1.1.1 Condiciones de primera orden

Consideremos el problema

minimizar{ f;(z),- -, f,(x)}
sa reX

donde X = {x € R" | g(z) = (q1(x), s gm(@)! <0}y, fi :R*" = R, i =1,---,py
g;i :R" = R, j=1,---,m son funciones continuamente diferenciables en R".

Observacion 1.3.1. Las primeras condiciones de optimalidad para problemas del tipo (P) fueron
obtenidas por Fritz John en 1948 y posteriormente por Kuhn e Tucker. Més tarde fue descubierto
que las condiciones de Kuhn-Tucker ya se habia establecida en 1939 por William Karush. Asi tales
condiciones de optimalidad pasaron, a ser llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 1.3.1 (Condiciones necesarias de primera orden de Fritz John). Sea z* € X un punto
6ptimo de Pareto. Entonces existen A € R? y € R™, A, u > 0, (A, i) # (0,0) tales que

p m
=1 j=1

Observacion 1.3.2. En la condicién necesaria de Fritz-John puede ser que uno o hasta todos los
multiplicadores asociados a las funciones objetivos sean nulos. Caso algtin multiplicador \; sea
nulo, la informacién proporcionado por el V f; no aparecera en la condicién (1.2). Para que tenga
garantia la positividad de A, alguna condicién de regularidad debe ser admitida. Existen diversas
condiciones de regularidad conocidas como calificaciones de las restricciones, que presentaremos
en la siguiente definicion.
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Ejemplo 1.3.2. Vamos ilustrar el Teorema 1.3.1 con el siguiente problema de optimizacion biobje-

tivo,

minimizar {fi(z,y) = x, fo(z,y) =y}
sa gi(r,y) =2 —3<0

ga(z,y) =y —5 <0

g3(z,y) =1—22 —2y <0.

Tenemos los gradientes de las siguientes funciones f1, fo, g1, g2 Y g3

Vfi(z,y) = (1,0)
Vfa(z,y) = (0,1)
Vgl(l’, y) = (17 O)
Vga(z,y) = (0,1)
Vgg(x, y) = <_2v _2)

y la region factible X es el conjunto definido por:

1 1
X:{(:c,y)ER2|a:§§,y§§, 2x + 2y > 1}.

Para mayor comprension tenemos graficamente, la region factible,

gs

Figura 1.7: Region factible X

A

\

Yy
/ g2
1
2 X
™ !
1 X
2
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Tenemos graficamente, solucién del frente de Pareto del ejemplo 1.3.2 que es la recta
definida por 2z + 2y = 1.

Figura 1.8: Frente de Pareto

f2 A

N =

Frente de Pareto
f(X)

-/

1
2 h

La figura 1.9 ilustra la ecuacion (1.2) del Teorema 1.3.1 en el punto (%, 0), se tiene,

VLA ) = LYAGG0)+29(5,0)+ La(5,0) +1.76:(3,0)
= 1.(1,0) +2.(0,1) + 1.(1,0) + 1.(~2, —2)

= = (0,0)

Figura 1.9: Ilustracién de la ecuacion (1.2) del Teorema 1.3.1

fa A
1
2
AV f2
Vfi
x *
2 Va1 f

Vg3

14



Teorema 1.3.2 (Teorema de Motzkin). Sean las matrices Ay B.
Entonces, o bien el sistema de desigualdades descrito por:

Ar <0 y Bx <0
tiene solucién x, o bien la tiene el sistema descrito por:
AN+ BT =0,A0>0X#0,u>0
tiene solucién (A, p1),pero nunca ambos sistemas.
Demostracion 1.3.1.

= Cuando se verifica la primera alternativa, obtendriamos como sigue
eTATN +27CT <0
ya que
tTATAN <0, 2TCTu <0, N#0,A>0,u>0

pero 2T (ATA +CTp) <0
lo que obliga a que
ATAN+CTp #0

De ahi que la alternativa segunda no pueda verificarse.

= Veamos ahora que si no verifica la segunda alternativa se verifica la primera:
Si el sistema
AN+ CTu=0 con A\pu>0

tiene solucion.
Al no poderse verificar segunda parte, tendremos que: A = 0
y por élgebra lineal sabemos que,

B = (%) el = ()\> obtenemos que, como A no es nula, los sistemas:
14
Ar < 0,Czx <0

ATA+CTpu=0,A>1u>0

poseen soluciones x,\,  satisfaciendo Ax + A < 0y Cz 4+ u <0,
pero como A = 0 resulta que
Az < 0y por tanto, se verifica el primer sistema.
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Definicion 1.3.2. Supongamos que las funciones de restriccién g;, j = 1, --- ,m, que aparecen en
(P) sean continuamente diferenciables en z* € X.

El problema (P) satisface la calificacién de las restricciones de Kuhn-Tucker en z* si para cualquier
d € R™ tal que Vg;(z*)d < 0, j € J(z*), existen una curva « : [0,1] — R" continuamente
diferenciable en 0 y algun escalar a € R tales que:

a(0) = z*
gla(t)) <0,Vte[0,1]y
a/(0) = ad.

Tomando en consideracion la calificacion de las restricciones de Kuhn-Tucker, se puede
garantizar que A # 0 conforme al siguiente teorema

Teorema 1.3.3 (Condiciones necesarias de primer orden de Karush-Kuhn-Tucker). Siz* € X
es un punto 6ptimo de Pareto y (P) satisface la calificacion de las restricciones de Kuhn-Tucker
entonces el Teorema 1.3.1 vale con A # 0.

Demostracion 1.3.2. Sea z* € X 6ptimo de Pareto.
Vamos aplicar el teorema. En virtud de ello, probamos que no existe ningtin d € R" tal que

Vhle)d<0  Yi=1,--p (1.4)

voi(a")Td<0  VjeJ("). (1.5)
Consideremos, por contradiccion que existe algin d* € R” satisfaciendo las ecuaciones (1.4) y
(1.5).
Entonces, por la definicion de la calificacion de restriccion de kuhn-tucker, sabemos que existe una
funcién « : [0, 1] — R"™ continuamente diferenciable en el punto 0 y algtin escalar « € R™ tal que
a(0) =2, g(a(t) <OV0 <t <1lyd(0) = ad"
Luego la funcién f; son continuamente diferenciable, podemos aproximar linealmente como,

fila(t)) = filz") + Vfila")" (alt) — 2")+]a(t) — 2" |p(alt), %)
= fila") + vfilz) (at) — a(0))+la(t) — a(0)llp(a(t), a(0))

= )9 1) (O o - altaln), a0

donde, p(a(t), «(0))

a(t) — a(0)]| — 0.

Cuando t — 0, <a(0 i ti — a(O)) — /(0) = ad”.

Asi, fi(a(t)) = fi(z*) +t 7 fi(z*)Tad*, luego utilizando la suposicion
fila(t)) = fi(z")
ta

Vfi(x*)Td* < Oparatodoi =1,--- ,pyt > 0, tenemos, = v fi(z*)Td* <0,
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Vi =1, ,pparaun t suficientemente pequefio.

Después, fi(a(t)) — fi(a*) < 0, se sigue que, fi(a(t)) < fi(z")

Por lo tanto, contradice que x* no es un punto 6ptimo de Pareto.

Asi, llegamos a probar las ecuaciones (1.4) y (1.5).

Abhora aplicando Teorema de Motzkin que 3\; > Opara¢ =1,--- ,pA# 0y p; >0
para j € J(z*) tal que

DAV )+ Y pvg(at) =0
=1

jeJ(z*)
obteniendo la ecuacién 1.2 del Teorema 1.3.1 conformando y; =0, j € {1,--- ,m}\J(z").
Si gj(z*) < 0 para algtin j = 1,--- ,m, entonces de acuerdo con el anterior resultado sigue que

i; = 0 de la ecuacion 1.3 de Teorema 1.3.1. Ver (Miettinen, 1998).

Si (P) es un problema convexo, entonces las condiciones de primera orden de Karush-
Kuhn-Tucker son también suficientes, conforme al siguiente teorema.

Teorema 1.3.4 (Condiciones suficientes de Karush-Kuhn-Tucker para problemas convexos).
Suponga que fi,---, fp, 91, - , gm S€an convexas y continuamente diferenciable en 2* € X. Si
existen,

0<AeRPy0 < pue R™tales que

p m
i=1 j=1
pigi(x*) =0 Vj=1,--- ,m. (1.7)

entonces z* es 6ptimo de Pareto.

1.3.1.1.2 Condiciones de segunda orden

Sean fi, -+, fp, 91, -, gm dos veces continuamente diferenciables en el punto regular
e X.

Teorema 1.3.5 (Condicién necesaria de segunda orden). Sea el punto regular z* € X eficiente,
entonces existen 0 < A € RP, A A0y 0 < pu € R™ tales que:

p m
SNVi(E*) + > pvgi(zt) =0 (1.8)

i=1 j=1
pigi(x*) =0 Vj=1,--- ,m. (1.9)
d* (i NH fi(z*) + fj ungj(x*)) d>0. (1.10)

i=1 Jj=1

Vde{0£deR" | Vfi(a)'d<0Vi=1,---,p, Vg;(z*)'d=0 Vj € J(z*)}.
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Teorema 1.3.6 (Condicién suficiente de segunda orden). Sean z* € X, 0 < A € RP tales que
(A, 1) #(0,0) y

p m
DNVLi() + ) uyVg(at) =0 (1.11)

i=1 j=1
pigi(x*) =0 Vji=1,--- m. (1.12)
d” (Z NH fi(z*) +Zungj(x*)) d > 0. (1.13)

i=1 Jj=1

parad € {0 #d e R" | Vfi(z*)d <0,i=1,--- ,p, Vg;(z*)d,j € J(x*)} o
d€{0£deR" | Tgy(a*)d=0,j € J*(2*), Vg;(s*)d < 0,] € J(a*) — J*(a*)}
donde J*(z*) = {j € J(z*)|u; > 0}. Entonces, el punto regular z* € X es 6ptimo de Pareto.

1.3.1.2. Optimalidad por via conos

Veremos ahora como usar el concepto de cono en las caracterizaciones de los puntos
optimos de Pareto. El uso de conos es bastante util del punto de vista geométrico conociendo la
region objetivo factible, la identificacion del frente de Pareto queda bastante simple con el uso de
conos.

Definicion 1.3.3. Sean z, y € X. Diremos que x domina y, denotado por x < y, cuando
fl(l') S fz(y)’ 1= 17 Py eXiStej € {17 o 7p} tal que f](flf) < fj(y)

Observacion 1.3.3. Si z* € X es un 6ptimo de Pareto, entonces no existe © € X tal que  domine
x*, o sea, puntos Optimos de Pareto son aquellos que no son dominados por ningtin otro punto del
conjunto factible.

La figura 1.10 ilustra la Definicién 1.3.3.
Figura 1.10: Dominancia de Pareto.
f(X)

f2

>

Frente de Pareto

fi
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En la figura 1.10, observamos que A domina B, B domina C'y A domina C'. Es decir,
A< B,B < CyA =< (C,respectivamente. Luego, sean A = f(z), B = f(y) y C = f(z) con z,
y, z € X donde X es el conjunto factible. De esta forma, notamos que r <y, x < zey < z.
Ahora, consideramos, el cono C' = R" = {(xy, 29, -+ ,x,) € R", z; <0,
i=1,---,n}yes ficil ver que los puntos x € R" tales que = < Z son aquellos que
f(2) - f(@) € C.

En efecto, sean
y=f(x)=(y1,92, " Yn)

ng(i’) = (glag%'” 777L)
donde,
yl—fi(x)vz:]-a 7n
gzzfi(j:)yl:L y
Ahora, z < 7 significaque y; < y;, 1 =1,--- ,nyexiste j € {1,--- ,n} tal que y; < y;.
Sigue que y; < y;, Vi = 1,--- ,n o, equivalentemente, y; — y; < 0, Ve = 1,2,--- ,n, implica

flz) = f(z) e C.

Figura 1.11: Dominancia via cono.

f2

¥

f1

En seguida definiremos 6ptimos de Pareto por via conos.
Definicion 1.3.4. Sea X C R”

1. Un punto 2* € X es 6ptimo de Pareto si
{f@)+ (R —{0}) }NF(X) = ¢ (1.14)
2. Un punto z* € X es optimo débil de Pareto si

{F@) +int(®R™)} ) F(X) (1.15)
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Para utilizar la Definicién 1.3.4 en la identificacion de eficiencia se tiene. Dado un punto
y = f(x) en la region objetivo factible y se verifica la condicién (1.14).
La figura 1.12 muestra como puede ser geométricamente.

Figura 1.12: Optimalidad de Pareto via cono.

f2 _..-"/.,-_---l-\-.-lh-""‘--._
| fx) |
|III '-__‘\ |
I'-,II ) yﬂ - —
\\ \ll
RN
™ s

Observando la Figura 1.12, se tiene de la siguiente forma:
{v1+ (B2 —{0}) JNF(X) =9

{vo+ (R2 = {0} F(X) #£ 0
{vs+ (R2 = {0}) } N /(X) # ¢

Sean, x1, xo,x3 € X tales que, y; = f(21), y2 = f(x2) e y3 = f(x3).

Combinando las figuras 1.11 e 1.12, vemos que los puntos x € X que dominan z;
satisfacen f(z) ¢ f(X). Por tanto, z; es un punto 6ptimo de Pareto. Por otro lado, existen =, & € X
tales que © < 22y & < x3 con f(z), f(Z) € f(X). Luego, 5 y x3 no son puntos 6ptimos de
Pareto.

1.3.2. Conceptos de la investigacion

1.3.2.1. Conceptos basicos

Problemas multi-objetivos en general son resueltos a través del proceso de escala-
rizacion que consiste en optimizar una funcidn escalar obtenida a partir de las funciones coordenadas
fisfas oo Sy

En esta seccion presentamos dos métodos de escalarizacion que son el método de las sumas
ponderadas y el método de escalarizacién de Tchebychev.

El método de las sumas ponderadas fue uno de los primeros a surgir para la solucién de
problemas multi-objetivos. Este método tiene la desventaja de no producir toda la frente de Pareto
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cuando esta no sea convexa. Mismo la frente de Pareto siendo convexa, esta situacién puede ocurrir
caso el problema sea lineal, como se muestra en el ejemplo 1.3.5 y el método de Tchebychev puede
ser aplicado en problemas que son conexos y no conexos, pero tiene la desventaja de producir
funciones escalares no diferenciables siendo el problema original diferenciable. Vamos describir
ejemplos que muestran que ambos métodos pueden producir alteraciones en los frentes de Pareto
debido a la concentracién de puntos de Pareto en un pedazo de la Frente.

1.3.2.1.1 Método de las sumas ponderadas

Este método consiste en asignar coeficientes (pesos) a las funciones fi, fo,- -, f, para

obtenerse la funcion escalar y asi minimizar.
p

Sean wy, wy, - -, w, tales que w; > 0,7 =1,--- ,p, sz‘ = 1.
i=1
El problema (P) serd transformado en
minimizar w; fi(z) + wafa(x) + - + w, f(x)
sa zeX

sp)]

p

Teorema 1.3.7. Dado (w,ws, -+ ,w,) € RPconw; > 0,i=1,---,py > w; = 1, la solucién
i=1

correspondiente de (SP) es 6ptimo débil de Pareto.

Demostracion 1.3.3. Sea z* € X una solucién de (SP).
Suponga que x* no es un 6ptimo débil de Pareto. Por consiguiente, existe una solucién x € X tal

que fi(x) < fi(z*)Vi=1,--- ,p.
Dado que los coeficientes de ponderacion w; > 0 al menos un ¢, tenemos la ecuacion siguiente,

p p
> wifi(x) <D wifi(z”)
=1 =1
Entonces, es una contradiccidn a la suposicién que z* es una solucién de (SP).
Por lo tanto, z* es un 6ptimo débil de Pareto. Para mas detalles pueden ver (Miettinen, 1998).

Teorema 1.3.8. Si w; > 0,7 =1,--- ,p, entonces la solucién de (S P) son éptimos de Pareto.

Demostracion 1.3.4. Sea z* € X una solucién de (SP) con w > 0.

Consideremos que x* no es un 6ptimo de Pareto. Entonces existe una soluciéon x € X tal que
filz) < fi(z*)Vi=1,--- ,pyexiste f;(x) < f;(z*) para al menos una j.

Tenemos, desde w; >0Vi=1,--- p

Z w; fi(z) < szfz(il?*)

Por lo tanto, contradice a la suposicion que =* es una solucién de (SP) y asi, * es un 6ptimo de
Pareto. Para més informacion (Miettinen, 1998).

La Figura 1.13 ilustra el método de las sumas ponderadas con frente de Pareto convexa.
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Figura 1.13: Gréfica de las sumas ponderadas con frente convexa.

f2

fi

wifi+wafa =c

Ejemplo 1.3.3. Tlustramos el método de las sumas ponderadas, aplicando el siguiente modelo de
optimizacién biobjetivo, cuya frente sea convexa

minimizar { f;(x) = x1, fo(z) = 23}

s.a (11 —3)* + (29— 3)2 < 1
Utilizando el programa Matlab solucionamos para un nimero de puntos de Pareto (npp = 20) con
incremento uniforme (inc = nipp), la variacion 2 = 1, - - ,npp y con los pesos normalizados como:

wy =1 *inc,wy = 1 — wy.

Por tanto, en la siguiente figura 1.14 tenemos la solucién sobre la construccion de frente de Pareto,
con el método de las sumas ponderadas, dado que el método es eficiente cuando frente sea convexa.

Figura 1.14: Frente de Pareto convexa / Ejemplo 1.3.3.
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El método de las sumas ponderadas puede dejar de encontrar puntos de Pareto caso el
frente sea no convexa, como ilustran la Figura 1.15 y el Ejemplo 1.3.4.

Figura 1.15: Frente de Pareto no convexa

f2

N1

Los puntos A, B, C'y D son algunos puntos éptimos de Pareto, pero con el método de las sumas
ponderadas no se puede encontrar los puntos By C'. Es decir, la recta r no encuentra como valores
objetivos minimos.

Ejemplo 1.3.4. Explicaremos el método de las sumas ponderadas, aplicando el siguiente modelo
de optimizacion biobjetivo, cuya frente es no convexa,

minimizar { f;(x) = x1, fo(z) = 23}
sa b(ry—1)+ (1 —3)> > 2

71 —45<0

To—3<0

Utilizando el programa Matlab solucionamos para un nimero de puntos de Pareto (npp = 30) con

incremento uniforme (inc = —), la variacién i = 1,--- ,npp y con los pesos normalizados como:
. . npp

wy =1 *1inc,

Wo = 1-— w1 .

Tenemos, en la siguiente figura 1.16, la solucion sobre la construccion de frente de Pareto, dado que

el método no es eficiente cuando el frente sea no convexa.
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Figura 1.16: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.4.

Mismo en casos convexos, aplicando algoritmo del método de las sumas ponderadas puede
fallar mas no tedricamente, como muestra el siguiente Ejemplo 1.3.5, que trata de un caso lineal.

Ejemplo 1.3.5. En este ejemplo trataremos de un caso lineal, aplicando el siguiente modelo de
optimizacién biobjetivo

minimizar { fi(x) = x1, fo(z) = 22}

sa 1—ax1—29<0

T — 1 S 0

To — 1 < 0
Utilizando el programa Matlab solucionamos para un nimero de puntos de Pareto (npp = 30) con
incremento uniforme (inc = %W)’ la variaciébn ¢ = 1,--- ,npp y con los pesos normalizados como:

wy] =1 *1inc, Wy = 1 — wi.

Tenemos, en la figura 1.17, la solucidn sobre la construccion de frente de Pareto en el caso lineal,
donde el método no es eficiente, a pesar que el frente es convexa. Es decir, solo se encuentra siempre
3 puntos en el frente, cuantas veces tengamos la iteracion.

Figura 1.17: Problema linear

0.5
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Mostraremos tedricamente que en este caso el método de las sumas ponderadas si encuentra

puntos del frente.
De hecho, la funcién escalar es dada por

90($17 IZ) = w1f1($1>952) + w2f2(1’1>$2) = W1x1 + Waks

donde wq, wy > 0 e wy + we = 1.

(1) Supongamos w; < wy. Tenemos que
©(0,1) = wy, ¢(1,0) = w; y sabemos que los éptimos de Pareto satisfacen la ecuacién
1+ 29 = 1.
Luego, p(z1,%2) = p(x1,1 — 1) = wizy + we(l — 1) = (w1 — wa)xy + Wo
Siendo w; —wy < 0 ez < 1 sigue que
(w1 —wa)x1 > Wy — W
De ahi, (wy — wy)x1 + we > wy = ¢(1,0)
Asi, (1, 0) es siempre solucion en el caso en que w; < ws.

(2) De manera andloga, el punto (0, 1) es la solucién para w; > ws.

(3) Finalmente, si w; = wy = 3 tendremos
oz, m2) = p(x1,1 — 1) = 321 + 5(1 — x1) = 1, V(21, 22).
Por tanto, cualquier (z1, z5) que satisfaga x; + x2 = 1 es minimo de .

Figura 1.18: Frente de Pareto / Ejemplo 1.3.5.

\

f2
f(X)
1

Frente de Pareto

o

1.3.2.1.2 Método de escalarizacion de Tchebychev

Se deduce que el método de las sumas ponderadas no puede encontrar puntos de Pareto

caso el frente de Pareto sea no convexa o hasta en problemas lineales.
En esta seccidn trataremos en detalle de un método, denominado escalarizacion de Tcheby-

chev, que puede ser aplicado a problemas conexos y no conexos con frente de Pareto convexos y no
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CONvexos.
El problema escalarizado tiene la forma siguiente

minimizar max{w; (fi(x) —uj), -, wy(fp(x) — u;)}
sa z€X.

1)
Escalarizacion de Tchebychev recibe este nombre debido a una métrica de Tchebychev,
i {ui(f; = ud)l} = mix {wi(fi(e) - )
que aparece en la funcion objetivo del problema escalarizado.

Figura 1.19: Escalarizacién de Tchebycheyv.
fﬂ //"" - e “\\\\
| f(X)

R
%,

fi

Note que las curvas de nivel méx{ f1, fo} = c tiene el formato del cono R? .
De hecho, max{ fi, fo} = c representa la curva definida por el conjunto

{(fi.f) eR*| fi=co fo=c}N{(f1,fo)) eR*| fi<c e fo<c}

Figura 1.20: Curva de nivel de la funcién méx { f1, fo} = c.

max{ f1, fa}=c
f2
cl - _nﬁ .._."';;
‘ h

En la siguiente, presentamos algunos resultados referente a la escalarizacion de Tchebychev
que pueden ser encontrados en (Miettinen, 1998).
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Teorema 1.3.9. Si los coeficientes wy, - - - , w, son positivos entonces la solucién de (ET) es un
optimo débil de Pareto.

Demostracion 1.3.5. Sea z* € X una solucién del problema (ET).
Supongamos que z* no es un 6ptimo débil de Pareto. Entonces, existe x € X tal que
fi(z) < fi(z*) Vi =1,--- ,p. Por consiguiente,

wifi(x) = p7) < wifilz™) — i) Vi,

Luego, es una contradiccién. Por lo tanto, x* es un 6ptimo débil de Pareto.
Para mas detalles, se puede ver (Miettinen, 1998).

Teorema 1.3.10. Si (ET) tiene solucion tnica, entonces esta solucién es 6ptimo de Pareto.

Demostracion 1.3.6. Sea z* € X solucion tnica. Supongamos, que no es un optimo de Pareto. En
este caso, existe solucion x € X tal que

filx) < fi(x®) Vi=1,---|p

fi(x) < f;(z") para algun j.
Para todo w; > 0, tenemos
p p
> wifi(x) <D wifi(x").
i=1 i=1

Por otro lado, la unicidad de z* significa que.
p p
i=1 i=1

Las dos desigualdades anteriores son contradictorias y por tanto, x* es 6ptimo de Pareto.

Teorema 1.3.11. Sea x* € X un punto 6ptimo de Pareto. Existe un vector 0 < w € RP para el cual
x* es la solucién de (ET).

Demostracion 1.3.7. Sea z* € X 6ptimo de Pareto.

Supongamos que 7w > 0 € RP tal que z* es una solucién de (ET).
Sabemos por definicién que f;(x) > prVi=1,--- pyVz € X.
Consideremos, 8

(file*) = 1)
Si 2* no es una solucién de (ET"), entonces existe otro punto = € X que es una solucién de (ET),
significa que,

Wi = vj:lu"'7p7 6>O



ast, wi(fi(x) — pf) < BVi=1,---,p.

B
filw*) —

Luego, (fi(x) — u;) < By simplificando la expresion tenemos, de la siguiente forma

filz) < fi(z") Yi=1,--- ,p.

Por lo tanto, es una contradiccién, por lo cual z* es la solucién de (ET).
Mas detalles en (Miettinen, 1998).

Combinando los teoremas 1.3.9 y 1.3.11 se obtiene.

Teorema 1.3.12. Sea z* € X 6ptimo débil de Pareto si y solamente si z* es una solucién de (ET)
para algin w = (wyq, - -+ ,w,) > 0.

Demostracion 1.3.8. =). Si 2* € X es un 6ptimo débil de Pareto, entonces por el Teorema 1.3.9
existe 0 < w € RP y por Teorema 1.3.11, z* es 6ptimo de Pareto. Por lo tanto z* es la solucion de
(ET).

<). Si z* es la solucion de (ET) para algtn (wy, - - - ,w,) > 0. Luego por el Teorema 1.3.9, z* es
un 6ptimo débil de Pareto.

Observacion 1.3.4. Escalarizacion de Tchebycheyv, al principio, encuentra todos los puntos del
frente de Pareto sea el problema convexo o no, como ilustran los siguientes ejemplos 1.3.6 y 1.3.7.

Ejemplo 1.3.6. Ilustramos el método de escalarizacion de Tchebychev, aplicando el siguiente
modelo de optimizacién biobjetivo, cuya frente es convexa.

minimizar { f1(z1, 22) = 1, fo(21, 22) = 22}

s.a (#1 —3)? 4+ (22— 3)2 < 1
Se utiliz6 el programa Matlab para su solucién, considerando, nimero de puntos de Pareto
(npp = 20), incremento uniforme (inc = nl%),con iteracion (i = 1,--- ,npp) y los pesos normali-

zados como: w; = i x inc, wy = 1 — w; y sea punto utépico u* = f* = (2,2).
Por tanto, en la siguiente (figura 1.21) tenemos la solucion sobre la eficacia del método cuando su
frente es convexa.
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Figura 1.21: Frente de Pareto convexa / Ejemplo 1.3.6.
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Ejemplo 1.3.7. Tlustramos el método de escalarizaciéon de Tchebychev, aplicando el siguiente
modelo de optimizacion biobjetivo, cuya frente es no convexa.

minimizar { f1(z1, x2) = 1, fo(21, 22) = 22}
sa  H(wg—1)+ (z1—3)% >2

r1 —4,5<0

T2 — 3 < 0

Se utilizé el programa Matlab para su solucion, considerando, nimero de puntos de Pareto

(npp = 30), incremento uniforme (inc = nipp), con iteracion (i = 1,--- ,npp) y los pesos
normalizados como: w; = @ % inc, we = 1 — w; y con punto utépico u* = f*.

Por tanto, en la figura 1.22 tenemos la solucidn sobre la eficacia del método cuando su frente sea no
convexa, pero la eficacia no funciona para todos los problemas, por ejemplo, veremos en la figura
1.23 y figura 1.24 el comportamiento de la construccion de frente de Pareto cuando varia el punto
utépico.

Figura 1.22: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.7.
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Sin embargo, es importante destacar que el aspecto del frente de Pareto sufre gran influencia
en la seleccion de punto utépico. Como en las figuras 1.23 y 1.24 tomadas de los Ejemplos 1.3.6 y
1.3.7 respectivamente, observamos para npp = 20 en la figura 1.23(a) 8 puntos de Pareto mientras
tanto en la figura 1.23(b) solamente 6 puntos de Pareto, mismo ocurre también en la figura 1.24 con
diferentes puntos utépicos tomadas.

Figura 1.23: Frente de Pareto convexa / Ejemplo 1.3.6.
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2 * 2
15 1.5
17 1
05 05
0o 1 2 3 4 5 0o 1 2 3 4 5
f1 1
(a) w*=(1,1) (b) u*=(0,0)

Figura 1.24: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.7.
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(2) w*=(0.0000.-0.2750) (b) w*=(-1.0000,-1.2750)

30



Ejemplo 1.3.8. ITlustramos el método de escalarizacion de Tchebychev, aplicando el siguiente
modelo de optimizacién biobjetivo, cuya frente sea no convexa. Extraido desde Deb et al. (2002).

minimizar {z,z,}

sa  —axf — a5+ 1+ 0,lcos(16arctg(2!)) < 0
(21— 0,5)> + (22 — 0,5)2 — 0,5 < 0
0<mz,z2<m

Aplicando el programa Matlab tenemos la solucién y consideremos el numero de puntos de Pareto

(npp = 30), incremento uniforme (inc = nipp), con iteracién (¢ = 1,--- ,npp) y los pesos
normalizados como: wy = ¢ * inc, wy = 1 — wy.
Por tanto, en la figura 1.25 tenemos la solucién sobre el comportamiento de la construccion de

frente de Pareto cuando varia el punto utépico.

Figura 1.25: Frente de Pareto no convexa / Ejemplo 1.3.8.
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(a) ©*=(0.0417, 0.0417) (b) u*=(-0.9583, -0.9583)

(c) u*=(-0.0383, -0.0383)
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Los ejemplos 1.3.9 y 1.3.10 son problemas no conexos que pueden ser encontradas frente
de Pareto por la escalarizacién de Tchebychev, sin embargo, es importante destacar que los puntos
del frente de Pareto no obtiene una distribucién de manera uniforme como vemos en la figura
1.27(b) a pesar que los pesos son distribuidos uniformemente.

Ejemplo 1.3.9. Ilustramos el método de escalarizacion de Tchebychev, en el siguiente modelo de
optimizacion biobjetivo no conexo,

minimizar {z;,xs}
sa 1722 + 1722 + 302,19 — 288x; — 28875 + 1264 < 0
—52% — 52 + 62179 + 1811 + 1815 < 73

Utilizando el programa Matlab tenemos la solucion y consideremos el numero de puntos de Pareto

(npp = 30), incremento uniforme (inc = nipp), iteracion (i = 1,--- ,npp) y los pesos normalizados
COmo: Wy = ¢ *1nc, we = 1 — wy.
Por tanto, en la figura 1.26 tenemos la solucién sobre el comportamiento de la construccién de

frente de Pareto tomados punto utdpico en diferentes puntos.

Figura 1.26: Frente de Pareto no conexa / Ejemplo 1.3.9

(a) u*=(1.5845, 1.5845) (b) u*=(0.5845, 0.5845)

Ejemplo 1.3.10. Ilustramos el método de escalarizacién de Tchebychev, en el siguiente modelo de
optimizacion biobjetivo no conexo,

minimizar {x, z2}

sa —af — x5+ 1+ 1,0lcos(16arctan(£L)) < 0,
(21 — 0,5)% + (x2 — 0,5)2 — 0,5 < 0,5,
1,6922 + 1,0122 — 2,6x125 — 0,02 > 0,

0<uxy,29 <.
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Utilizando el programa Matlab tenemos la solucion. considere, incremento uniforme

(inc = T%pp), con iteracién (i = 1,--- ,npp) y los pesos normalizados como:
wy = i *inc, wy = 1 — wy y considerando punto utdpico u* = (—0,0383, —0,0383).
Por tanto, en la figura 1.27 tenemos la solucién sobre el comportamiento de la construccion de

frente de Pareto para dos numeros de puntos de Pareto.

Figura 1.27: Frente de Pareto no conexa / Ejemplo 1.3.10.
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Con el intuitivo de obtener una distribucion mds uniforme para frente de Pareto, (Dutta
and Kaya, 2011) modificaron escalarizacion de Tchebychev incorporando restricciones que fueron
denominados rayos. Este método modificado, es llamado como escalarizacién de Tchebychev a lo
largo de rayos, serd mostrado en el préximo capitulo.

1.3.2.2. Método de Tchebychev a lo largo de rayos

En la seccién 1.3.2.1, presentamos el método de las sumas ponderadas y el método de
Tchebychev para construccion del frente de Pareto para problemas de optimizacion multi-objetivo.

Observamos que el método de las sumas ponderadas falla al buscar puntos de Pareto
caso el frente de Pareto no sea convexa y, mismo siendo convexa, se puede encontrar dificultades
en la construccién del frente como en el caso lineal, ilustrado por el ejemplo 1.3.5. Presentamos
entonces el método de Tchebychev, que puede ser aplicado para problemas conexos y no conexos.
Sin embargo, puede ser que haya una concentracion de los puntos de solucion en una parte del
frente, dejando asf el retrato de su real aspecto.

En este seccion, vamos a presentar una nueva técnica, propuesta en (Dutta and Kaya, 2011),
que se trata de una modificacion del método de Tchebychev, llamada método de Tchebychev a lo
largo de rayos, que se obtiene una distribucién mas uniforme de los puntos del frente de Pareto
para problemas multi-objetivos conexos. Entenderemos, que ese nuevo método produce un frente
mads bien distribuida. Sin embargo, surgen puntos que no son éptimos de Pareto como solucién del
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problema resultante de la nueva escalarizacidon. Veremos entonces como eliminar esa inconveniencia
con introduccién de una técnica que elimina puntos que no son 6ptimos de Pareto.
Consideremos nuevamente el problema

minimizar max{w: (f1(z) —u}),- -, wp(fp(r) —uy)}
sa ze€X.

(ET) {

El Teorema 1.3.13 indica el camino para la formulacién del método de Tchebychev a lo
largo de rayos.

Teorema 1.3.13. (Ogryczak, 2001, Teorema 1) Suponga que z* € X es un punto eficiente de (P)

tal que

wi(fi(z®) —ug) = - = wp(fp(27) — up) (1.16)
para ciertos wy, - -, w, > 0.
Sean f = (fi, -, f,) = (fi(x*), -, fo(x*)) y Z solucién de (ET) con los mismos
wy, - -+ ,w, > 0. Entonces f= (fl, . ,fp) = (fi(z), -+, fo(x)) es el tnico vector de valores
Optimos.

Demostracién 1.3.9. Sea f(z) € f(X) un vector no dominado con f(z) € X que satisface,

w1 (fl(m) - fl<x>) = =Wy (fp(x) - J?p(x))
con algiin vector objetivo f € f(X)yw; >0,i=1,--- ,p.
Supongamos que f no es una tinica solucién éptima de (ET). Entonces existe un vector objetivo f
tal que f # fy

méx {wi(fi - fi)} < méx {wi(fi - fi)} = .
Aqui,

wi(fi — fi) <a=wi(fi — fi) para i=1,---p.

Ast, f > fy f #+ f que contradice a la suposicién que f no es dominado.
Para mas detalles ver (Ogryczak, 2001)

Observacion 1.3.5. Note que las ecuaciones

wi(fi —uy) = = wp(fp —up) (1.17)

representan una semi-recta (rayo) con vector director v = (w—l, Sy wi) y con origen en el punto
D

utopico.

Una ecuacién paramétrica para el rayo en la region objetivo factible puede ser escrita como

f=to+u*, t>0. (1.18)
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Combinando los Teorema 1.3.12 y Teorema 1.3.13, contemplamos que el rayo definido por
(1.17) intercepta el frente de Pareto para algin w = (wy, - - - ,w,) y el punto de interseccién es un
punto éptimo entonces la solucién de (ET) produce tal punto de interseccién en la frente de Pareto.

Esta idea puede ser ttil para generar una buena aproximacion del frente de Pareto en el
caso en que los puntos 6ptimos débil de Pareto también son 6ptimos de Pareto. En esta situacion,
se usa un conjunto conveniente de pesos wy, - - - ,w, y seleccionado “apropiadamente” el punto
utdpico para la construccion de frente de Pareto. Métodos que usan este concepto son encontrados
en (Eichfelder, 2008, 2009a,b; Mueller-Gritschneder et al., 2009).

La idea presentada por (Dutta and Kaya, 2011) es mejor que los otros métodos en el
sentido que estos dltimos proponen una nueva escalarizacion con la cual es posible construir una
aproximacion de frente de Pareto que contengan puntos 6ptimos (débil) de Pareto.

La escalarizacion tipo Tchebychev presentada en (Dutta and Kaya, 2011) aumenta res-

tricciones dadas por los rayos asociados a los pesos wy, - - - , w, al problema (ET') de la siguiente
forma
minimizar max{w, (fi(x) — uy), -, wp(fp(x) —uy)}
(TR)§ s.a wi(fi(x) —u)) — w1 (fiqa(x) —uly) =0,i=1,--- ,p—1
r e X.

La nueva escalarizacion fue denominada como escalarizaciéon de Tchebychev a lo largo de rayos.

Teorema 1.3.14. Si z* es un 6ptimo débil de Pareto de (P) entonces x* es la solucion de (T'R)
para algin vector w = (wq, - - - ,w,) > 0.

Demostracion 1.3.10. Sea z* un punto 6ptimo débil de Pareto.

Para 3 > 0,
B

filw*) — 5

con esta eleccion de w;, z* € X satisface las restricciones de la igualdad en (T'R).

NVi=1,---p (1.19)

w; =

Consideremos que z* € X no es una solucién de (7T'R). Entonces existe un punto x € X satisfa-
ciendo las restricciones de igualdad de manera que

méx wi(fi(x) — p7) < max wi(fi(27) — i) = 6,

es decir,
wi(fi(x) —pi) < B,Vi=1,---p. (1.20)

sustituyendo la ecuacion (1.19) en (1.20), se obtiene

B
F(file) = 17) < B,
fila*) —
si f;(x*) — uf, 5 son positivos y reorganizando se llega a:
filx) < fi(z*)Vi=1,--- ,p. (1.21)

Dado que es una contradiccion, entonces x* es un punto éptimo débil de Pareto.
Para mas detalles se puede ver (Dutta and Kaya, 2011).
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Observacion 1.3.6. La reciproca del Teorema 1.3.14 no es verdad a menos que el frente de Pareto
sea conexa. Este caso puede ser verificado como sigue.
Sea el problema bi-objetivo min{ f;(x), f2(z)}, z € X C R?, donde z} e z} son soluciones de los

problemas mono-objetivos
(P) min fi(x), v € X

(PQ) min fg(.’ﬂ), xr &€ X

respectivamente.

Sean

ff:fl(f{), fzzfz(ﬁ)
f_l = fl(x;)7 f; = f2<x;>7

frente de Pareto serd conexa si y solamente si la recta fo = uj + o fi — uj) en el espacio objetivo
intercepta al Frente para todo angulo & € [auyin, imsx] donde

* u*
Qmin = arctg(fg f)

1~ U

fQ — Uy

Qmax = arctg(

Figura 1.28: Frente de Pareto conexa.

Fa (1, Fa)

2 =13 +o(fi —uj)

(1. 53)

Omin/ CYmaz fl
=

(u, u3)

Fuente: Dutta and Kaya (2011)
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Si el frente de Pareto no es conexa entonces existirdn u* = (uj, ul) y w = (wy, w9) tales
que la semi-recta

wi(fi(z) —uy) = wa(fo(x) — u3) (1.22)

no interceptard al Frente.

Figura 1.29: Frente de Pareto no conexa.

f2 (ff’f2)

\\(fhf%)
% fi

(ui, u3)

Fuente: Dutta and Kaya (2011)

En este caso, la solucion de (7T'R) con la restriccion (1.22) no serd un 6ptimo de Pareto (o eficiente).
Vale la reciproca de Teorema 1.3.14 desde que a frente de Pareto sea conexa, conforme el
siguiente teorema

Teorema 1.3.15. Considere que el frente de Pareto asociada al problema (P) sea conexa.
Si z* es una solucion de (7'R) para algin w = (wy, - -+ ,w,) > 0 entonces z* es 6ptimo débil de
Pareto de (P).

Demostracion 1.3.11. Sea x* solucién de (PR) para algin wq,--- ,p > 0,
Paratodoi =1, --- ,p — 1 afirmamos,

wi(fi(x") — pi) — winr (fisr (z7) — pipq) = 0.

Entonces, se pueden escribir las igualdades en (1.17) que a su vez definen en el espacio objetivo el
rayo f = pu* +tv, t > 0, en (1.18). Asi, f(z*) = (fi(a*),-- -, fp(z*)) es un punto en el rayo, para
algint > 0.

Afirmamos que z* es un punto 6ptimo débil de Pareto de (P).

Supongamos, por contradiccion, que x* no es un punto 6ptimo débil de Pareto. Entonces, como
frente de Pareto es conectado, existe £ € X tal que f(Z) es un punto de interseccién de rayo con el
frente de Pareto y que

fi@) =i < fi(@") —pg Mi=1,---p.
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Como wy, - - - ,w, > 0, tenemos
wi (fi(Z) — ) <w; (fi(x*) — ) Vi=1,---,p.

de tal forma que,

méx w; (fi(2) — ;) < max wi (fi(27) — 1) -

Por lo tanto, es una contradiccion, entonces x* es una solucién de (PR).
Para mas informacién ver (Dutta and Kaya, 2011).

Observacion 1.3.7. El Teorema 1.3.15 es la condicion principal para aplicar el método de Tcheby-
chev a lo largo de rayos para superar las dificultades encontradas por los métodos estudiados en la
seccion 1.3.2.1, en el caso de frente de Pareto conexa.

Este Método agrega restricciones definidas por rayos que, en el caso conexo, atraviesan
al frente produciendo una solucién de Pareto. Los dngulos son distribuidos uniformemente con
la variacion uniforme de pesos para los rayos de modo a si obtener una buena aproximacion para
la frente. Obviamente, al principio, no hay como saber si un determinado rayo intercepta a frente
de Pareto. Por tanto, una solucién de (7'R) puede no ser un punto eficiente. Tales soluciones son
eliminadas con la introduccién de una rutina referido en el dltimo paso del algoritmo de Tchebychev
a lo largo de rayos, detallado en el algoritmo del método, que identifica puntos que no son 6ptimos
(débil) de Pareto.

1.3.2.3. Método de restriccion ponderada

En la seccion 1.3.2.1, el método de escalarizacion de Tchebychev para la construccion de
frente de Pareto, se observa particularmente en los problemas no conexos que los puntos eficientes no
son distribuidos de manera uniforme y en la seccién 1.3.2.2, presentamos el método de Tchebychev
a lo largo de rayos para la construccion del frente de Pareto para problemas de optimizacidén
multi-objetivo.

Notamos que el método de escalarizacion de Tchebychev a lo largo de rayos no es aplicable
para problemas caso la frente de Pareto fuera no conexo.

En este seccion, mostraremos detalladamente una nueva técnica, propuesta en (Burachik
et al., 2014b), llamado método de restricciéon ponderada, se trata de una funcién k-ésimo objetivo
que minimiza, para un k fijo y los restantes de las funciones objetivas son incorporadas como
restricciones. Evaluaremos que el nuevo método resuelve problemas conexos y no conexos con
frente de Pareto y/o conjunto factible no conexo, de un k-ésimo objetivo, que produce frente de
Pareto, distribuido uniformemente con adecuada seleccién del punto utépico.

Parak € {1,--- ,p} yw € W el problema (PF)

minimizar wy, fx(z)
(Pzﬁ) sa wifi(r) <wpfr(x), i=1,---,pi#k.
r e X.
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Observacion 1.3.8. Las funciones objetivas que son incorporados como restricciones son planos
que cambian su posicion para cada iteracion de k-ésimo peso, de acuerdo que se busca minimizar
k-ésimo funcién objetivo.

Definicion 1.3.5. La region factible del problema (P%). Para k y w fijos es definido como
Xh={z e X |wfi(x) <wpfr(z);Vi # k}.

Donde, para cada = € X, k se verifica wy, fi,(x) = max;—; ... ,{w; fi(x)}, por tanto, z € X tal que
x son los puntos 6ptimos (débil) de Pareto.

Definicién 1.3.6. El conjunto de solucién del problema (PF) es definido como
SE={z e X |z resuelve (P*)}

Definicion 1.3.7. Sea w € W™ fijo, se tiene

Definicion 1.3.8. Sea W (x) para cada x € X, se define de la siguiente forma
W(z)={weW"™ |ze Sk Vk=1,---p}
donde, W (x) puede ser vacio, para algunos = € X.

Teorema 1.3.16. z* € X es un punto 6ptimo débil de Pareto del problema (P), si y sélo si existe
w € W+, 2* es una solucién de (PF¥) paratodok = 1,--- ,p

Demostracion 1.3.12.

=). Asumamos, w € W tal que z* es una solucién de (P¥) Vk.
Supongamos, que z* € X no es un 6ptimo débil de Pareto de (P). Entonces existe z € X tal
que
[i(@) < fila*)i=1,-p (1.23)

Por la definicién 1.3.7, existe k tal que € X. Entonces desde ecuacion 1.23 y wy, tenemos

Por consiguiente, la ecuacién 1.24 es una contradiccion, entonces z* es una solucién de (PF).

<). Sea xz* € X optimo débil de Pareto de (P).
Demostremos, que Jw € W tal que z* s una solucién de (PF) VE.
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Sabemos que, f;(z) > 0Vz € X.

Definimos,
1

fi(z*)
P 1

i=1
Entonces, w; > 0, Y. w; = 1. Es decir, w € W y z* satisface todas las restricciones como
igualdades,

w; =

Si z* no es la solucién de (P¥) para algtin k, entonces 37 € X tal que
w fi(T) < wyfu(z)
w; fi(Z) < wefe(2),1# k.
De manera que,de la ecuacién anterior y 1.25 tenemos,
w; fi(Z) < wifr(T) <wpfr(a®),i=1,--,p y i#k

Luego por la ecuacién 1.25, podemos escribir

wi fi(Z) < wpfr(a*) =wifi(x*),i=1,---,p y i#k (1.26)

Entonces, como w; > 0y por la ecuacién 1.26 se llega:

Por lo tanto, es una contradiccién que x* es un punto 6ptimo débil de Pareto.
Para mas informacion (Burachik et al., 2014b).

Observacion 1.3.9. Notemos particularmente, que la parte “s6lo si” del Teorema 1.3.16 es vélida,
para puntos 6ptimos de Pareto, pues todo punto 6ptimo de Pareto es un punto 6ptimo débil de
Pareto, mostrado en la observacién 1.2.4. Sin embargo, no necesariamente implica que el punto sea
optimo de Pareto, a menos que sea X convexo y todas las funciones objetivas sean estrictamente
convexos. El siguiente ejemplo ilustra esta observacion.

Ejemplo 1.3.11.

Sea f : R? — R? con f(x) = (x1, ) y consideremos el problema

minimizar {fi(z), fo(x)}
S.a (1‘1 — 1)2 + (272 — 1)2 S 0,8
Si z* = (1,0,8) es un punto 6ptimo débil de Pareto.
Sean wy = % y wo = 8, para k = 1,2 el problema (P*) se puede escribir como

1\ | minimizar w; fi(x)
(Pw) { S.a wgfg(l‘) S wlfl(m).
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5\ | minimizar wsfo(x)
(Pw){ sa wy fi(x) < wyfa).

luego, z* = (1, 0,8) es un éptimo de Pareto de ambos problemas. Sin embargo, z* = (1, 0,8) no es
un 6ptimo de Pareto (es un 6ptimo débil de Pareto).

Figura 1.30: Punto eficiente débil.

i

fa

® (1,0.8)

h

Proposicion 1.3.1. Sea W (z) # ¢. Paraun k € {1,--- ,p}, o} € S* tal que Vr # k, Ja; € S¥,
que satisface

fr(@y) < folay). (1.27)
Entonces z}, es 6ptimo débil de Pareto del problema (P).

Prueba I.1. Sea £ = 1. Supongamos que =7 no es un punto 6ptimo débil de Pareto. Entonces
Jx* € X tal que
fi(@) < fi(=7) (1.28)

Notemos por definicién 1.3.7, 2 € X = (J/_, X",
Tenemos dos casos.

= Casol: Sea? € X!. Donde w; > 0y desde la ecuacion 1.28, se puede escribir de la siguiente

forma
w f1(2) < wi fi(a]) (1.29)

Por tanto, es una contradiccion, pues z} € S} .
= Caso II: Sea # € X, para algiin s # 1. Tenemos desde la ecuacién 1.28
ws fs(& < wsfs(])) (1.30)
Tenemos por la ecuacién 1.27,

ws fs(2) < wsf(x]) < wsfs(xh). (1.31)
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Esto contradice el hecho de que z} € S;. Dado que los ambos casos conducen a una
contradiccién, concluimos que x7 es un punto 6ptimo débil de Pareto.
Para mas detalles pueden consultar a (Burachik et al., 2014b).

Corolirio L.1. Seaw € W™, Suponer que (z7,- -+ ,z,) € Sy x---xSEyqueVr, ke {1,---,p},
fr(@y) = fir(ap).
Entonces z; € WE(P), paracadak =1,--- | p.

Prueba I.2. En la proposicién 1.3.1, probamos que, si existe & tal que la ecuacion (1.27) sostiene
que 7 es un punto 6ptimo débil de Pareto.
Asumamos, que por la hipétesis, VEk, r,

fr(@g) < folay).

Por lo tanto, z;, es un punto optimo débil de Pareto.
Para mds detalles, se puede ver en (Burachik et al., 2014b).

En el Teorema 1.3.16 demuestra que, si tiene una solucién comun z* para todo

k€ {l,---,p} de (PF) entonces z* es un 6ptimo débil de Pareto. Sin embargo, si las soluciones
no son comunes de (PF) y también los valores 6ptimos correspondientes no sean los mismos,
entonces por la proposicién 1.3.1 es posible hacer ciertas comparaciones entre las soluciones de
cada problema (P*) y concluir si alguna de esas soluciones es 6ptimo débil de Pareto o no. Por
tanto, podemos identificar mas de un 6ptimo débil de Pareto como resultado final del procedimiento
de comparacion. La ventaja de este método de restriccion ponderada es la perspectiva de encontrar
dos puntos de Pareto para una unica seleccion de pesos sobre los métodos de escalarizaciones
existentes, que son problemas principalmente con un dominio que no es conexo.
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CAPITULO II: METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

Tipo de investigacion

El trabajo de investigacion, de acuerdo a la naturaleza del problema a los objetivos for-
mulados, retine condiciones para ser calificado como una investigacion de tipo bésica. Sostiene
Hernandez,Fernandez y Baptista(2006) “La investigacion para su funcién es producir conoci-
mientos y teorias, su objetivo es incrementar el conocimiento ya existente”.

Nivel de investigacion

El presente trabajo de investigacion es nivel descriptivo. Sostiene Arias(2016) “su objetivo
es conocer los aspectos mds importantes del o los fendmenos que le interesan responder al interro-
gante ;coémo, quien, dénde, cuando? describe los datos y caracteristicas de un hecho o fenémeno en
estudio”.

Disefio de investigacion

El disefio de investigacion utilizado en el presente trabajo de investigacion, es de tipo
experimental pura. Hernandez,Fernandez y Baptista(2014) afirma que se puede manipular una o
varias variables independientes para observar sus cambios en las variables dependientes.

Enfoque de investigacion

El enfoque de la investigacién es de tipo cualitativo, porque se busca comprender e
interpretar el comportamiento de la construccion de frente de Pareto.
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CAPITULO III: RESULTADOS Y DISCUSION

3.1. Resultados

Los resultados esperados de esta investigacion se determiné con la construccion de Frente
de Pareto en los problemas de optimizacién biobjetivo conexo y no conexo, con los algoritmos de la
programacién de los métodos de escalarizacion.

Algoritmo de tchebychev a lo largo de rayos

Describiremos en los siguientes pasos del algoritmo que utiliza escalarizacion de Tcheby-
chev a lo largo de rayos (Dutta and Kaya, 2011).

= Paso 1 (Inicio)
Sea e, e >0y N =npp. Hacer k = 1

= Paso 2 (Puntos extremos de la frente)

2.1 Encontrar Z; solucién de minimizar fi(x), z € X

Hacer f7 = fi(z1) y fo = fo(71)
Defina P° = (f7, f2)

2.2 Encontrar Z5 solucién de minimizar fy(x), x € X

Hacer f = f1(%2) y 5 = foZ2)
Defina PV = (f1,f§k)

= Paso 3 (Punto utdpico)
Hacer v* = (u}, u}) conuj = f; — e, uy = f5 — €3

s Paso 4 (Angulos)

Calcule oy, = arctg(];?: :32)
1

fo—uj )
* *
Ji—ui

Qmax = arctg(
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AOé _ Omsx — Omin
npp
= Paso k (Ciclo)

k.1 Hacer o = oy + kA«
Hacer wy = sinay wy = cos «

k.2 Encontrar z solucién de (T'R)
Defina P* = (f1(2), f2(2))

k.3 Si k = npp va para el Paso N
Sino, k =k + 1y vaparak,l

= Paso N (Eliminando puntos no Pareto)
Parai=1,--- ;nppexiste j =0,--- ,npp
tal que P/ < P}y PJ < P% entonces elimine P".

El algoritmo de Tchebychev a lo largo de rayos proporciona una buena herramienta para la cons-
truccién de frente de Pareto para problemas de optimizacion con dos objetivos, puede ser adaptado
también para problemas con tres 0 mds objetivos (Das and Dennis, 1998; Eichfelder, 2008; Mueller-
Gritschneder et al., 2009). Con el intuitivo de obtener una buena distribucién de los puntos éptimos
es importante escoger los pesos w; y wy uniformemente y tomar el punto utdpico suficientemente
menor del punto ideal, escogiendo €; y €5 suficientemente grandes.

Otro aspecto importante del algoritmo es que en el paso k,2 el problema no diferenciable
(T'R) es resuelto, ademas empleamos el Deflected Subgradient Method (DSG) (Burachik et al.,
2014a, 2006; Burachik and Kaya, 2007, 2010; Burachik et al., 2010) que utiliza Dualidad Lagrangia-
na como técnica no diferenciable. Esa rutina requiere la solucién de subproblemas sin restricciones
de optimizacidn, los cuales fueron resueltos usando subrutina fminsearch de MatLab que emplea el
Método de Nelder-Mead (Lagarias et al., 1998).

Ejemplos numéricos de la escalarizacion de tchebychev a lo largo de rayos

Ejemplo 3.1.1. Ilustramos el método de escalarizacién de Tchebychev a lo largo de rayos, en el
siguiente modelo de optimizacién biobjetivo,

minimizar {x, x5}

sa b(ze — 1)+ (27— 3)> > 2
r1—4,5<0
To—3<0

Vamos buscar solucion del ejemplo para npp = 30, aplicando algoritmo del método de escalariza-
cién de Tchebychev a lo largo de rayos

» Paso 1 Parae; =0,e; =0y npp = 30
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= Paso 2

Vamos buscar los puntos extremos de la frente P° = (f, fo) y PN = (f1, f3)

3.

= Paso 3 Tenemos el punto utépico u* = (uj, u3), en este caso, se tiene u*

3.

Figura 3.1: Puntos extremos de la solucién.

o P0=(1.3)

3
PN=(4.5,0.73)
‘ |

1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5

Figura 3.2: Punto utépico / u* = f* = (1,0,73).

4

5L

1 15 2 25 3 3.5 4 45 5

= Paso 4: Calcular los dngulos max. y min. para la variacién de rayos, como:

Omin = 0
Omsax. = 1,708 y
Aa = 0,0507
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= Paso k: Tenemos que hallar solucién de (T'R) con la variacion de,
o = apmp + kAo y los pesos wy = sin 'y wy = cos « de la siguiente manera

Figura 3.3: Construccién de frente de Pareto.

= Paso N: Eliminando los puntos no paretos, en este caso no es necesario eliminar, porque todos
sus puntos son 6ptimos de Pareto.

Ejemplo 3.1.2. Ilustramos el algoritmo del método, en el siguiente modelo de optimizacién biobje-
tivo,
minimizar {z,z,}
sa —(x;—05)2— (22 —05)24+0,5<0
2425 -4<0
—23 —2x9+1 <0

Solucionamos el ejemplo dado, paso por paso aplicando algoritmo del método, para npp = 30,
m Paso 1: Parae; = 0,65 =0y npp = 30

= Paso 2: Buscaremos los puntos extremos de la frente P° = (f7, f5) y PN = (f1, )
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Figura 3.4: Puntos extremos de la frente.

15 PO=(-1.2764,1.5397)

f2

o

o
T

-1.5 PN=(1.5294,1.2888)

2 I I I I I I I I I |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

= Paso 3:Tenemos el punto utépico u* = (uf, ul), en este caso, se tiene u* = f*,

Figura 3.5: Punto utdpico.

151 P0=(-1.2764,1.5397)

f2

ot

o
T

1 Punto utépico

*
1.5 u*=(-1.2764,-1.2888) PN=(1.5294,-1.2888)

D) I I I I I I I I I |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

= Paso 4: Calculamos los dngulos médx. y min. para la variacion de rayos, como:

Qmin = 0
iy = 1,5708 y
Aa = 0,0507

= Paso K: Tenemos que hallar solucién de (T'R), es decir, puntos 6ptimos y puntos no 6ptimos
con la variacién de, & = oy, + kA« y los pesos wy = sina 'y we = cos « de la siguiente
manera
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Figura 3.6: Construccién de frente de Pareto.

3
25
oL
15
Tk
N 05
ok
0.5
AT SN B
a5k U= (1.2764,1.2888)
2 L L L L L L L L L |
-2 1.5 4 05 0 05 1 15 2 25 3

= Paso N: Eliminando los puntos no Paretos,

Figura 3.7: Puntos 6ptimos de Pareto.

f2

o

o
T

Ejemplo 3.1.3. Ilustramos el algoritmo del método, en el siguiente modelo de optimizacién biobje-
tivo. Extraido de (Deb et al., 2002)

3 3

minimizar {1 —exp(—> (z; — 0,577)%),1 — exp(—>_(z; + 0,577)%)}
i=1 =1

s.a 0,577 < 21, &9, T3 < 0,577

Se utiliz6 el programa Matlab para la solucién, considerando numero de puntos de Pareto
(npp = 80), tenemos la eficacia de la solucién del método.
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m Paso l: Parae; = 2,65 =2y npp = 80
= Paso 2: Buscamos los puntos extremos de la frente P° = (f;, fo) y PN = (f1, f3)

Figura 3.8: Busqueda de los puntos extremos de la frente.

12

| P0=(0.0180,0.9753)
*

0.8 -

PN=(0.9816,0)
0 I I I I P |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
f1

= Paso 3: Sea el punto utdpico u* = (uf,us) = (—1,9820, —2,0000),

Figura 3.9: Punto utépico.

1k * P0=(0.0180,0.9753)
0.5 -
PN=(0.9816,0)
ol *
0.5
N
-1
15
Punto utépico
2+ L ]
u*=(-1.9820,-2)
2.5 ! | ! ! ! : !
25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1

= Paso 4: Calculamos los dngulos méx. y min. para la variacién de rayos, como:
Qmin = 0,5937
amax. = 0,9790 y
Aa = 0,0048
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= Paso K: Tenemos que hallar solucién de (7'R), es decir, puntos 6ptimos y puntos no éptimos
con la variacién de, & = o, + kA« y los pesos wy = sina 'y we = cos a de la siguiente
manera

Figura 3.10: Construccion de frente de Pareto.

12

osf o g

0.2 i EE e e : o

= Paso N: Eliminacion de los puntos no Pareto y luego tenemos resultado de la construccion de
Optimos de Pareto.

Figura 3.11: Puntos 6ptimos de Pareto.

7*%0 e

0.8 [

02 : : = St - c% e
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Ejemplo 3.1.4. Tlustramos el algoritmo del método, en el siguiente modelo de optimizacién biobje-
tivo. Extraido de (Deb et al., 2002).

minimizar {z,z,}

sa  —axf— x5+ 1+ 0,lcos(16arctg(3:)) <0
(21 — 0,5)% + (22 — 0,5)2 — 0,5 < 0
0<z,2o<m

Utilizando el programa Matlab para la solucidn, para un nimero de puntos de Pareto (npp = 30),
tenemos la eficiencia del método de solucion.

» Paso 1: Parae; = 0,6, =0y npp = 30

= Paso 2: Buscamos los puntos extremos de la frente P° = (f;, fg) y PN = (fl, 1)

Figura 3.12: Puntos extremos de la frente.

0=(0.0417,1.0384)

0.8 r

f2

0.6

04 r

021

| | | | ¥ PN=(1.0384,0.0417)
0 02 04 06 08 1 12 14

» Paso 3: Sea el punto utdpico u* = (uj, u3),
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Figura 3.13: Punto utépico.

P0=(0.0417,1.0384)

0.8
0.6
04

02

Punto utépico
® u*=(0.0417,0.0417)

N=(1.0384,0.0417)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

= Paso 4: Calculamos los dngulos méx. y min. para la variacién de rayos, como:

Qmin = 0
Omax. = 1,5708
Aa = 0,0507

= Paso K: Tenemos que hallar solucién de (T'R), es decir, puntos 6ptimos y puntos no éptimos
de Pareto con la variacion de, o = ayp, + kA« y los pesos wy = sina 'y wy = cos « de la
siguiente manera

Figura 3.14: Construccion de frente de Pareto.
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= Paso N: Eliminar los puntos no Pareto y vemos el resultado en la siguiente figura.

Figura 3.15: Puntos 6ptimos de Pareto.

0.8 [

f2

06

0.4

021

Algoritmo del método de restriccion ponderada

Describiremos en los siguientes pasos el algoritmo, que implementa la técnica del método
de restricciéon ponderada, para generar una aproximacion de frente de Pareto a los problemas
conexos y no conexos de optimizacion de dos objetivos.

= Paso 1 (Inicio)
Sea N = npp y escoger un punto utépico u* = (uf, u}). Hacer s = 1

= Paso 2 (Puntos extremos de la Frente)

2.1 Encontrar %, solucién de minimizar fi(x), z € X

Hacer f; = fi(@o) y f5 = fo(@o)
Defina F*° = (fl?fQ*)

2.2 Encontrar Z; solucién de minimizar fy(z), v € X

Hacer f; = fl(iff)_y fo = falZy)
Defina F'N = (ff, fo)

= Paso 3 (Generacion de particion de pesos)

Defina wy = — ‘]:2 — u2* -
[(fr —ui) + (fs — u3)]
Defina wy = fo— v

[(fF = ui) + (f2 — u3)]
Deﬁnawt = UJO“‘tw’t: Oala"' , Npp
npp

Hacer t=0
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= Paso 4 (Ciclo)
Hacer w = (wy, ws) 1= (wy, 1 — wy)

(a) (i) Encontrar 7, solucién de (P))
(ii) Encontrar 75 solucién de (P?)

(b) (Determinar los puntos 6ptimos (débil) de Pareto)
Hacer s = s +1
Si Z; = Ty = & entonces, defina F(s) := (f1(Z), f2(Z)) e ir al paso 5.
sino, uno de los siguientes dos casos es ejecutado.
(i) Si fo(Z1) < fo(Za), entonces F'(s) := (f1(x1), f2(Z1)).
(ii) Si f1(Z2) < f1(Z1), entonces F'(s) := (f1(z2), f2(Z2)).

= Paso 5 (Criterio de parada)
Si t = npp, entonces ir al paso 6
sino, definat =t 4 1 e ir al paso 4

= Paso 6 (Salida)
Defina Fi(s +1) = FV

El algoritmo del método de restriccion ponderada ofrece una buena herramienta para la construccion
de frente de Pareto para problemas de optimizacién con dos objetivos, incluidos a los problemas
con frente de Pareto no conexo y/o dominio no conexo, con la particién uniforme del intervalo de
pesos asociado con funciones objetivos y seleccionado de manera adecuada los puntos utdpicos;
ademds es aplicable para problemas con tres o mds objetivos, de acuerdo al Teorema 1.3.16 y la
proposicién 1.3.1, empleando técnicas de generacién de cuadriculas de pesos discretos como en
(Das and Dennis, 1998; Eichfelder, 2008; Mueller-Gritschneder et al., 2009).

Otro aspecto importante como en el paso 4(a) son resueltos dos problemas para encontrar
puntos de Pareto, esto puede parecer una desventaja. Sin embargo, uno debe tener en cuenta para
solucion del problema en el paso 4(a)(ii), considerando como una suposicién inicial al paso 4(a)(1).
En el caso que la solucién en la etapa 4(a)(i) y 4(a)(ii) son iguales, entonces en la etapa 4(a)(ii)
pierde cantidad de insignificante de tiempo computacional. Por otro lado, si la solucién en la etapa
4(a)(i1) es diferente de la etapa 4(a)(i), entonces la solucion en la etapa 4(a)(i1) también puede ser
una solucién eficiente, que es verificada en la etapa 4(b), donde los distintos puntos de frente de
Pareto generados por el algoritmo podria ser mayor que npp.

La version del MatLab fue empleada R20150 con licencia 838860 instalada en una compu-
tadora Intel(R) Core (TM)i5-3337U CPU, Memoria instalada(RAM) 4, 00 GG B con sistema opera-
cional de 64bits.

55



Ejemplos numéricos del método de restriccion ponderada

Ejemplo 3.1.5. Tlustramos el método de restriccion ponderada, aplicando el siguiente modelo de
optimizacién biobjetivo,
minimizar {x, x5}
sa b(re — 1)+ (27— 3)> > 2
r1—45<0
To—3<0

Para la solucidn, se utiliz6 el programa Matlab, para un npp = 30 y vamos ver el comportamiento
de la construccion de la frente de Pareto cuando es tomada diferentes puntos utépicos de la siguiente

forma.
Figura 3.16: Frente de Pareto / Ejemplo 3.1.5.

4r ar
35 351

3r * a3l ¥
2571 \q 25| %&\

¥ %
N2 Q‘é N2 %&\
¥, 8

151 Rassossoo 15¢ 669\——&7%

1 6\ 1 \Q\

K 3

0.5 05

0 ! 0

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 £
1 f1
(a) u* = (—1,0000, —1,2750) (b) u* = (0,0000, —0,2750)

Ejemplo 3.1.6. Ilustramos el método de restriccién ponderada, aplicando el siguiente modelo de
optimizacién biobjetivo,

minimizar {z, s}
sa  —axf — a5+ 1+ 0,lcos(16arctg(3:)) <0
(r1 —0,5)% + (22 — 0,5)2 = 0,5 <0

O0<mzy,zo<m

Para la solucién, se utiliz6 el programa Matlab, para un npp = 30 y vamos ver el comportamiento
de la construccion de la frente de Pareto cuando es tomada diferentes puntos utépicos de la siguiente
forma. Tenemos la solucion del ejemplo con el algoritmo del método paso por paso.
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= Paso 1: Para npp = 30 y punto utépico u* = (0,0417,0,0417)
= Paso 2: Buscamos los puntos extremos del frente F° = (ff, f2) y FN = (f1, f5)

Figura 3.17: Bisqueda de los puntos extremos de la frente.

N=(0.0417,1.0384)

0.8 [

f2

0.6

0.4

02

Punto utépico
® U'=(0.0417,0.0417) | | 0:(1"0384'0'9417)
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
f1
= Paso 3:Generacion de la particién de pesos para w, = —3,5980e — 05, wy = 1,0000 con

W — W,
wt:wﬂ—l—tgat:O)lv"' , PP

npp

= Paso 4:Generacion de puntos para la construccion de frente de Pareto para (PL) y (P2?),
respectivamente,

Figura 3.18: Generaci6n de puntos de Pareto para (P},).
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Figura 3.19: Generacion de puntos de Pareto para (P?,).
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02r

Luego, determinar los puntos 6ptimos (débil) de Pareto

Figura 3.20: puntos 6ptimos (débil) de Pareto.

Ahora vamos a tomar como punto utdpico a u* = (—0,0383, —0,0383) y veamos la solucién de

esta,
= Paso 1: Para npp = 30 y punto utdpico u* = (—0,9583, —0,9583).

= Paso 2: Buscamos los puntos extremos del frente F° = (f#, f2) y FN = (f1, f5)
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Figura 3.21: puntos extremos del frente.

N=(0.0417, 1.0384)

05|

f2

F0=(1.0384, 0.0417)

-05

Punto utépico

; i@ U'=(-0.9583, -0.9583) ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1

1

= Paso 3: Generacion de la particion de pesos para w, = 0,3337, wy = 0,6667 con

we — W
wt:wg%—tg,t:(),l,--- , Npp.
npp

= Paso 4: Generacién de puntos 6ptimos (débil) de Pareto para (Pl) y (P?), en este caso
tenemos, (P!) = (P?2), seria pérdida de tiempo hacer calcular, (P?2), por tanto, se concluye.

Figura 3.22: Generaci6n de puntos 6ptimos de Pareto para Py (P?).
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Ejemplo 3.1.7. Tlustramos el método de restriccién ponderada, aplicando el siguiente modelo de
optimizacién biobjetivo,

minimizar {x, x5}

sa — ] — x5+ 1+ 1,0lcos(16arctan(%!)) <0,
(21— 0,5)2 + (12 — 0,5)2 — 0,5 < 0,5,
1,6922 + 1,0122 — 2,621,725 — 0,02 > 0,
0< 21,20 <.

Para la solucion, se utiliza el programa Matlab, tomando punto utépico como punto fijo

u* = (—0,0383, —0,0383) y vamos ver el comportamiento de la construccién de la frente de Pareto
cuando se varia npp de la siguiente forma. Vamos solucionar paso a paso de este ejemplo de
optimizacién utilizando algoritmo del método.

= Paso 1: Para npp = 15 y punto utdpico u* = (—0,0383, —0,0383).
» Paso 2: Buscar los puntos extremos del frente F°y FV,

Figura 3.23: puntos extremos del frente de Pareto.

N=(0.0417, 1.0383)

0.8 r

f2

0.6 [
0.4

02f
Punto utopia
L u*=(-0.0383, -0.0383) F0=(1.0384, 0.0417)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
f1

o

= Paso 3: Generacion de la particién de pesos para w, = 0,0692, wy = 0,9308 con

we — w
wt:w0+tg,t:0,1,~- , Npp.
npp

= Paso 4: Generacién de puntos para la construccién de frente de Pareto para (PL) y (P2),
respectivamente,
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Figura 3.24: Generaci6n de puntos 6ptimos de Pareto para P..

0.8 [

f2

0.6

0.4

0.2

Figura 3.25: Generaci6n de puntos 6ptimos de Pareto para P2.

f2

0.6

04 r

0.2

Finalmente tenemos paso 4 (b). Solucién de la construccion de frente de Pareto en problemas
no COnexos,
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Figura 3.26: puntos 6ptimos (débil) de Pareto.
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f1

Para el mismo ejemplo, tenemos para npp = 6 con punto utopia u* = (—0,0383, —0,0383),
= Los pasos 1, 2 y 3 son los mismos como anterior.

= Paso 4: Generacion de puntos 6ptimos (débil) de Pareto para (P.) y (P2), respectivamente,

Figura 3.27: Generacién de puntos 6ptimos de Pareto para P..
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Figura 3.28: Generaci6n de puntos 6ptimos de Pareto para P2.
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Por lo tanto, tenemos paso 4 (b). Solucidn de la construccién de frente de Pareto en problemas
no conexos,

Figura 3.29: puntos 6ptimos (débil) de Pareto.
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3.2. Discusiones

1. Esta tesis puede ser considerado como un avance importante en la extension de los métodos
de escalarizacién para la solucién de problemas de optimizacién multi-objetivos, las cuales
segun estudios recientes, modelan de manera eficiente como ejemplo 3.1.2.

2. En la bibliografia existente sobre optimizacién multi-objetivo conexos y no conexos muestran
las definiciones, proposiciones y teoremas pero no da un algoritmo claro para minimizar o
maximizar. En la tesis hemos dado una interpretacion y mostrado los conceptos de solucion
eficiente con ejemplos sencillos.

3. Se presentd, los métodos de escalarizacion de Tchebychev a lo largo de rayos y el método de
restricciéon ponderada. Observamos que son mejores para solucion de problemas de optimi-
zacioén multi-objetivos que los métodos antecedentes como por ejemplo sumas ponderadas,
que no es buena en los problemas no convexos y método de escalarizacion de Tchebychev
que puede ser aplicado a los problemas conexos y no conexos y conforme a la seleccién del
punto utépico, puede llevar a resultados pobres, ademds de producir un problema escalar no
diferenciable mismo si el problema original fuera.

4. En este trabajo de tesis, dejamos las bases para un posible trabajo futuro.

Conclusiones y Recomendaciones

En el contexto de la optimizacion multi-objetivo, la construccion de frente de Pareto
ofrecemos un conjunto de soluciones que al principio parecen ser indiferentes en el sentido de no
tener una mejoria que las otras con los diferentes métodos de escalarizacion, esto es, la determinacién
de los diversos soluciones de puntos 6ptimos (débil) de Pareto.

= Se determind la construccion de frente de Pareto conexo con los métodos de escalarizacion.
El método maés eficiente segiin analizado con los diferentes ejemplos es el método de escala-
rizacién de Tchebychev a lo largo de rayos. Se ha analizado el método en la cual se asume
que las funciones de restricciones y objetivo son continuamente diferenciables y bajo estas
condiciones, se muestra que este método es eficiente.

= Determiné y se analiz6 detalladamente con los ejemplos sencillos para la construccion de
frente de Pareto en los problemas no conexos. Dado que, el método de restriccién ponderada
es eficiente que los otros métodos de escalarizacion, donde existen problemas de optimizacién
multi-objetivos no conexos.

= Se implementan algoritmos computacionales de cada método de escalarizacion para resolu-
cién de problemas, utilizando el software MATLAB.
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En el periodo de realizacion de esta tesis, se encontrd algunas cuestiones que no se resolvid
y que esperamos desarrollar en futuros trabajos. Enfatizamos los siguientes recomendaciones:

= El siguiente paso como futuro trabajo seria implementar un algoritmo que involucra tres o
mads funciones objetivos, claro los resultados tedricos para cualquier nimero de funciones
objetivos son tratados en este trabajo.

= Implementar tedrico y computacional los métodos estudiados con las funciones no diferencia-
bles.

= Aplicar los métodos estudiados a un problema real.

= Implementar condiciones de optimalidad con funciones no diferenciables.
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MATRIZ DE CONSISTENCIA

PROBLEMA GENERAL

OBJETIVO GENERAL

HIPOTESIS GENERAL

VARIABLE INDEPENDIEN-

TE

¢ Cémo construir el frente de Pareto conexo y no conexo
con los métodos de escalarizacién en problemas de opti-

mizacién con dos objetivos y programacion?

Determinar la construccion de frente de Pareto

conexo y no conexo con los métodos de escala-

rizacién en problemas de optimizacién con dos

objetivos y programacion.

Existen condiciones necesarias y suficientes para la
construccién de frente de Pareto conexo y no conexo
con los métodos de escalarizacién en problemas de

optimizacion con dos objetivos y programacion.

Funciones diferenciables.

PROBLEMAS ESPECIFICO

OBJETIVO ESPECIFICO

HIPOTESIS ESPECIFICO

VARIABLE DEPENDIENTE

1 . (Cémo construir el frente de Pareto conexo
en problemas de optimizacién con dos obje-

tivos y programacion?

2. ¢ Cémo construir el frente de Pareto no cone-
x0 con los métodos de escalarizacion en pro-
blemas de optimizacién con dos objetivos y

programacién?

1.

Determinar la construccion de fren-
te de Pareto conexo con los méto-
dos de escalarizacién en problemas
de optimizacién con dos objetivos

y programacion.

Determinar la construccion de fren-
te de Pareto no conexo con los mé-
todos de escalarizacién en proble-
mas de optimizacién con dos obje-

tivos y programacion.

1 . Existen condiciones necesarias y suficien-
tes para la construccién de frente de Pa-
reto conexo con los métodos de escalari-
zacién en problemas de optimizacién con

dos objetivos y programacién.

2 . Existen condiciones necesarias y suficien-
tes para la construccion de frente de Pare-
to no conexo con los métodos de escalari-
zacion en problemas de optimizacion con

dos objetivos y programacién.

Optimu (débil) de Pareto.
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