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Resumen

El objetivo de este trabajo es describir el espacio de medidas invariantes para
difeomorfismos Axioma A, destacando algunos subconjuntos, que de un pun-
to de vista topoldgico, son grandes en este espacio. Mdas especificamente, sea
T : X — X un difeomorfismo Axioma A y C-denso sobre una variedad com-
pacta sin frontera X, entonces el subconjunto de medidas con soporte en 6rbitas
periddicas es denso en el conjunto de medidas T-invariantes. Usando este resul-
tado, tenemos, que el conjunto de medidas no atémicas, el conjunto de medidas
abiertas en todos los conjuntos abiertos de X y el conjunto de medidas ergédicas,
son subconjuntos residuales en el espacio de medidas T-invariantes. Ademas,
mostramos que el conjunto de medidas fuertemente mezclantes es de primera
categoria en el espacio de medidas T-invariantes, y finalmente se prueba que el
conjunto de medidas que poseen entropia métrica cero, contiene un conjunto re-

sidual en el espacio de medidas T-invariantes.
Palabras clave: Difeomorfismos Axioma A, medidas T-invariantes, medidas

con soporte en Orbitas periddicas, medida no atémica, medidas fuertemente

mezclantes, entropia.
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Abstract

The goal of this work is to describe the space of invariant measures for Axiom A
diffeomorphisms, standing out some subsets, which from a topological point of
view, are large in this space. More specifically, let T : X — X be an Axiom A dif-
feomorphism and C-dense over a compact manifold without boundary X, then
the subset of measures supported on periodic orbits is dense on the set of measu-
res T-invariants. Using this result, we have that the set of non-atomic measures,
the set of open measures in all open sets of X and the set of ergodic measures,
are residual subsets in the space of T-invariant measures. In addition, we show
that the set of strongly mixing measures is first class in the space of T-invariant
measures, and finally it is proved that the set of measures that have zero metric

entropy contains a residual set in the space of measures T-invariants.
Keywords: Axiom A diffeomorphisms, T-invariant measures, measures with

support in periodic orbits, non-atomic measure, strongly mixing measures,

entropy:.
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I. Introduccion

Dado un sistema dindmico, esto es, un par (X,T) donde X es un espacio
métrico compacto y T : X — X una aplicacién continua, nos gustaria saber,
por ejemplo, desde un punto de vista topolégico, que condiciones debe satisfacer
el sistema para que ciertos puntos sean abundantes en el espacio X respecto
a la accién de T. En el afio 1967, Steven Smale defini®é una nueva clase de
sistemas dindmicos, que ya habian sido bastante estudiados y cuya dindmica se
entendia relativamente bien, a los cuales él denominé difeomorfismos Axioma A (el
conjunto no errante Q) es hiperbélico y Per(T) = Q). Poco tiempo después, en la
década de 1970, Rufus Bowen identific6é y formaliz6 una propiedad que tienen
los difeomorfismos axioma A, al cual denomind especificacion.

El concepto de especificacion fue definido inicialmente por Bowen en [2], a
través, del estudio de difeomorfismos transitivos que satisfacen el Axioma A.
Bowen mostr6, que para homeomorfismos cuyo conjunto inestable de cualquier
punto periédico es denso en el espacio, es posible aproximar tramos finitos de
Orbita (en cantidad también finita) por una 6rbita periddica.

De manera més precisa, dado el homeomorfismo T : X — X sobre un espacio
métrico compacto (X, d), decimos que T es C-denso si el conjunto inestable de
p € X es denso en X, es decir, W#(p) = X para todo p € X. En este sentido

Bowen mostro:

Teorema 0.1 (Bowen, 1971). Sea T : X — X un homeomorfismo C-denso y ¢ > 0.
Entonces existe m(e) > 0 tal que, dados x1,...,xx € X, v = {Iy,..., Iy} donde I; =
a;, bj], satisfaciendo a; — b;_y > m(e) para cada j = 2,...,ky p > m(e) + by — ay,

existe un punto periddico x € X de periodo p tal que,

d(T*(x), T*(y)) <e,Vke L Vj=1,...,k

1



Introduccion 2

Asi, diremos que la aplicacién continua T : X — X de un espacio métrico
compacto X satisface la propiedad de especificacion, si satisface el teorema
anterior.

En el presente trabajo, describiremos topolégicamente el espacio de medidas
invariantes para difeomorfismos Axioma A, destacando algunos subconjuntos,
que desde un punto de vista topolégico, son grandes en este espacio. Siguiendo
lo hecho por Sigmund en [11], dado un difeomorfismo Axioma A y C-denso
T : X — X sobre una variedad compacta sin frontera X, el conjunto de medidas
con soporte en Orbitas periédicas, denotado por M, es un conjunto denso en el
espacio de todas las medidas invariantes por T, denotado por Mr; el conjunto
de medidas no atémicas, denotado por M,, es residual en Mr; el conjunto de
medidas positivas en todos los conjuntos abiertos, denotado por Mo, es residual
en Mr; el conjunto de medidas ergddicas, denotado por M,, es residual en Mr;
el conjunto de medidas fuertemente mezclantes, denotado por Mj, es de primera
categoria en Mt y finalmente el conjunto de medidas invariantes que poseen
entropia métrica cero, denotado por M, contiene un conjunto residual en Mr.

En resumen, detallar la demostracién del siguiente teorema:

Teorema 0.2. Sea T : X — X, un difeomorfismos Axioma A y C-denso sobre
una variedad compacta sin frontera X. Denotamos por Mt el espacio de medidas de
probabilidad T-invariantes y sean los subconjuntos My, My, Mp, M., Ms, M,

definidos anteriormente, tenemos que

(1) M, esdenso en Mr;

(2) M, es residual en Mr;

(3) Mp es residual en Mr;

(4) M, es residual en Mr;

(5) M es de primera categoria en Mr;

(6) M contiene un subconjunto residual en Mr.

El texto fue pensado de tal forma, que progresivamente lleguemos a los

resultados deseados y posee la siguiente estructura:
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En el capitulo 1, presentaremos algunos resultados basicos de Teoria de Me-
dida e Integracion, Anélisis Funcional y Topologia para mejorar la comprension
a lo largo de los siguientes capitulos.

En el capitulo 2, se dan conceptos y resultados importantes de los Sistemas
Dindmicos, como difeomorfismos Axioma A, la propiedad de especificacién y el
concepto de entropia de una particién, junto con algunos teoremas clésicos.

A lo largo del capitulo 3, hacemos el estudio del espacio de medidas de proba-
bilidad invariantes y de las medidas de probabilidad T-invariantes. Ademads, da-
mos una revision de recurrencia y enunciamos el Teorema Ergodico de Birkhoff.

Finalmente en el capitulo 4, siguiendo lo hecho por Sigmund en [11], estable-
cemos la caracterizacién topoldgica del espacio de medidas invariantes teniendo
en cuenta que nuestro difeomorfismo satisface el Axioma A de Smale y también
tiene la propiedad de especificacion, en otras palabras, demostraremos con deta-

lles el Teorema (0.2).



II. Marco Teorico

Dinamica Hiperbélica

La teoria hiperbdlica desarrollada por Smale [13], es el primer intento de dar
una vision global de casi todos los sistemas dindmicos. Sea M una variedad
compacta sin frontera y f : M — M un difeomorfismo, esto significa que f es
un homeomorfismo tal que fy f~! son de clase C!. Dado A C M un subconjunto
invariante por f, esto es, f(A) = A. Decimos que A es hiperbélico para f, si
para cada x € A, el espacio tangente T, M se descompone en una suma directa
continua,

TxM = E°(x) & E*(x),

donde E° y E* son invariantes por la derivada Df de f, en el siguiente sentido
DfvE*(x) = E*(f(x)) y DfxE"(x) = E*(f(x)),Vx € A,

tal que, existe una métrica Riemanniana y constantes C > 1,0 < A < 1 que

cumplen las siguientes estimaciones uniformes:
IDfs ()|l < CA"[jo][, Vx € A, o€ E(x),n >0,

|Dfy " (0)|| < CA™|lo||, Vx € A,v € E*(x),n > 0.

En particular, Si A es una sola 6rbita, se llamaré 6rbita hiperbdlica. La nocioén
de conjunto hiperbélico fue introducido por Smale (1967) basado en el trabajo
de Anosov (1967). Este es un concepto fundamental para los sistemas dindmicos
modernos.

Otra definicién importante en el presente trabajo, que basicamente es un tipo

de recurrencia mas débil, es la llamada propiedad no errante. Un punto x € M es

4



Marco Teérico 5

llamado no errante bajo f, si para cualquier vecindad V de x en M, existe n > 1
tal que f"(V) NV # @. En otras palabras, para cualquier vecindad V de x en
M, existe alguna 6rbita de x que se encuentra en V por lo menos dos veces. El
conjunto de puntos no errantes de f es llamado el conjunto no errante de f y es
denotado por Q(f).

El conjunto no errante de Q) = Q(f) es cerrado e invariante, tomando esto,
Smale propuso la siguiente condicién en () : Un difeomorfismo f : M — M
se dice que satisface el Axioma A, si Q) es hiperbélico y Q) = Per(f), esto es, el
conjunto de puntos peridédicos de f es denso en ().

Una caracteristica llamativa derivada de la definicién Axioma A es el siguien-

te teorema dado por Smale (1967).

Teorema 0.3 (Teorema de Descomposicion Espectral). Sea f : M — M un
difeomorfismo que satisface el Axioma A. Entonces el conjunto no errante de f se

descompone de manera 1inica, esto es,
Q(f) =M U---uUQy,
donde los Q); son subconjuntos disjuntos, cerrados, invariantes y transitivos.

Los conjuntos (); son denominados conjuntos bésicos, donde la transitividad
significa que existen 6rbitas densas en cada ();, y en cada (); todas las 6rbitas
periddicas tienen variedades estables que poseen la misma dimensién. Por tanto,
para el estudio de medidas invariantes por difeomorfismos que satisfacen el
Axioma A, es suficiente estudiar medidas invariantes en los conjuntos basicos.
Alo largo del presente trabajo, representaremos como (X, T) al sistema dindmico
(94, flo,), donde T es un automorfismo que preserva medida y supondremos que
X es infinito.

Un concepto importante en este trabajo es la propiedad de especificacion, la
cual fue introducida por Rufus Bowen en [2] en el afio 1969. Esta nocién lleva
a un resultado muy importante acerca de la abundancia de érbitas periddicas
en un conjunto hiperbdlico, la cual es llamada el Teorema de Especificaciéon de
Bowen. Este resultado es una herramienta de gran utilidad para estudiar tanto

la estructura topolégica de los conjuntos hiperbdlicos como las propiedades



Marco Teérico 6

estadisticas de las Orbitas dentro de dichos conjuntos. Sea T : X — X un
homeomorfismo de un espacio métrico compacto X, el homeomorfismo T posee
la propiedad de especificacion, si para todo € > 0 existe un entero M = M(e) > 0
tal que para cualquier sucesion finita de puntos x1,...,x, € X y para cada j con

2 < j < k sea cualquier sucesién de enteros
a1§b1<a2§b2<...<ak§bk,

tal que a; —b;_1 > My un entero p con p > M+ (b — a1), existe un punto x € X
con T?(x) = x tal que
d(Ti(x),Ti(x]-)) <e

paraa; <i < bj y 1 < j < k. Esta definicién es dada a partir del siguiente Teorema

Teorema 0.4 (Teorema de Especificacién de Bowen). Supongamos que T : X — X
es C-densa y sea ¢ > 0, entonces existe un M(e) tal que, siempre que (vy, P) sea una
especificacion M(e)-alejada y k € Z tal que d > M(¢e) + L(vy), existe un punto periddico
de periodo d, que pertenece a U(vy, P, €).

Medidas Invariantes

Sea X un espacio métrico compacto. Una medida en X es una funcién no

negativa y definida en la o-4lgebra de X que satisface (@) =0y

H (U An) = Z ,U(An)/
n=1 n=1
para toda familia numerable { A, },en de subconjuntos medibles disjuntos dos

a dos. Decimos que p es una probabilidad si #(X) = 1. Una medida y se dice

invariante por la transformacién T, si para todo conjunto medible E C X tenemos

H(E) = (T7(E)).
Se garantiza la existencia de medidas invariantes para una clase muy amplia de

transformaciones, mediante el siguiente teorema

Teorema 0.5 (Existencia de medidas invariantes). Sea T : X — X una transforma-
cion continua en un espacio métrico compacto. Entonces existe por lo menos una medida

de probabilidad en X que es invariante por T.
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El punto principal para la demostracién de este teorema, es considerar una
cierta topologia en el conjunto M de las medidas de probabilidad en X, que
es llamada topologia débil-*. Para definir la topologia débil-* necesitamos lo
siguiente: Sean y € M, un conjunto ® = {¢1,...,¢n} de funciones continuas

limitadas ¢; : X — R y un ntiimero ¢ > 0, definimos

V(u, @,¢) = {ve My - ‘/gbidv—/gbidy‘ < s,Vi}.

Donde se puede observar que la interseccion de dos conjuntos cualquiera de
esta forma contiene algtin conjunto de esta forma. Asi podemos asegurar que
la familia {V(u, ®,¢) : ®,¢} se pude tomar como base de vecindades de cada
u € M. La topologia débil-* es la topologia definida por estas bases de vecindades.
En otras palabras, los abiertos de la topologia débil-* son los conjuntos A C M
tal que para todo elemento y € A existe algun V (i, ®,¢) contenido en .A.
Denotaremos por M7 al espacio de medidas de probabilidad T-invariantes,
provisto de la topologia débil-*.

A continuacién mencionaremos subconjuntos de medidas invariantes de M
de las cuales se hace énfasis en este trabajo. Si x es un punto periédico de X con
periodo minimo k (esto es f*(x) = x), entonces la medida p, que tiene masa 1/k
en los puntos x, T(x),..., T 1(x), es

1 k—1
px =1 Z(:) O7i(x)
i=

donde d7i(,) es la medida de Dirac en el punto T'(x); la medida u, € My
es llamada medida soportada en una érbita periddica. Al conjunto de todas estas
medidas la denotamos como M. Una medida y € Mr es llamado no atomica,
si para todo x € X, tenemos p({x}) = 0. Denotaremos por M, al conjunto
de medidas no atémicas y por Mp al conjunto de medidas que son positivas
en todos los conjuntos abiertos en X. M, denotard el conjunto de medidas
ergédicas en X (v es ergédico si s6lo conjuntos medibles A con T-1(A) = A
satisfacen v(A) = 0 o v(A) = 1). M; es el conjunto de medidas fuertemente
mezclantes (esto es, v es fuertemente mezclante si para cualquier A,B C X,
tenemos lim, o V(AN T "(B)) = v(A)v(B) ). Denotamos por M, al conjunto

de medidas T-invariantes que poseen entropia métrica cero.
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Propiedades Genéricas

Cuando nos preguntamos, como es que varias propiedades de sistemas
dindmicos cambian con variaciones en el sistema, asumimos naturalmente alguna
topologia en el espacio de los sistemas en consideracion. Lo mds deseable es tener
una propiedad que no cambia (por lo menos localmente) cuando el sistema es
ligeramente perturbado.

Podemos pensar en conjuntos abiertos densos como conjuntos grandes, enton-
ces diremos que una propiedad es tipica o genérica si es valida para un conjunto
de elementos, el cual es una interseccién numerable de conjuntos abiertos den-
s0s, o sea, decir si esa propiedad se cumple sobre la mayor parte de los elementos.

Formalmente nos referimos al conocido Teorema de Baire:

Teorema 0.6 (Teorema de Categoria de Baire). Sea M un espacio métrico completo.

Toda interseccion numerable de conjuntos abiertos densos es denso.

Dado el conjunto A C M, decimos que A es un conjunto G, si A es una
interseccién contable de conjuntos abiertos. Diremos que un conjunto es genérico
o residual si contiene un conjunto G4 denso. Si una propiedad es genérica, decimos
que un elemento genérico del espacio tiene esa propiedad.

A partir de todas estas consideraciones, daremos el detalle de la demostracion
del Teorema (0.2). Los trabajos y textos principales que dan base a este trabajo son

los siguientes:

= Sigmund, K. (1970). Generic properties of invariant measures for Axiom A - dif-
feomorphisms. Inventiones mathematicae, 11(2), 99-109. Este articulo es el
mds importante para nuestro estudio. En este trabajo se hace una caracteri-
zacion topologica del espacio de medidas invariantes para difeomorfismos

Axioma A.

= Bowen, R. (1971). Periodic points and measures for Axiom A-diffeomorphisms
. Trans. Amer. Math. Soc, 154. En este articulo es introducido una propie-
dad de los difeomorfismos Axioma A, la cual es la especificacién. Aqui se
encuentran el Teorema de Descomposiciéon C-densa y el Teorema de Espe-

cificacion de Bowen.
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= Walters, P. (2000). An introduction to ergodic theory (Vol. 79). Springer Science
& Business Media. Usamos este libro como guia para el estudio detallado
del espacio de medidas de probabilidad y también del espacio de medidas
de probabilidad T-invariantes. Ademas, este libro proporciona varias de las
definiciones elementales sobre Entropia y Teoria Ergddica, las cuales son

tratados en el capitulo 4.

= Oxtoby, J. C. (1963). On two theorems of Parthasarathy and Kakutani concerning
the shift transformation. Ergodic Theory, 203, 215. En este trabajo, Oxtoby
muestra que el subconjunto de medidas ergodicas, denotado por M,, es

un conjunto Gy, en el espacio de medidas T-invariantes M.



ITI. Material y Métodos

Disefio metodoldgico

Tipo de investigacién

La presente investigacion es de tipo cuantitativo, explicativo, no experimental.
Y la metodologia usada es de tipo inductiva-deductiva, de tal forma de ser lo més

exhaustivo posible en cada prueba.

Nivel de investigacién

Descriptivo.

Disefio de investigacién

No experimental.

Poblacién y muestra

No consigna.

Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Diseiio Técnica Instrumentos

No experimental. | Sistematizacién bibliogréfica. | Articulos cientificos, libros y tesis.

Técnicas de procesamiento y andlisis de datos
Por la naturaleza del presente trabajo, no consigna.

10



Material y Métodos 11

Materiales

= Humanos: Tesista, asesor y jurados.
= Materiales y equipos:

* Recursos: libros, papel bond, lapiceros, memoria usb, materiales de

escritorio.

* Equipos: laptop, tablet y celular.

= Locales: sala de estudios de la universidad y encuentros por videollamadas.



IV. Resultados y Discusion

12



CAPITULO 1

Elementos de Teoria de Medida e

Integracion, Analisis y Topologia

En este capitulo, recordaremos resultado bdsicos de Teoria de medida e
Integracion, Topologia y del Andlisis Funcional, los cuales serdn de mucha
importancia a lo largo del presente trabajo. Tomaremos como referencia el libro

de Folland [4] junto con el libro de Viana y Oliveira [14].

1.1. Teoria de Medida e Integracion

Comenzaremos por introducir y estudiar las nociones de c-algebra de subcon-
juntos, el cual conducird a los conceptos de espacio medible, medida, funciones

medibles, medida de Lebesgue y mostraremos algunas de sus propiedades.

Definicién 1.1. Sea X un conjunto. Un dlgebra de conjuntos de X es una coleccién

no vacia A de subconjuntos de X tal que cumplen las siguientes propiedades
(a) @ € A,

(b) si A€ A, entonces X\ A € A,

(c) siA,Be A, entonces AUB € A.

Observacion. Por la propiedad asociativa, tenemos que, la unién e interseccién

de un ntmero finito de elementos de A atin pertenecen a A. Ademds de eso,

13



1.1. Teoria de Medida e Integracién 14

dados A, B € A, sabemos que ANB = X\ [(X\A)U(X\B)] € Ay A\B =
AN(X\B) € A

Definicién 1.2. Sea X un conjunto no vacio. Una o-dlgebra de subconjuntos de X

es una coleccién B de subconjuntos de X que satisfacen
(a) X € B,

(b) si A € B, entonces X \ A € B,

(c) si Ay € B paratodon > 1, entonces ;-1 Ay € B.

Observacion. Dado B una o-algebra, B es cerrado bajo intersecciones numerables.
En efecto, dado A, € B para todo n > 1, entonces por (b) y (c) tenemos
Ur1(X'\ An) € B. Luego, por (b) obtenemos

) An =X\ (U(X\An)> € B.

n=1 n=1
Definicién 1.3. El par (X, B) es llamado espacio medible donde X es un conjunto
no vacio y B es una c-dlgebra de subconjuntos de X. Los elementos de B seran

llamados conjuntos medibles del espacio.

Ejemplo 1.1. Sea cualquier conjunto X, existen dos o-algebras de subconjuntos

de X que son candnicas, esto es

= Sea la familia de todos los subconjuntos de X denotada por 2%, entonces

B = 2X es una o-élgebra.
» B={®,X} es una o-dlgebra.

Proposicion 1.1. Sea una familia no vacia de o-dlgebras {B;}icn, donde A es un

conjunto arbitrario. Entonces, la interseccion B = (\;ca B; también es una o-dlgebra.

Demostracién. La interseccion B = (;cp B; satisface las tres condiciones de la

definicién (1.2). Por lo tanto, B es una o-algebra. O

Asi, para cualquier conjunto F de subconjuntos de X, por la proposiciéon
anterior, dada una familia arbitraria de c-dlgebra que contienen F, la interseccién
de esta familia es también una c-4lgebra que contiene a F. Obteniendo la

siguiente definicion.
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Definicion 1.4. La o-dlgebra generada por una familia F de subconjuntos de X,
denotada por o (F), es la menor o-édlgebra que contiene a la familia F, esto es, la

interseccion de todas las o-algebras que contienen F.

Ahora, si tenemos un espacio topoldgico (X, T) entonces tomando F = T,

tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.5. La o-dlgebra de Borel de un espacio topoldgico (X, T) es la o-
algebra o () generada por la topologia 7, o sea, la menor o-dlgebra que contiene

todos los subconjuntos abiertos. Los conjuntos medibles son llamados Borelianos.

Observacién. Los subconjuntos cerrados de X, esto es, los complementos de
subconjuntos abiertos que pertenecen a 7, también pertenecen a la o-dlgebra de

Borel.

Definicién 1.6. Sea un espacio de medida (X, B). Una medida en (X, 3) es una

funciéon p : B — [0, +o0] tal que satisface

(b) sea la familia {A, },>1 de conjuntos disjuntos dos a dos en X, entonces
M < U A”) = Z 1(An).
n=1 n=1

Definicién 1.7. La terna (X, B, jt) es llamada espacio de medida. Cuando p(X) < oo
decimos que u es una medida finita y si u(X) = 1, decimos que y es una
probabilidad. En este ultimo caso, la terna (X, B, ) es denominada un espacio

de probabilidad.

Ejemplo 1.2. Sea un conjunto X y B = 2% la -4lgebra de todos los subconjuntos
de X. Dado cualquier punto x € X consideremos la funcién &y : 2% — [0, +c0]
definida por

1,sixc A

Ox(A) =
i 0,six¢g A

es una medida en (X,2%) y es conocida como medida de Dirac en el punto x € X.
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Observacion. El segundo item de la definicién (1.6) es llamada c-aditividad. Una
funciéon v : B — [0, 40| es finitamente aditiva, si v (UTZ:]:1 An> = YN u(Ay),
para cualquier familia finita disjunta dos a dos {A,}N_,. Si u es c-aditiva,

entonces y es finitamente aditiva.

Las propiedades bésicas de las medidas se resumen en el siguiente teorema.
Teorema 1.2. Sea X un espacio métrico y y una medida finita de Borel,

(a) (Monotonicidad) Sean A, B C X conjuntos de Borel tal que A C B, entonces
u(A) < pu(B).

(b) (Sub-aditividad) Sea {A;}{° , C X una familia de conjuntos de Borel, entonces
z (U Ai) < ) n(A).
i=1 i=1

(c) (Continuidad desde abajo) Sea la familia de conjuntos de Borel {A;}$°, C X tal

que A1 C Ay C ..., entonces

Z (G Ai) = lim pu(A;).
i=1

i—00

(d) (Continuidad desde arriba) Sea la familia de conjuntos de Borel {A;}$> ) C X tal
que Ay D Ay D ... y u(Aq) < oo, entonces

U (ﬁ Ai> = lim }l(Al)
i=1

i—00
Demostracion. Ver Teorema (1.8) de [4], pp. 25-26. o

El siguiente teorema nos permitird construir medidas a partir de funciones

o-aditivas definidas en algebras.

Teorema 1.3 (Teorema de Extension). Sea A un dlgebra de subconjuntos de X y sea
v : A — [0,400] una funcién o-aditiva con v(X) < oo. Entonces existe una iinica
medida y definida en la o-dlgebra B generada por A, que es una extension de v, es decir,

u(A) =v(A) paratodo A € A.

Demostracién. Ver Teorema (1.11) de [4], pp. 29-30. o
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Medida de Lebesgue

La medida de Lebesgue normaliza la nocién de volumen de subconjuntos de
espacio euclidiano R" y la definiremos de la siguiente manera. Consideremos
X =[0,1] y el algebra A definida como la familia de todos los subconjuntos de la
forma A = I U---UlIy,donde I, ..., Iy son intervalos disjuntos dos a dos. Sea

la funcién my : A — [0, 1] definida por
mo(lhU---UIN) = [h|+ -+ |In]|.

Donde |I;| denota el tamafio de cada intervalo I;. Tal funcién es o-aditiva y
my(X) = 1. Observamos que todo conjunto abierto de la recta puede ser escrito
como la unién numerable de intervalos abiertos dos a dos disjuntos, entonces la
o-algebra B generada por A coincide con a o-élgebra de Borel de X. Luego, por
el Teorema de Extension (1.3), obtenemos una tnica medida de probabilidad m

en (X, B) que extiende my. La medida m es llamada medida de Lebesgue en [0, 1].

Ejemplo 1.3. Sea Q el conjunto de nimeros racionales, como Q es numerable y un
punto tiene medida nula, entonces m(Q) = 0. Ademas, si fijamos una familia de

numeros racionales {7, },>1 en [0,1] y dado ¢ > 0, el conjunto U = |J,, I, donde

I, = (rn—i rn+i> n(0,1),

2n’ 2"
es abierto y denso en [0,1] pues QN (0,1) C U (Q es denso en R). Ademas,
m(U) <Y, 27" = e. El complemento de K = [0,1] \ U es cerrado, raro (o sea, su

clausura tiene interior vacio) y m(K) > 1 —e.

Definicién 1.8. Sea la medida y, el soporte de la medida u denotado por supp(u),
es el conjunto formado por los puntos x € X tal que y(V) > 0 para toda vecindad

V de x.

Observacion. El soporte de la medida y es un conjunto cerrado. Ademas, supp (i)

es f-invariante en el siguiente sentido, f(supp(u)) C supp(p).

Funciones Medibles

A continuacion, daremos la definicion de funciones medibles, las cuales

tienen un papel importante en la Teorfa de la Medida, equivalente al de las
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funciones continuas en la Topologia. La idea de funcién medible es que la
funcién preserva la familia de subconjuntos medibles, del mismo modo que la
continuidad significa que la familia de subconjuntos abiertos es preservado por

la funcioén.

Definicién 1.9. Sean los espacios medibles (X, B) e (Y,C), una funcién f : X — Y
es llamada medible, si f~1(C) € B para todo C € C.

Observacion. En general el conjunto de todos los C € C, tal que f}(C) € Besun

o-algebra.
Ejemplo 1.4. Sea un conjunto A C X, definimos la funcién caracteristica x 4 : X —
R de A, por
1,sixe A
xa(x) =

0,six ¢ A.

Esta funcién es medible si y solamente si A es un conjunto medible.
Luego tenemos las siguientes propiedades para funciones medibles.

Proposicién 1.4. Sean f,g : X — [—o0,00| funciones medibles y sean a,b € R.

Entonces las siguientes funciones son medibles

(af +bg)(x) = af(x) +bg(x) y (fg)(x) = f(x).g(x).

Si {fn : X — [—00,400|}pen es una sucesion de funciones medibles, entonces las

siguientes funciones también son medibles
S(x) =sup{fu(x):n>1} e I(x) = inf{f,(x) : n > 1},
fr(x) = limnsupfn(x) y fo(x) = lirr}11nffn(x).
En particular, si f(x) = limy, f,(x) existe, entonces f es medible.
Demostracion. Ver Proposiciones (2.6) y (2.7) de [4], pp. 45. |

Las combinaciones lineales de funciones caracteristicas forman una clase

importante de funciones medibles. Asi, tenemos.
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Definicién 1.10. Una funcién s : X — R es llamada funcién simple, si existen
constantes B, ..., Bx € Ry conjuntos medibles disjuntos dos a dos Ay, ..., A €

B tal que
k
s = Z,BjXA]»-
j=1

El siguiente resultado afirma que toda funcién medible es limite de alguna

sucesion de funciones simples.

Proposicién 1.5. Sea f : X — [—o0,+0c0| una funcién medible, entonces existe una
sucesion (sp)y>1 de funciones simples tal que |s,(x)| < |f(x)| para todon € Ny
limy, s, (x) = f(x) para cada x € X. Si f es limitada, la sucesién puede ser escogida tal

que la convergencia sea uniforme. Si f no es negativa podemos tomar 0 < s; < sy <
<

Demostracién. Ver Teorema (2.10) de [4], pp. 47. o

1.2. Integracion en Espacios de Medida

En esta seccion definiremos la integral de Lebesgue de una funcién en relacion
a una medida, que generaliza la nocién de integral de Riemann. Consideremos el

espacio de medida (X, A, u).

Definicién 1.11. Sea s = 2;-‘:1 BjXx a; una funcién simple, entonces la integral de f

en relacién a la medida y es dada por

k
/sdu = z%ﬁjﬂ(Aj)-
=

Definicién 1.12. Sea f : X — [0,c0] una funcién medible no negativa, una
sucesion no decreciente de funciones simples s; < sp < ..., tal que lim, s,(x) =

f(x) para todo x € X, entonces la integral de Lebesque de f es

/fdyzlim/sndy.
n

Para extender la definicion de integral para cualquier funcién medible,

observamos que, dada una funcién f : X — [—o0, +-00] siempre podemos escribir

f=r=r.
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donde
fH(x) = max{f(x),0} y f~(x) = min{—f(x),0}.

Definicién 1.13. Dado una funcién medible f : X — [—o0,+0c0], entonces la

integral de Lebesgue de f es dada por
/fdu=/f+du—/f‘d%
donde por lo menos una de las integrales del lado derecho es finita.

Definicién 1.14. La funciéon f : X — [—oo, +00] es integrable, si f es medible y
su integral es un niimero real. Denotaremos el conjunto de funciones integrables

por LY(X, B, 1) 6 L1 ().

Definicién 1.15. Dada la funcién medible f : X — [—o0,4+o0] y un conjunto

medible A, definimos la integral de f sobre A por
/Afdﬂ = /fo ap,
donde x4 es la funcién caracteristica del conjunto A.

Ejemplo 1.5. Sean xq,...,x, € Xy ry,...,ry > Otalesquery +---+r1y =1,

consideremos la medida de probabilidad y en 2%, la cual esta definida por

m
U= Z ri0x,.
i=1
En otras palabras, para todo subconjunto A de X, se tiene u(A) = Y, .cati

entonces dada cualquier funcién f : X — [—o0, +-00], tenemos que,
m
/fdﬂ =) rif(xi).
i=1

Definicién 1.16. Dado el espacio de medida (X, B, j), decimos que una propie-
dad es valida en p-casi todo punto, si es verdadera en todo X, excepto en un con-

junto de medida nula (esto es, un conjunto B € B tal que y(B) = 0).

Ejemplo 1.6. Una sucesion de funciones (f;),>1 converge para una funcién f
en p-casi todo punto, si existe un conjunto medible N con y(N) = 0 tal que

lim, f,(x) = f(x), para todo x € X\ N.
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Ahora, mencionaremos los resultados mas importantes para el estudio de

convergencia de funciones sobre el signo de integral.

Teorema 1.6 (Convergencia Monoétona). Sea f,, : X — [—00, +00], una sucesioén no
decreciente de funciones medibles no negativas y sea f : X — [—o0, 400 una funcién

definida por f(x) = limy, f,(x), entonces

Iim / fud = / F(x) dy.
Demostracién. Ver Teorema (2.14) de [4], pp. 50. o

Teorema 1.7 (Lema de Fatou). Sea f,, : X — [0,+o0], una sucesién de funciones
medibles no negativas. Entonces la funcién f : X — [—oo, 4+o0| definida por f(x) =

liminf, f,(x) es integrable y cumple lo siguiente

/ liminf f, (x) dj < lim inf / Fud.
n n
Demostracién. Ver Lema (2.18) de [4], pp. 52. o

El siguiente resultado garantiza, que podemos tomar el limite sobre el signo
de la integral siempre que la sucesion de funciones es acotada por alguna funcién

integrable.

Teorema 1.8 (Convergencia Dominada). Sea f, : X — R una sucesién de funciones
medibles y supongamos que existe una funcion integrable g tal que |f,(x)| < |g(x)|,
para p-casi todo punto x € X. También supongamos que la sucesion (f,),>1 converge

en p-casi todo punto para una funcién f : X — R. Entonces f es integrable y

lim/fndyz/fdy.
n
Demostracion. Ver Teorema (2.24) de [4], pp. 54-55. m]

A continuacién, introduciremos el concepto de la derivada de Radon-Nicodym
junto con el teorema de descomposiciéon de Lebesgue, para ello comenzamos de-

finiendo lo siguiente

Definicién 1.17. Sean y y v dos medidas en un espacio medible (X, B). Decimos
que v es absolutamente continua en relaciéon a y, denotado por v < py, si todo

conjunto medible B tal que y(B) = 0 también satisface v(B) = 0.
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Teorema 1.9 (Radén-Nikodym). Se p y v son medidas finitas tales que v < p,
entonces existe una funcién medible p : X — [0, +o0] tal que v = pu, o sea, tal que, para

toda funcion medible limitada ¢ : X — R tenemos

/¢d1/ = /qbpdy.

En particular, v(B) = [ppdu para todo conjunto medible B C X. Ademds, p es
esencialmente iinica, esto significa, que dos funciones que satisfacen la ecuacion anterior

son iguales en y-casi todo punto.
Demostracion. Ver Teorema (3.8) del capitulo 3 de [4], pp. 90. o

Definicién 1.18. La funcién medible p es llamada densidad o derivada de Radén-
Nikodym de v relativo a y y escribimos
dv
P = au
Definicién 1.19. Sean y y v dos medidas en un espacio medible (X, B). Decimos
que u y v son mutuamente singulares, denotado por u L v, si existen conjuntos

medibles disjuntos A y B tales que AUB = X con (A) =0y v(B) =0.

Teorema 1.10 (Teorema de Descomposicién de Lebesgue). Sean u y v dos medidas
finitas en (X, B). Entonces existe p € [0,1] y medidas finitas y1, up en (X, B) tal que
w=puw+ Q1 —py p1 K vyuy L v. El niimero p y las medidas py y py estin

determinadas de forma iinica.

Demostracién. Ver Teorema (3.8) y Proposicién (3.9) del Capitulo 3 en [4], pp. 90-
91. |

1.3. Topologia General

Comenzaremos enunciando definiciones y resultados importantes de la Topo-
logia General. En esta secciéon usaremos como referencia los libros de Elon Lima
[5], Willard [17] y Folland [4]. Empezaremos considerando conjuntos provistos
de una distancia, a los que se les denomina espacios métricos. Luego, estudiare-
mos espacios topolégicos y dentro de estos espacios definiremos los conjuntos de

primera categoria y conjuntos residuales.
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Espacios Métricos

Definicién 1.20. Una métrica en un conjunto X es una funciénd : X x X — [0, c0),
que asocia a cada par de puntos x, y € X un nimero real d(x, y), llamada distancia

del punto x al punto vy, tal que:

(a) d(x,x) =0,d(x,y) >0six#y;

(b) d(x,y) =d(y,x) paratodo x,y € X;

(c) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) para todo x,y,z € X.

Un espacio métrico es un par (X, d) formado por un conjunto X y una métrica
d. Siempre que no exista riesgo de confusioén escribiremos tinicamente X para

denotar al espacio métrico, dejando sobreentendida la métrica d.

Ejemplo 1.7. Sea X = R, definimos la métricad : R X R — [0,00) por d(x,y) =
|x — y|. Esta es la métrica usual o euclidiana, llamada valor absoluto. El espacio

métrico R se denomina recta real.

Definicién 1.21. Sean X un espacio métrico, un nimero real r > 0 y un punto

a € X, tenemos:

(a) La bola abierta de centro a y radio r es el conjunto, denotado por B,(a) 6 B(a,r),

de todos los puntos de X cuya distancia al punto a es menor a r, esto es,

Bi(a) ={x € X:d(x,a) <r}.

(b) La bola cerrada de centro a y radio r es el conjunto, denotado por B,(a) 6
B(a,r), de todos los puntos de X cuya distancia al punto a es menor o igual
ar,estoes,

By(a) ={x e X:d(x,a) <r}.
(c) Laesfera de centro a y radio r es el conjunto, denotado por S,(a), de todos los

puntos de X cuya distancia al punto a es igual a r, esto es,

Si(a) ={x e X:d(x,a)=r}.



1.3. Topologia General 24

Definicién 1.22. Sea el espacio métrico X, una sucesion {x, },ecn converge a un
punto x, si para cada ¢ > 0, existe N(¢) € N tal que para todon > N(e), tenemos

d(xn, o) < €. La convergencia serd denotada por x, — x¢ 6 lim, 0 X = Xg.

Definicién 1.23. Sea el espacio métrico X, la sucesion {x, }nen en X se denomina
sucesion de Cauchy, si para todo ¢ > 0, existe N € N tal que m,n > N, implica

d(xm, xn) < &.

Observacion. Toda sucesién convergente es una sucesion de Cauchy. De hecho,
sea la sucesion {x, },en convergente a x, esto es lim,_,. X, = X, entonces dado
e > 0, existe N € N tal que n > N, implica d(x,,x) < 5. Tomemos m,n > N
tenemos

A(xm, xn) < d(xp,x)+d(x,,x) < % + % — .
Luego, la sucesion {x, },en es de Cauchy.

Definicién 1.24. Un espacio métrico X es llamado completo, si toda sucesiéon de

Cauchy en X es convergente, en algiin elemento del espacio.

Ejemplo 1.8. El espacio euclidiano R" es completo. En particular el conjunto de
los ntimero reales, con la métrica usual (x,y) = |x — y|, es un espacio métrico

completo.
Ahora, pasamos a exponer la definicién de espacios métricos compactos

Definicién 1.25. Un espacio métrico X se llama fotalmente limitado, si para todo
e > 0, obtenemos, una descomposiciéon X = A; U ---U A,, como una unién de
un ndmero finito de subconjuntos, cada uno de los cuales tiene didmetro menor

que ¢ (donde diam(A;) = sup{d(x,y) : x,y € A;} para cada i).

Observacion. Un espacio métrico X es totalmente limitado, si y solo si, para cada
e > 0, existe un nimero finito de bolas abiertas de radio € que cubren X. De hecho,
todo conjunto de didmetro menor que ¢ estd contenido en una bola de radio ¢ (y

con centro en cualquier punto del conjunto).
Proposicién 1.11. Sea el espacio métrico X, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es compacto;
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(b) toda sucesion en X posee una subsucesion convergente;

(¢) X es completo y totalmente limitado.

Demostracion. Ver Proposicion (7) del Capitulo 8 en [6], pp. 233-234. o
Proposicién 1.12. Todo espacio métrico compacto es completo.

Demostracién. Ver Corolario (2) del Capitulo 8 en [6], pp. 222. o

Espacios Topolégicos

Definicién 1.26. Sea X un conjunto no vacio. Una topologia en X es una familia T

de subconjuntos de X tal que

(a) 0, X eT;

() Si{Uy}uen C 7, entonces Uyep Un € T
(¢) Sily,..., U, € T, entonces ﬂ?:1 U e

Si T es una topologia, entonces el par (X, 7) es llamado un espacio topoldgi-
co. Nos referiremos al espacio topolégico X cuando no exista ninguna confusién
acerca de 7. Los elementos de T son llamados conjuntos abiertos, y sus complemen-

tos se denominan conjuntos cerrados.

Ejemplo 1.9. Dado un conjunto X y sea la topologia T = {Q@, X}, el par (X, 1)
es llamado espacio topolégico trivial. Por otro lado, dada la topologia T = 2%
(conjunto de todos los subconjuntos de X), este par (X, T) es denominado espacio

topoldgico discreto.

Definicién 1.27. Sea X un espacio topoldgico y A C X, el interior de A en X es el
conjunto

A° =1Int(A) = J{G C X:Gesabiertoy G C A}.

Sea B C X, la clausura de B en X es el conjunto

B=CI(B)=(){KC X:Kescerradoy K C B}.
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Observamos que, A° es el conjunto abierto mas grande contenido en A y B
es el conjunto cerrado mas pequefio que contiene B. Tenemos (A°)¢ = ACy
(A)¢ = (A°)°. Ademas, la diferencia A\ A° = AN A° es llamado la frontera
de Ay es denotado por dA.

Definicién 1.28. Sea X un espacio topolégicoy A C X, si A = X, A es llamado

conjunto denso en X. Por otro lado, si tenemos (A)° = @, A es llamado conjunto

denso en ninguna parte (o conjunto raro).

Definicién 1.29. Sea x € X, una vecindad de x es un conjunto A C X tal que x €
A°. Un punto x € X es llamado punto de acumulacion de Asi AN (U \ {x}) # @,

para cualquier vecindad U de x.

Definicién 1.30. Sea X un espacio topoldgico, un conjunto E C X es de primera
categoria (o magro) de acuerdo a Baire, si E es una unién contable de conjuntos
densos en ninguna parte. E es un conjunto de segunda categoria (no magro), si E

no es la unién contable de conjuntos densos en ninguna parte.

A continuacién, sera exhibido el Teorema de Categoria de Baire en su versiéon

para espacios métricos completos
Teorema 1.13 (Teorema de Baire). Sea X un espacio métrico completo, entonces:

(a) Si {An}nen es una sucesion de subconjuntos abiertos y densos de X, entonces

Nnen An es denso en X.
(b) X no es una unién contable de conjuntos densos en ninguna parte.
Demostracion. Ver Teorema (5.9) del Capitulo 5 en [4], pp. 161. o

Definicién 1.31. Sea X un espacio métrico y B C X. El subconjunto B se
denomina residual 6 genérica (a veces llamado tipica), si el complemento X \ B
es de primera categoria, es decir, el conjunto B es la intersecciéon contable de

conjuntos densos abiertos.

A partir del Teorema (1.13), definimos lo siguiente
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Definicién 1.32. Sea X un espacio métrico completo. X se denomina espacio de
Baire, si toda sucesion { By, },en de conjuntos abiertos y densos en X, es tal que la

interseccién contable, ,cn Bn, es densa en X.
Observacion. Todo espacio métrico compacto es un espacio de Baire.

Definicién 1.33. Sea X un espacio métrico y A C X no vacio. A es llamado un

conjunto Gs en X, si existe una sucesion { A, },en de conjuntos abiertos en X tal

que A = ,en An.

Ejemplo 1.10. El conjunto de nimeros irracionales, es decir R \ Q, es un conjunto
Gs en R. Podemos escribir R \ Q como interseccion contable de conjuntos abiertos

de la forma {r}¢, es decir, el complemento del ntimero racional r, para todo r € Q.

El siguiente resultado establece una caracterizacién muy importante de los

conjuntos residuales.

Proposicién 1.14. Sean X un espacio de Baire y A C X un subconjunto no vacio. A
es residual en X, si y solo si, existe una sucesion {By }nen de subconjuntos abiertos y
densos en X, tal que (\,,cny Bn C A y es un conjunto denso en X (esto es, A contiene un

conjunto Gs denso en X).

Demostracion. De hecho,

(=) Supongamos que A es un conjunto residual, entonces existe una sucesién
{An} nen de conjuntos densos en ninguna parte tal que A, C X paracadan € N
y X\ A = U,en An- Sabemos, que si A, es denso en ninguna parte, luego A, es

denso en ninguna parte para cada n € N. Por definicién, tenemos, Int(A,) = @,

lo que es equivalente a decir, que (X '\ Zn) = X, en otras palabras, el conjunto
B, = X\ A, es abierto y denso en X para cada n € N. Asf,

N Bi= N (X\A) € ) (X\A) =X\ [ A=A

nelN nelN neN neN
Como By, es abierto y denso para cada n € N, entonces por el Teorema de Baire
(1.13), la interseccién (,,cy Bn es densa. Asi, A contiene un conjunto G; denso en

X.
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(<) Supongamos que existe una sucesién {B; },en de subconjuntos abiertos y
densos en X, tal que (,enyB: C A, por el Teorema de Baire, la interseccién
Nuen Br es densa en X. Notemos
(1BiCcA=X\ACX\ () B.= [J(X\By). (1.1)
neN neN neN

Desde que B, es abierto para todo n € N, observamos
By, =X\ (X\By) =X\ (X\By).

Luego, X \ (X \ By) es denso en X, o equivalentemente, Int(X \ B,) = @, o sea,
X \ B, es denso en ninguna parte para todo n € N. Asi, U,en(X \ Br) es un
conjunto de primera categoria. Por tanto, por la expresiéon (1.1), X \ A es un

conjunto de primera categoria. Asi, A es un conjunto residual en X. m|

Observacién. En todo espacio de Baire, la interseccién contable de conjuntos
residuales es un conjunto residual. En efecto, se sigue del hecho que la unién

contable de conjuntos de primera categoria es un conjunto de primera categoria.



CAPITULO 2

Sistemas Dinamicos y Entropia

Este capitulo tiene por objeto enunciar los conceptos y resultados principales
de los sistemas dindmicos que serdn necesarios para el desarrollo del presente
trabajo. La demostracién de la mayoria de estos resultados sera omitida por no
ser parte de nuestro objetivo. Este capitulo se basa en el libro de Brin y Stuck [3],

el articulo de Bowen [2], y el libro de Walters [15].

2.1. Nociones Bdasicas de Dindmica

A lo largo de esta seccién el par (X,d) denota un espacio métrico, salvo se

indique lo contrario.

Definicién 2.1. Un Sistema Dindmico es un par (X, T), donde T : X — X es una

aplicacién continua y esta funciéon T es conocida como dindmica del espacio X.

Los iterados de dicha aplicaciéon pueden ser definidas por recurrencia de la
siguiente forma: T° = Idy y para cada n € N como la composicién de n-veces
la aplicacién con ella misma, esto es, T" = T o---0o T, de esta forma tenemos

T™+" = T™ o T" para todo m,n € N. Asi, definimos

Definicién 2.2. La semi drbita positiva de un punto x € X estd definida como
Orby (x) = {T"(x) : n € N}. Si la aplicacion es invertible, definimos la semi 6rbita

negativa de x € X como Orby (x) = {T"(x) : n € N}, y la érbita de x sobre T es
Orbr(x) = Orb3 (x) UOrby (x).

29
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Si T es invertible, definimos recursivamente la n-ésima iterada negativa de T

por T™" = T 1lo...0oT L Luego, tenemos, T " =T" o T™".

Definicién 2.3. Sea la aplicacion T : X — X, el punto x € X es llamado punto
fijo para T, si T(x) = x. El punto x € X se denomina punto periédico para T, si
existe n € N tal que T"(x) = x. La 6rbita de un punto periédico es llamada 6rbita
periddica.

Observacion. En la definicién de punto periddico, el nimero n € N es el menor
natural tal que T"(x) = x, o sea, si k € {0,...,n — 1}, entonces TK(x) # x.

Denotamos por Per(T) al conjunto de puntos periédicos de T.

Definicién 2.4. Sea la aplicaciéon T : X — X y U un subconjunto de X, decimos
que U es invariante para el futuro respectoa T, si T(U) = U. El subconjunto U seré
llamado invariante para el pasado respecto a T si T-1(U) = U. Si T es invertible

decimos que U es invariante respecto a T (o T-invariante).

Definicién 2.5. Sea la aplicacion T : X — X, el punto x € X es llamado punto no
errante, si para cada vecindad U de x, existe N € N tal que TN(U) N U # @. El
conjunto de puntos no errantes de T se denota por )(T) y es llamado conjunto no

errante.

Proposicién 2.1. Sea T : X — X un homeomorfismo (esto es, una aplicacion continua

con inversa continua). Entonces Q(T) es cerrado y T-invariante.

Demostracion. En efecto, sea una sucesion {x, }nen en Q(T) tal que limy,—e0 X, =
x € M. Luego, dado cualquier vecindad U de x existe N € N tal que x,, € U para
todon > N. Desde que x, € U, entonces existen bolas abiertas V,, C U tal que
X, € V, paracadan > N. Asi,dadon > N, como x, € Q(T), tenemos que, existe
r € N tal que

T"(V,) NV, #Q,

esto implica que T"(U) N U # @. Por tanto, x € Q(T). Por otro lado dado
y € T(Q(T)), entonces existe x € Q(T) tal que y = T(x). Sea U una vecindad de
y, desde que T es continua, tenemos que, T-1 (V) es una vecindad de x, entonces

existe n € N tal que T"(T~1(V)) N T~ (V) # @, esto implica

T"(U)NU =T(T(TYV)NnT 1 (V)) 2,
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esto es, y € Q(T). Asi, T(QQ(T)) C Q(T). Reciprocamente, desde que T es un

homeomorfismo, tenemos, T~1(Q(T)) C Q(T), esto implica
Q(T) c T"HQ(T)) C T(Q).
Por tanto, T~1(Q(T)) = Q(T). mi

A continuacion, definimos los conjuntos estable e inestable del punto x € X,
los cuales nos permitird comprender la dindmica de las orbitas futuras y pasadas

de aquellos puntos, que en cierta forma, acomparian la orbita de x.

Definicién 2.6. Consideremos el espacio métrico compacto (X,d) y T : X — X
un homeomorfismo. Dado cualquier punto x € X, no necesariamente periédico,
la variedad estable e inestable de x con respecto a T son los conjuntos

WS(x, T) = WS(x) = {y € X : lim d(T"(x), T"(y)) = o},

n—00

W(x, T) = W¥(x) = {y € X: lim d(T"(x), T "(y)) = o}.

n—00

Observacion. Los conjuntos estable e inestable en cualquier punto del espacio, re-
sultan ser conjuntos invariantes en el siguiente sentido T(W*®(x, T)) = W*(T(x), T)

para cada x € X. Andlogamente para el conjunto inestable.

Consideremos una variedad compacta y sin frontera My f : M — M un
difeomorfismo (esto es, f es un homeomorfismo tal que f y f~! son de clase
C). Si tenemos un punto fijo hiperbélico (o sea, dado un punto fijo p € M,
el modulo de los autovalores de la transformacion D fp son distintos de 1),
entonces podemos encontrar una descomposiciéon de T, M en dos subespacios
complementarios (uno generado por los autovalores menores que 1 y el otro
generado por los autovalores mayores a 1), que son invariantes por D f,,. Ademas,
existe una contraccién y una expansion en esos espacios, tal como observamos en

la siguiente definicién

Definicién 2.7. Un conjunto invariante A C M es llamado hiperbdlico, si para cada

x € A, el espacio tangente T, M admite una descomposicién en una suma directa

TxM = E°(x) & E*(x),
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invariante (como familia) en el siguiente sentido

Df(E*(x)) = E*(f(x)), Df(E*(x)) = E*(f(x)),
tal que existen constantes C > 1y 0 < A < 0, que satisfacen lo siguiente

IDf"(x)(v)] < CA"|v|,Vx € A,veE(x),n>0,

IDf "(x)(v)] < CA"|v|,Vx e A,veE"(x),n>0.

Ejemplo 2.1. La Herradura de Smale es un conjunto hiperbdlico, este ejemplo

puede ser encontrado en el Libro de Michael Brin [3], pagina 15.

Observacién. La nocién de conjunto hiperbélico fue introducido por Smale en
1967, basado en los trabajos de Anosov (1967), este es un concepto fundamental

de los sistemas dindmicos modernos.

Definicién 2.8. El difeomorfismo f : M — M es un difeomorfismo Axioma A, si

Q(f) es hiperbdlicoy Q(f) = Per(f).

Ejemplo 2.2. El mapa de Herradura de Smale, es un difeomorfismo Axioma
A, con infinitos puntos periédicos. Este ejemplo es muy conocido y puede ser

encontrado en el libro de Michael Brin [3].

Una caracteristica importante, derivada de la definicién anterior, serd un tipo
de finitud que serd descrita en el siguiente teorema demostrado por Steven Smale

en [13].

Teorema 2.2 (Descomposicién Espectral de Difeomorfismos). Sea el difeomorfismo
f : M — M que satisface el Axioma A. Entonces existe una iinica descomposicion de
Q\(f) en una unién finita de subconjuntos (o piezas), disjuntos, cerrados y f-invariantes
en M, esto es,

Q(f):Qlu--'UQk

tal que f|q, es topolégicamente transitivo para cadai = 1,..., k. Cada C); es un conjunto

bdsico de f.

Demostracién. Ver Teorema (5.2) en [16] pp. 141-143. o
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Observacién. A partir de este teorema, observamos que toda medida f-invariante
puede ser escrita como una combinacién de medidas soportadas en conjuntos
basicos. Esto nos permite analizar el difeomorfismo f a partir de las restricciones

flo,, paracadai=1,...,k.

Del teorema anterior podemos resaltar el siguiente concepto

Definicién 2.9. Sea f : M — M un difeomorfismo. Diremos que {3 C M es una
pieza bdsica para f, si () es compacto, f-invariante y la restriccion f|q es transitivo

(esto es, existe x € M tal que Orb;[ (x) = M).

2.2. Propiedad de Especificacion

El concepto de especificaciéon fue introducido por Bowen en [2]. En este
articulo, se estudia la distribucién de puntos peridédicos para difeomorfismos
Axioma A y se demuestra que para homeomorfismos cuyo conjunto inestable
de cualquier punto peridédico es denso en el espacio, es posible aproximar tramos

finitos de 6rbita por una 6rbita periddica, a la cual él llamo especificacion.

Definicién 2.10. La transformacién T : X — X es llamada C-denso, si el conjunto

W*(p) es denso en X para cualquier punto periédico p € X.

Definicion 2.11. Los difeomorfismos Axioma A, son transformaciones C-densas,

ademds cumplen con la propiedad de especificacién que veremos a continuacion.

A partir del Teorema de Descomposicién Espectral (2.2), Bowen obtuvo el

siguiente resultado

Teorema 2.3 (Teorema de Descomposicion C-densa). Sea T : X — X un
difeomorfismo Axioma A sobre la variedad compacta X. Entonces el conjunto bdsico C);
para T puede ser escrito como €); = ; U---U); , donde los conjuntos Qij son
conjuntos disjuntos cerrados en X para cada j = 1,...,m, tal que T(Q);,) = Q)

(Q

let17

im+1

=Q;)yT": QO — QO es C-densoparacada j=1,...,m.

Demostracién. Ver figura (2.1), la demostracién estd en [2] Teorema (2.7). O
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Figura 2.1: Descomposiciéon C-densa de un conjunto bésico.

Asi, podemos dar el concepto de especificacién dado por Bowen en [2], junto

con el resultado que obtuvo para transformaciones C-densas.

Definicién 2.12. Una especificacién es un par (v, P), donde v = {I, ..., In} (Ix es
un conjunto de ntiimeros naturales consecutivos llamado cadena) y la aplicacion

P: UL I; = X tal que T2 (P(t1)) = P(t2), paraty, t € Ij.

Dada una especificacion (v, P) y dado é > 0 definimos el conjunto

U(v,6,P) =¢x e X:d(T'(x),P(t)) <6,Vte I,
j=1

denotaremos por [; = [a]', b]'], consideramos b; | < aj paracadaj = 2,...,m,
decimos que (1, P) estd G-alejada, si G < min{|a; —bj_¢| : 2 < j < n}yla
longitud de -y estd definida por L(y) = b, — a;. Denotaremos por Per U(7y, P, 9)

al conjunto de puntos periédicos de periodo k que pertenecen a U(vy, P, 9).

Observacion. Podemos apreciar que P(I;) es parte de alguna 6rbita T en X (no

necesariamente la misma para diferentes j).

A partir de estas definiciones Bowen demostr6 el siguiente resultado.
Teorema 2.4 (Teorema de Especificacién de Bowen). Supongamos que T : X — X
es C-densa y sea € > 0, entonces existe un M(e) tal que, siempre que (v, P) sea una
especificacion M(e)-alejada y k € Z tal qued > M(e) + L(vy), existe un punto periodico
de periodo d pertenece a U(7y, P, ).

Demostracién. La prueba esta en [2]. O
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La propiedad de especificacién, definida anteriormente, es en pocas palabras
una relacién (asociacién) entre intervalos de nimeros naturales y tramos de
6rbitas de T. El conjunto U(vy, P, €) representa el conjunto de los puntos cuyas
Orbitas estan e-proximos de las 6rbitas asociadas por la especificacién. El teorema
de especificaciéon garantiza que si T es C-denso, entonces esta aproximacion es
realizada por puntos periédicos.

Desde que T : X — X es continua en un espacio métrico compacto (X, d),
tenemos que T satisface la propiedad de especificacion, si para cualquier tramo
de la 6rbita ocurre el fenémeno descrito anteriormente, esto es, existe un punto
periddico tal que su 6rbita se aproxima a las érbitas dadas inicialmente. De
manera mads precisa tenemos la siguiente formulacién, realizada por Ruelle y

Bowen, como se muestra en [12].

Definicién 2.13. Sea T : X — X un homeomorfismo de un espacio métrico
compacto. El homeomorfismo T posee la propiedad de especificacion, si para todo
e > 0, existe un entero M = M(e) > 0 tal que para cualquier sucesién finita
de puntos x1,...,x; € X y para cada j con 2 < j < k sea cualquier sucesion de
enteros

a1§b1<a2§b2<...<ak§bk,

tal que a; —bj_; > My un entero p con p > M + (b — ay), existe un punto x € X
con T?(x) = x tal que

d(Ti(x),Ti(xj)) <,
para a; gigbjyl <j<k

Ejemplo 2.3. Sea £, = {0,1}N el conjunto de sucesiones de elementos en {0,1}.
El shift o : £ — X, descarta el primer elemento de una sucesién y desplaza los

elementos restantes de un lugar a otro, o sea

o((x1,x2,x3,...)) = (x2,x3,%4,...).

Observemos que esta aplicacion posee la propiedad de especificacién. Definimos
la distancia d : £y x ¥y — [0,00) en X por

0 Xi, Yi
) = 3 20,
i=0



2.3. Entropia de una Particién 36

donde é(k,1) =1sik # 1y d(k,1) = 0sik = I. Decimos que dos puntos x,y € ¥
estan e-proximos esto es d(x,y) < ¢, si y solamente si, existe N(¢) € N tal que
x; = y;paracada 0 < i < N(e). Seany € Y,, los enteros a,b cona < by
¢ > 0. Denotemos por M(e) > a + N(e), donde N(¢) fue definido anteriormente.
Consideremos p > M(¢) + (b — a), encontramos un punto x € X, que satisface la
definicién (2.13). Parai = 1,...,a — 1 sea cada x; arbitrario. Luego, consideramos
x; = y;parai = a,...,b,b+ N(e) y también parai = b+ N(e) +1,...,p
consideremos x; arbitrario. Ahora, denotemos por ¥ = (x1,xp,...,Xp). Asi,

tenemos

Observamos que x tiene periodo p, ademds, se cumple con la propiedad
d(o'(x),0'(y)) <& cona<i<b.

Observacion. Analogamente, obtenemos, que el shift unilateral y el shift bilateral

de k simbolos, tienen la propiedad de especificacion para cualquier k € N.

2.3. Entropia de una Particién

En 1958, Kolmogorov introdujo el concepto de entropia en la teoria ergddica
y ha sido uno de los invariantes més importantes hasta ahora. La nocién de

entropia fue mejorada ligeramente por Sinai en 1959.

Definicién 2.14. Una particion P del espacio de probabilidad (X, B, #) es una

familia finita (o contable) de elementos de B con medida no nula, tales que
(a) P;NP;# @ paratodoi # jdonde P, P; € P.
(b) Upep P = X, o equivalentemente, j ((Upep P) \ X) = 0.

Observacion. Por la definiciéon anterior, toda particion estd formada por conjuntos

medibles, pues los elementos de la particién provienen del c-dlgebra B.
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Definicién 2.15. Sean P y Q particiones de (X, B, ), decimos que Q es un
refinamiento (0 es mds fina) de P, lo que denotaremos por P < Q, si todo elemento
de Q esta contenido en algtn elemento de P. Esto implica que todo elemento de

P es unidon de elementos de O.

Sea T : X — X una aplicaciéon que preserva medida. Si P = {Py,..., Py} es

una particion, entonces TP denota la particion {T~"(Py),..., T~™(Py)}.

Definicién 2.16. Sean P y Q particiones del espacio de probabilidad (X, B, ). La

suma de Py Q esla particiéon
PvQ={PNQ:PePyQe 9}

Maés generalmente, dada cualquier familia contable de particiones { Py }nen,

definimos

\/Pn = {ﬂPn : P, € Py para todo n}.

Definicién 2.17. Sean una aplicaciéon medible T : X — X y una particién P,
definimos la particion suma n-iterada de ‘P relativa a T como

n—1
Pi=\/ T P=Pv...vT ("-Up
i=0

Observacion. Sean Py Q dos particiones finitas en (X, B, 1), dadon > 0y T una
aplicacién que preserva medida, entonces T~" preserva operaciones tedricas ya

definidas, esto es,
(a) T (PVQ)=T"PVT"Q;
(b) siP < Q,entonces T "P < T "Q.

Definicién 2.18. Sea P = {Pj,...,P} una particién finita del espacio de
probabilidad (X, B, it). La entropia de la particion P es el nimero

k
Hy(P) = =) p(P:) log p(P)-
i=1
Observacion. Aqui denotamos por log al logaritmo natural y 0log 0 = 0. Conside-

ramos la particién finita P = {Py,..., P} de (X, B, 1), como los posibles resul-

tados de un experimento aleatorio, donde la probabilidad de que obtengamos el
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resultado P; sea ji(P;). Este experimento se asocia al nimero H(P) que describe la
cantidad de incertidumbre sobre el resultado del experimento, en otras palabras,
H(P) medira la incertidumbre removida (o las informaciones obtenidas) después

de realizar el experimento representado por P.
Proposicién 2.5. Sea P una particion finita de (X, B, u), tenemos
(a) Si P ={®,X}, entonces H,(P) = 0.

(b) SiP = {Ay,..., Ax} con u(A;) = + paratodoi = 1,...,k, entonces Hy(P) =
log k.

(¢) Si T : X — X es una aplicacion que preserva medida, entonces H,(T~'P) =
H,(P).

Demostracion. Sigue facilmente de la definicién de entropia de una particién

(2.18). O

Teorema 2.6. Sea la funcién ¢ : [0,00) — R definida por $(0) = 0y ¢(x) = —xlog x,

si x # 0, es estrictamente convexa, esto es,

pax + By) < ap(x) + o (y)

six,y € [0,00), 0, > 0y a+ p = 1. Obtenemos la igualdad cuando x = y6a =06

B = 0. Por induccién, tenemos,

K K
¢ (Z} “i%’) < ;wiqb(xi)

six; € [0,00), 0, > 0y Zle a; = 1. Obtenemos la igualdad cuando x; = x; para

cualquieri,j € {1,...,k} tales que w;, aj son no nulos.
Demostracion. Ver Teorema (4.2) del Capitulo 4 en [15], pp. 79. O

Corolério. Si P = {Py,..., Py} es una particién, entonces H,(P) < logk. Ademds,
H,(P) = logk si, y sdlo si, u(P;) = + paratodoi € {1,..., k}.



2.3. Entropia de una Particién 39

Demostracion. Tomemos &; = 1y x; = pu(P;) para cadai € {1,...,k}, de la

Definicién (2.18) y el Teorema anterior tenemos
1, 1
: —1 L #(P) log ()
1
. (
k
=—) ap(x;) < —¢ Zocxl

¢) (n(P) ogn(p)

i=1

Por tanto, H,(P) < logk. La segunda parte del corolario es inmediata. o

Definicién 2.19. Sean T : X — X una aplicacién que preserva medida en el
espacio de probabilidad (X, B, ) y P una particion, definimos la entropia de T

relativa a la particion P como

hy (P, T)_nlgrgonHy(\/T P)

Definicién 2.20. Sea T : X — X una transformacién que preserva medida en un

espacio de probabilidad (X, B, 1), definimos
h,(T) = sup{h,(P,T) : P particién finita de (X, B, )},
donde hy, es llamada entropia métrica de T o entropia de Kolmogorov-Sinai.

Ahora presentaremos uno de los resultados més importantes que nos ayudaré
en el calculo de entropia de aplicaciones. Consideremos T : X — X una

transformacién que preserva medida en (X, B, u).

Definicién 2.21. Decimos que una particion P con entropia finita es generador con
respecto a T (o es T-generador), si la o-dlgebra es generada por la unién de los

iterados \/* TiP, para todon > 1.

]* n
Teorema 2.7 (Kolmogorov-Sinai). Sea P una particién finita con H,(P) < oo. Si P

es generador con respecto a T, entonces hy,(T) = hy (P, T).



2.3. Entropia de una Particién 40

Demostracion. Ver la Seccion 4 del Capitulo 4 en [7], pp. 219-220. |

Ejemplo 2.4. La entropia de un desplazamiento de Bernoulli. Sea T un despla-
zamiento a la izquierda en el conjunto X = {0,1,...,k — 1}V, dotado de una
o-édlgebra C generada por los conjuntos de cilindros, y la medida de producto p,

dando el simbolo i a la probabilidad p;, donde
prtpet- A pe1=1

y nuestro objetivo es calcular 4, (T). Para ello necesitamos encontrar la particion
P que genere el o-dlgebra C, bajo la accién de T. La eleccién natural es lo que se

conoce como particién de tiempo-cero P = { Ao, ..., Ax_1}, donde
Ai={xeX:ixy=i},0<i<k—-1
Observe que para todo m > 0,

T*mAi:{xEX:me:i},0§i§k—1

m—1
ﬂ T*]Aij:{xEX:xjH:ij,OSjSm—l}.
j=0

En otras palabras, \/;.”:61 T—'P es precisamente la coleccién de conjuntos de

cilindros de longitud m y estos por definicién generan C. Por tanto, P es una

particion generadora, de modo que

m—co 1M

m—1
hy(T) = hy(P,T) = lim lHy (\/ T—iP> :
i=0

Como p es una medida producto, las particiones P, T-1p,..., T-m=1)P gon
todas independientes, pues cada particion especifica a una coordenada diferente.

Asi,
H(PVT P V... vT-""UP) = H,(P) + Hy(T'P) + - - - + H, (T~ "D P)

= mH,(P)

k—1

= —m pilog p;.
i=0
Por tanto,
1 k—1 k—1
hy(T) = lim —(—=m) ) pilogp; = — ) pilogpi.
i=0 i=0

m—o0 1M



CAPITULO 3

Transformaciones Continuas y

Teoremas Ergddicos

En este capitulo damos un estudio detallado del espacio de medidas de
probabilidades T-invariantes, denotada por Mt y dotada con la topologia débil-
*,analizando y mostrando sus principales propiedades para su posterior uso en el
capitulo 4. También presentaremos algunos de los resultados mas importantes de
la teoria ergddica, como con el Teorema de Recurrencia de Poincaré y el Teorema
de Birkhoff. El contenido de este capitulo estd basado, en su mayoria, en los

capitulos 1 y 6 del libro de Peter Walters [15].

3.1. Medidas en Espacios Métricos

Consideremos el espacio métrico X provisto de la o-algebra B(X) de los sub-
conjuntos de Borel de X. Denotamos por M al conjunto de medidas de proba-
bilidades de Borel en X, esto es, M es la colecciéon de medidas de probabilidad
definidas en el espacio medible (X, B(X)). El siguiente teorema nos ayudard a
mostrar que cada elemento de M es determinado por la forma de como ese ele-

mento integra funciones continuas.

Teorema 3.1. Una medida de probabilidad de Borel m en un espacio métrico X es regular,
si para todo B € B(X) y cada € > 0, existe un abierto U, y un conjunto cerrado Cy tal

que Ce CBC U ym(U \ Ce) < &

41
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Demostracion. Necesitamos mostrar que cada conjunto cerrado es un conjunto
Gs. Denotamos por R la coleccién de todos los conjuntos tales que la condicién
de regularidad es satisfecha, mostremos que R es una c-dlgebra. De hecho,
observamos que X € R, basta considerar U, = C, = X, para cada ¢ > 0.
Ahora, sea A € R, mostremos que X \ A € R. En efecto, para todo ¢ > 0, existe
un abierto U, y un cerrado C, tal que C; € A C U, y m(U \ C¢) < ¢, luego
(X\Ug) € (X\A) C (X\C),donde (X \ Ug) es cerrado y (X \ C;) es abierto,
ademaés,

m((X\ Ce) \ (X \ Ue)) = m(Ue \ Ce) <e.

Luego X \ A € R. Ahora, mostremos que R es cerrado bajo uniones contables.
Sean A1, Ay, --- € Ry denotemos A = (Ji; A;. Dado e > 0y paracada A; € R

coni > 1 tenemos que existen abiertos U, ; y cerrados C,; talque C,; € A C U,;

y

&
§.

Sean el conjunto abierto U, = U2, Uy; y Ce = UX, Ce; y desde que m es una

m(us,i \ Ce,i) <

medida, tenemos que

m(Ce) =m (U Cs,i) = lim m (191 Cg,i> .

i=1

Luego existe un entero k > 1, tal que

m (CS\ LkJ C€,i> <
i=1

N[ ™

Definamos el conjunto cerrado C, = U;‘:l Cei. Observamos

también
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Por tanto, A = U2, A; € R, lo que prueba que R es una c-algebra. Para
completar la demostracién mostraremos que R contiene todos los subconjuntos
cerrados de X. Sea C cerrado y dado ¢ > 0, para cada n > 1 definamos el conjunto
abierto U, = {x € X : d(C,x) < 1}.Observamos Uy D U, D --- D U, 2 ...y

también N;2; U; = C. Como m es una medida de probabilidad, tenemos

i—00

m(C) =m <ﬁ Ui) = lim m (U;) .
i=1

Luego existe un entero k > 1, tal que m(U; \ C) < ¢. Sean C; = Cy U, = U;
entonces C¢ C C C U, donde U es abierto y C; es cerrado, luego C € R. Por lo

tanto, R contiene todos los subconjuntos cerrados de X. o

Corolario. Para una medida de probabilidad de Borel m en un espacio métrico X, para

todo B € B(X), tenemos

m(B) = sup{m(C) : Ces cerradoy C C B} y
m(B) = inf{m(U) : U es abiertoy U O B}.

Demostracion. Sea B € B(X) y definamos los conjuntos

P={m(C):CescerradoyCC B}y
Q= {m(U) : Uesabiertoy U D B}.

Por el Teorema (3.1), para cualquier ¢ > 0, existe un abierto U, y un cerrado
Cc.tal que C¢c € B C U,y m(Us \ Ce) < ¢ entonces P # Oy Q # Q.
Ademas, P es limitado superiormente y Q limitado inferiormente, entonces P
y Q poseen supremo e infimo respectivamente. Desde que B\ C. C U, \ C,,
tenemos m(B\ C;) < m(U; \ C¢) < ¢ lo que implica m(B) — m(C) < e.
En consecuencia, dado cualquier ¢ > 0, existe un conjunto cerrado C; tal que
Cc € Bym(B)—¢e < m(C) < m(B), lo que significa m(B) = supZ. Por
otro lado, de manera analoga sabemos que U, \ B C U, \ C,. Luego, tenemos
m(Us \ B) < m(U; \ C¢) < ¢, implica m(U,) — m(B) < e. En resumen, dado
cualquier ¢ > 0, existe un abierto U, tal que B C U, y m(B) < m(U,) < m(B) +¢.
Por tanto, m(B) = inf Q. mi



3.1. Medidas en Espacios Métricos 44

El siguiente resultado nos dice toda medida de probabilidad p € M es

determinado por la forma como integra funciones.

Teorema 3.2. Sean u, m dos medidas de probabilidad de Borel en el espacio métrico X. Si

Jx fdu = [ fdm,paratodo f € C(X,R), entonces m = p.

Demostracion. Por el Corolario anterior, basta mostrar m(C) = u(C), para todo
subconjunto cerrado C de X. En efecto, dado un subconjunto cerrado C y dado
e > 0, por la regularidad de la medida m, esto debido al Teorema (3.1), existe un
abierto U, tal que C C C C U, y m(U, \ C) < e. Ahora, definamos la funcién
f: X = Rpor

0 ;81 x ¢ U,

f(x) = d(x, X\ U)
d(x, X\ Up) +d(x,C)

,si x € U,.

Observamos, si x € U, entonces x € X \ U = X \ Uy, luego d(x, X \ U;) # 0. Asi,
f estd bien definida. Ademds, f es continua con f = 0 cuandox € X\ U, f =1

parax € Cy0 < f(x) <1, para todo x € X. Por tanto,

u<c>=/xCdys/fduz/fdmzjugfdw/}(\ugfdm
= usfdmg/ugldm:m(ug)
=m(U, \ C) +m(C)
<e+m(C).

Desde que ¢ > 0 es arbitrario obtenemos y(C) < m(C). Repetimos el mismo
procedimiento para tener m(C) < u(C). Por lo tanto, m(C) = u(C) para todo
cerrado C C X, en consecuencia también para todos los subconjuntos de Borel.

Luego, el teorema queda probado. o

Sea X un espacio métrico compacto dotado de una c-algebra de Borel B. Sea
el conjunto C(X,R) = {f : X — R : fescontinuo} que denota el espacio
de funciones continuas de valores reales definidas en X. Definamos la norma
uniforme de f € C(X,R) por || f|| = sup{|f(x)| : x € X}, el espacio C(X,R)
provisto de esta norma es un espacio de Banach. Una caracteristica importante

de este espacio es que ella es separable, es decir, C(X, R) contiene un subconjunto
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numerable denso. Por tanto, tenemos una sucesion {f, € C(X,R)},en de modo

que para todo f € C(X,R) y todo ¢ > 0, existe n > 1 tal que || f — fu|| < e.

Definicién 3.1. La topologia débil-* en M es la menor topologia que hace que
cada una de las aplicaciones y — [ f du sean continuos, para cada f € C(X,R).

Una base es dada por la coleccion de conjuntos de la forma

Valfir-, fre) = {VGM(X) : '/ﬁdv—/ﬁdy' <s,1§i§k} 3.1)
dondepy e M ,K>1,fi € C(X,R)ye>0.

Observacion. La interseccion de dos conjuntos de la forma 3.1 contiene algin
conjunto de la misma forma. Asi, la familia de abiertos {V},(®;¢) : ®, e}, donde
® = {f1,..., fr}, puede ser tomada como base de vecindades para cada y € M.

En efecto, dado p € M, desde que M es compacto, tenemos que,
Mc U {Vlf. fee)}
flrafri€sv
eso implica que existe algan V, (fi, ..., fi;€) talque u € Vi (f1, ..., fr;€). Ademas,

observamos que, sip € V,, (f1,..., fis€1) N V4, (81, - - -, §m; €2), entonces el conjun-

to
Vi(fi, oo fr 81, -, §msmin{eq, 2 })

es abierto, tal que

]/t € V]/l (fl/'--/fk/gll---/gm;min{81/€2}) g Vl/l(fll' . '/fk/.sl) mvl/z(gll"'/gm;SZ)-

Observacién. Observamos que la topologia definida en M, dad por la definicién

(3.1), no depende de la métrica usada en X.

Teorema 3.3. Sea X un espacio métrico compacto, entonces el espacio M es metrizable
en la topologia débil-*. Si {fu}nen es un subconjunto denso de C(X,R), entonces la

funciéon d g : M x M — R dada por

dM (]/1,1/) = nZ;l ZannH

es una métrica en M que genera la topologia débil-*.

Ufndﬂ_ffndv|
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Demostracién. Dividiremos la prueba en dos pasos:

Primer paso: dy es una métrica en M. De hecho, dadas las medidas de
probabilidad de Borel uq,up € M. Si yuy # uo, entonces por el Teorema (3.2)
dp(p1, u2) > 0.Si uy = o, entonces | [ fudus — [ fudpz| = 0, para todo f,, €
C(X,R) donde n € N, implica d r((p1, p2) = 0. Reciprocamente, si d v (p1, pl2) =
0, entonces [ f,dpus = [ fuduy, para cada f, € C(X,R) conn € N, luego por el
Teorema (3.2), tenemos y1 = py. Es claro que d o (p11, p2) = daq(p2, p1) para todo

11, u2 € M. Por tltimo, sean las medidas p1, p2, 43 € M, entonces

0 nduy — nd
dM(,”leS) _ Zl ’ff lein];fo 7/‘3‘
| [ fudpr — [ fadpa| | |[ fadpo— [ fudys|
Tl T B —T T

= dpm (1, p2) +dam(p2, p3)-

Por tanto, d \, es una métrica en M.
Segundo Paso: M es metrizable en la topologia débil-*. Consideremos el espacio
métrico (M, d ). Para cada n € N, la aplicaciéon p — [ f, du es continua en

(M, d ). En efecto, para cada i € N, tenemos

\[ fidu — [ fidu2] < i [ fudmy — [ fuduz]
21| £l T 21| full '

'/fidm—/fidﬂz

implica

< 2| filld pa (i1, pr2).

Luego para ¢ > 0 dado, tenemos 0 < J§ < ﬁlf‘”’ tal que para cualquier
U1, 2 € M condp(p1, p2) < 6, tenemos
~ ; €
[ fidws = [ fpa| <2 filduiGu ) <2fil <5 G2

Lo que significa, que la aplicacion y — [ f, di es uniformemente continua para
cadan € NN, en particular esta aplicacién es continua para cada n € N. Afirmamos
que la aplicacién p — [ f du es continua en (M, d ), para todo f € C(X,R). De
hecho, desde que {f, }nen es denso en C(X, R) entonces dado f € C(X) y para
e > 0, existe ng > 1 tal que |f(x) — fu,(x)| < §, para todo x € X, luego para toda

medida y; € M, tenemos

’/fnodﬂl—/fdﬂl

< [ Vfao = fldm < em(x) = £ (3:3)
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Usando (3.2) y (3.3), tenemos

‘/fdﬂl—/fdw < /fdul—/fnodm +'/fnodu1—/fnoduz +
+ /fnodHZ—/fdﬂz
< /fdm—/fnodm +'/fnoduz—/fduz te

< &

Asila aplicacion y — [ f du es continua en (M, d v), para toda funcién continua
f : X = R. En resumen, tenemos, para cada y; € M, encontramos un J > 0 tal
que

{h2 € Mdp(p, p2) <63 € Vi (f, -+ fi€)
paracadak > 1, f1,..., fx € C(X,R) y ¢ > 0, esto significa (por la definicién
(3.1)) que todo conjunto abierto en la topologia débil-* es abierto en el espacio
métrico (M, d ). Mostremos el reciproco. Sean p1 € M, e > 0y dado N > 0 tal

-1
que ZZO:NH 2% < % Parav € Vy(fl,...,fN; €) escojamos 6 = 5 <Zn 1 anan)
tal que para todo 1 < n < N tenemos

’/fndv—/f d],l‘ < 5= Z Ufn 2n|’fﬁ‘fndﬂl 5

™M

sabiendo que,

[ oo [ fudp| < [1fidav-s [15ddp = 1A+ 171X < 2051
para cadan > N + 1, obtenemos

Zlffn — [ fudp] g5 S fudv = | fudp] 22%

28| faull =1 28| faull N4

+

< =g,

N ™
N| m

entonces d (v, u) < e. Por tanto,

Vi(fi, . fnoe) C{ve Mdpy(v,p) <e}.

En otras palabras, toda bola abierta en el espacio métrico M es un conjunto
abierto en la topologia débil-*. Por tanto, la métrica d \, genera la topologia débil-

* O
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Esto nos permite definir una estructura métrica en M de la siguiente manera.

Definicién 3.2. Decimos que una sucesion de medidas {u, }nen en M converge

con la topologia débil-* a una medida p € M, si para todo f € C(X,R), tenemos

tim [ fdu = [ fap.

El siguiente resultado nos proporciona propiedades equivalentes sobre la

convergencia de una sucesién de medidas en M.

Proposicion 3.4. Las siquientes propiedades para una sucesion {y, fnen en M, son

equivalentes

(1). My d g (pn, 1) = 0.

(2). imy—eo [ fidun = [ fidy, para todoi > 1.

(3). imy—eo [ fdpun = [ fdu, para todo f € C(X,R).

Demostracién. En efecto:

(1) = (2). Dado i > 1, tenemos
[ i [ ] <2 )
tomando limite a ambos lados de la desigualdad y por (1), obtenemos
tim | s~ [ | <o

lo que significa [ fidu, = [ fidu, paratodoi > 1.

(2) = (3). Dado € > 0, entonces por (2), tenemos que, existe N € N tal que para

[ S~ [ s

para todo i > 1. Como {f;};cn es un subconjunto denso en C(X), entonces dado

todon > N, implica

<€
3/

f € C(X) existe ng € N tal que ||fs, — f|| < 5. Luego para cualquier medida y,

tenemos

‘/fnodu—/fdy‘ §/|fno—f|d]i<§‘u(x):§
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por la desigualdad triangular, tenemos para cadan > N
‘/f@m—/fw4§’/f@m—/Y%Wm%W/ﬁwwn—/ﬁm@4+
mr—/fdﬂ

<44l
3 3 3

Por lo tanto, lim, e [ fdpu, = [ f du, para todof € C(X,R).

(3) = (1). Dado &€ > 0, como la serie } ;°; - es convergente, existe un natural

1121

ip > 0 tal que }_;° < §. Podemos escribir

i=igp+1 21
| [ fidyun — [ fidu|
dpa(pn, ) = | ~
Hnedt) = L
o1l fi iy ’ fi g ‘
= + I ,
Lo |/ Tar e ) e Hzﬂzl o= |
Observamos, que para todoi > 1
d d‘ ‘/ d ‘/ d‘
‘/ TAT = | T Iz Tz
|fil |fi]
d +/) d
Iz A 7
< pn(X) +u(X) =2.
Por lo hecho anteriormente, observamos
f, ' 22 2 ¢
lwzz |/ e g RIS S

De (3), tenemos que, limy,c0 [ ﬁdyn =/ H;—dey, para cada 1 < i < ij. Luego

para todo i, existe un Nj tal que

VHﬁH o ﬁ ’

para todo n > N;. Tomando ng = max{Ny,..., N,-O}, entonces para todo n > ny,

tenemos

UnM|W_ Hﬁ|’ (3.5)
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para todo 1 <i < ij. Luego, usando (3.4) y (3.5), obtenemos

iy N c 5 3
, du, — L d )+ L du, — L d ’
Mt 21 iy [ Hzﬂzl TR ATk
io 1 e
<Y (3)*3
<£—|—£—s
2 2
Por lo tanto, limy,—eo d ¢ (unpt) = 0. O

El siguiente teorema produce varias definiciones equivalentes ttiles de la

topologia débil-*.

Teorema 3.5. Sean {jin nen, 4 € M. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
(1). pn — pen la topologia débil-*.

(2). limsup,, pn(F) < u(F), para cada subconjunto cerrado F de X.

(3). liminf, p,(U) > u(U), para cada subconjunto abierto U de X.

(4). limy, uy(A) = u(A), para todo conjunto de Borel A en X con u(dA) = 0.
Demostracién. La demostracion estd en el Capitulo 2 de [10], pp. 40-42. o

Teorema 3.6 (Teorema de Representacion de Riesz para Espacios Métricos Com-
pactos). Sea X un espacio métrico compacto y | : C(X,R) — C un mapa linear conti-
nuo tal que | es un operador positivo (es decir, si f > 1, entonces J(f) > 1)y J(1) =
Entonces existe una medida p € M tal que [(f) = [ fdp.

Demostracion. La demostracion esta en el Capitulo 7 de [4], pp. 212-215. m|

Enunciamos un resultado que garantiza la compacidad del espacio de medi-
das de probabilidad M desde que X es un espacio compacto. Para demostrar
el siguiente teorema usaremos el teorema de representaciéon de Riesz, enunciado

anteriormente.

Teorema 3.7. Si X es un espacio métrico compacto, entonces M es compacto en la

topologia débil-*.
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Demostracion. Denotamos j(f) = [ f du. Seala sucesion { f; }icn, un subconjunto
contable denso en C(X,R). Dada la sucesion de medidas {p,}nen en M,
mostremos que ella admite una subsucesion convergente. En efecto, dada la
sucesion de ntmeros reales {y,(f1) }nen, sabemos que |pn(f1)| < ||f1l|, para
todo n € N, en otras palabras, {3, (f1) }nen es una sucesion limitada de nimeros
reales, entonces posee una subsucesién convergente, a la cual denotaremos
por {y,(ql)( f1) }nen. Aplicamos la sucesion de medidas {y,(f)}ne]N a fa, luego
consideremos la sucesion { pt,(ql) (f2) }nen de nimeros reales, esta sucesion también
es limitada. Por tanto, tenemos una subsucesién convergente {yif) (f2) }nen.
Observamos que la sucesion { yﬁf) (f1) }nen es convergente. De esta forma, para

cada i € N obtenemos una subsucesion { y,(f) tnen de {pn bnen tal que

{1 Ynen € L hnen €+ € (i Ynew C {ptn e

y tal que { ;t,(li) (fi) }nen converge, para cada 1 < j < i. Consideremos la sucesion
diagonal { ] },en. Como para n > i, tenemos que { pt,(fl)}neN es una subsucesion
de { ys)}ng\y, entonces { ,uﬁln)( fi) }nen es convergente, para todo i > 1. Ahora,
podemos usar el hecho de que {f;}ien es denso para mostrar que { y,(qn) (f) }nen
converge para cada f € C(X,R). De hecho, para todo ¢ > 0, podemos escoger f;
tal que ||f — fi|| < §. Desde que {yﬁln)( fi) tnen converge, entonces existe N € N

tal que sim,n > N, implica

n m &
i (F) =i ()| < 5-
Luego para n,m > N, tenemos
i ) = ()] < [ O = il ()| + [l (o) — i ()| +

+ i () = i (6)

< / Faul - / fodpl)
+t/ﬁdﬁfk—/fdwf)
<If = £ill + [ () = 1S (£)

<S4i4i-=¢
3 3 3 7

+ ) = (| +

+fi = £
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implica que la sucesién {yﬁl”)( f)}nen es convergente, para todo f € C(X,R).
Luego, para cada f € C(X,R) definamos

w(f) = 1m i (f).

Observamos que w es lineal, de hecho para todo fi, f» € C(X,R) y cada c¢,c2 €

R, tenemos

w(erfi +eafa) = Jim ul (e1fi +cofe) = lim [ (efi + cafa) dp”
o lim [ i+ lim [ fadul
= 1w (f1) + cow(f2).

Observamos que, w es limitada, pues para todo f € C(X,R), tenemos

w(f)l =

lim ’ =
n—oo ]’ln

lim / Fdul

n—00

_ 1% (n)
— tim | [ fanl?)| < 1.

Dado f > 0con f € C(X,R), observamos w(f) > 0, luego w es positiva. Por otro

lado, tenemos

— lim /1% - Jir)rgo/ldy,g”) = Tim " (X) =1

n—o0

Luego, por el Teorema de Representaciéon de Riesz (3.6), existe una medida de

probabilidad y € M tal que w(f) = [ fdyu, paracada f € C(X,R). Entonces

tim [ fap =w(f) = [ fan

n—oo

para todo f € C(X,R), luego por la Proposicién (3.4), la subsucesion {y,ﬁ”)}new
converge a y con la topologia débil-* en M cuando n — co. Por tanto, el espacio

M es compacto. O

Observacion. Por lo visto en la Seccién (1.3) del Capitulo 1, podemos concluir que

el espacio métrico compacto M es un espacio de Baire.

3.2. Existencia de Medidas Invariantes

Sea la transformacion continua T : X — X en un espacio métrico compacto X.

En esta seccién mostraremos que siempre existe una medida ¢ € M invariante
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bajo T. El conjunto {E € B(X) : T"}(E) € B(X)}, que contiene los conjuntos
abiertos, es una c-algebra por la continuidad de T, luego T~ (B(X)) € B(X),
o sea, T es medible. Asi, para cada medida y € M(X) definimos la siguiente
aplicacién T : M — M por (T.p)(E) = u(T~Y(E)), donde E € B(X). Para cada
i € M, tenemos que, Ty es una medida, que es llamada medida imagen de u por

la transformacién T. Necesitaremos el siguiente resultado.
Lema3.8. [ fd(uoT ') = [ foTdu, paratodo f € C(X,R).

Demostracion. Sea f una funcién caracteristica de un conjunto E € B(X).
Sabemos por definicién que T.u(E) = wu(T~'(E)). Usando la definicién de
funci6n caracteristica, observamos que, X7-1(g) (x) = xpoT(x), paracadax € X,

luego

/XE d(poT™ 1) = u(T"Y(E)) = /XTl(E) dp = /XE o Tdp.

Ahora, supongamos que f es una funcién simple, o sea, f = Y./ ; a;xg, donde

a; € Ry E; € B(X) paracadal <i < n. Asi, tenemos
n n
[faor ) = [ YaxgduoT ") = Ya [ xeduor™)
i=1 i=1

n n
= Zﬂi/XE,- oTdu = / (2“1’%&) oTdp
i=1 i=1
- / FoTdu.
Si f : X — [0,00) es medible, entonces por la Proposicion (1.5), existe una
sucesion { ¢, }nen de funciones simples positivas tal que 0 < @1 < gp < --- < f
y ¢ — f cuando n — oo. Luego, por el Teorema de la Convergencia Moné6tona
(1.6),
/fd(y oT1) = lim /(pnd(yo T-1) = Iim /(pn o Tdy

n—»00 n—oo
= [ (tim ) o7
- /fo T dy.

Finalmente, si la funcién es continua f : X — R, entonces podemos expresar

dela forma f = f* — f~ donde f*, f~ > 0. Luego, aplicando el caso anterior,
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obtenemos

[faor )= [(F =f)duoT )= [ fraueT )~ [ fa(uoT )
— [freTan— [ oTau= [(f*~f)oTdn
:/fony.

Esto concluye la prueba. O

Teorema 3.9. La aplicacién T, : M — M es continua y afin.

Demostracion. Sea f € C(X,R), por el Lema (3.8), tenemos [ fd(poT™1) =
[ f o Tdu. Dada {iy }nen una sucesion que converge a una medida y en M. Por
la Proposicién (3.4), tenemos

lim/fd(ynoT —hm/fonyn_/fony—/fdyoT b,

n—oo

Por la Proposicién (3.4), tenemos que, pi, o T converge a p o T en la topologia
débil-*, en otras palabras, T, u,, converge a T, en la topologia débil-*. Por lo tanto,
la aplicaciéon T es continua.

Ahora, mostremos que T es afin. De hecho, dados p € [0,1] y u,v € M(X),

tenemos
To(pu+ (1= p)v)(E) = (pp+ (1= p)v)(T~(E))
= pu(TH(E)) + (1 = p)v(T~(E))
= p(Tup)(E) + (1 = p)(Tw)(E)
= (p(Tep) + (1 = p)(Twv)) (E),
para todo E € B(X). Por lo tanto, la aplicacién T es afin. O

Este trabajo se enfocard en el estudio de medidas invariantes. Dado el espacio
métrico compacto X y la transformacién continua T : X — X, definamos el
conjunto My = {y € M : T,y = u}, es decir, el conjunto M estd formado

por todas las medidas y € M que son invariantes por la transformacién T.

Teorema 3.10. Si T : X — X es una transformacion continua y u € M, entonces

e Mr,siysdlosi, [ foTdu= [ fdu,paratodo f € C(X,R).
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Demostracion. En efecto,

(=). Supongamos que y € Mr,luego u = T,y = po T~'. Por el Lema (3.8),

/fonuszd(uoT‘l)z/fd%

para todo f € C(X,R).
(<). Reciprocamente, dado f € C(X,R), tenemos [ fo Tdu = [ fdu. Usando

el Lema (3.8), obtenemos

[faer = [fordn= [rap
Luego por el Teorema (3.2), tenemos o T~ = y, esto es, u € Mr. o

Desde que Ty : X — X es una transformacién continua en un subconjunto
compacto convexo, mostraremos que M no es vacio. El siguiente resultado nos

da un método para construir elementos de Mr.

Teorema 3.11. Sea T : X — X continua y {vy}nen una sucesion de medidas en
M. Definamos una nueva sucesion {py }nen en M por u, = E“ L Tiy,. Entonces

cualquier punto limite débil-* y de {py } nen es un elemento de Mr.

Demostracion. De la compacidad de M, la sucesion {y, }nen posee una subsuce-
sion {pn, bken converge a 1 € M en la topologia débil-*. Dado f € C(X,R), por
la Proposicién (3.4),

lim /fdynk — /fdy.

k—o00

Como T es continua, entonces f o T : X — R también es continua, luego

lim/fonynk:/fOTdy.

k—o0

Haciendo uso de el Lema (3.8), tenemos

/fdynk /fd( ¥ 1Ti1/nk> _ ik;/fd Tivy,)

I’Zkl

/foTl (Vny)- (3.6)

i=0
De manera andloga obtenemos

lel

/fonynk . Z /foTlH (V). (3.7)
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Aplicando dos veces las ecuaciones (3.6) y (3.7),

’/fonu—/fdu‘

hm/fon]/tnk— lim /fdptnk

le 1 1 nj— 1

1 / T gy, — — / T d

k1_>no10 L f o Vp, Z f o Vp,
= 1i T+ T! d

Jim |- Z (fo T = foT')(x) dvy(x)

1

= 1i T — f)d

k1_>n010 ”k (fo f)dv,
< lim — T — f| d

kg]go ny / |f ° f| Vi

< lim ”fH =0.
k—oco My

Por lo tanto, [ f o Tdu = [ fdp, para cualquier funcién continua f : X — R.
Luego por el Teorema (3.10), u € M. o

Coroldrio (Teorema de Krylov-Bogolyubov). Si T : X — X es una transformacion

continua de un espacio métrico compacto X, entonces M es no vacio.

Demostracién. Podemos escoger cualquier sucesion {vn }nen en el Teorema (3.11),
en particular, dado x € X sea v, = Jy para cada n € N. Observamos que
la sucesion {py tnen esta dado por p, = Z 5T1 . Del teorema anterior,
cualquier punto limite de una subsucesiéon convergente de {i,}nen €s un

elemento de M. Por tanto, M7 # @. m|
Presentaremos una caracterizacion de los elementos de M.

Teorema 3.12. Si X es un espacio métrico compactoy T : X — X es una transformacion

continua, entonces se cumple lo siguiente
(a) M es un subconjunto compacto de M.
(b) Mt es convexo.

(c) uesun puntoextremo de M (esto es, y no puede ser escrito de forma no trivial como
una combinacién convexa de elementos de M), siy solo si, T es una transformacion

ergddica que preserva la medida .
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(d) Si y,v € Mr son ambos ergédicos y yu # v entonces ellas son mutuamente

singulares.

Demostracion. En efecto,
(a) Sea la sucesion { i, fnen en Mt que converge a una medida y € M. De la
Proposicion (3.4), el Lema (3.8) y usando el Teorema (3.10), tenemos para toda

funcion f € C(X,R),

/fony: lfm /fonynznlgrgo/fdynszdy.

n—oo

Por tanto, por el Teorema (3.10), u € M. Asi, Mt es un subconjunto compacto
de M.
(b) Sean p,v € Mt,dado t € [0,1] y cada E € B(X), tenemos

(tv+ (1= ) (T7H(A)) = tv(T7H(A)) + (1 = Hu(T~H(A))
=tv(A)+ (1 —t)u(A)
=(tv+ (1 —-t)u)(A).
Luego tv + (1 — t)u € Mr. Por tanto, M es convexo.

(¢) Supongamos que y € M7y u no es ergodica. Entonces, existe E € B(X) con
T~Y(E) = Ey0 < u(E) < 1. Dado B € B(X), definamos las medidas 11 y y» por

(o) = HEOE) gy 080X\ E)
Observamos que,
115y = HTBINE)_ W20 )
_ MTYBNE)) _ u(BNE)
H(E) H(E)
= p1(B)

Luego y; € Mr. De la misma forma yp € Mrt. Ademds, sabemos que p1 # Uz

pues y1(E) =1y pp(E) = 0. Para todo B € B(X) podemos escribir,

#(B) = u(E)p1(B) + (1 — u(E))pa(B).

Esto es, u es una combinacién convexa no trivial de elementos de M. Por

tanto, y es punto extremo de M. Reciprocamente, supongamos que y € Mr
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es ergddicay u = pu1 + (1 — p)pa, donde uy, pa € Mry0 < p < 1. Mostremos
p1 = pp. Si u(A) = 0, entonces p1(A) = 0 para A € B(X), luego u; < u. Por

tanto, por el Teorema de Radon—Nikodym (1.9), la derivada de Radon-Nikodym

;;} existe y ademds pq1(A) = [, dﬂl dy, para todo A € B(X), donde E;—P;} > 0. A

partir del enunciado del Teorema de Radon-Nikodym, tenemos y; = y, si y sélo

duyp

si, Em

= 1 para p-casi siempre. Demostraremos que este es realmente el caso al

an <1ed”1 > 1 tienen pu-

mostrar que los conjuntos donde, respectivamente, Em

medida cero. Definamos el conjunto E = {x € X : %( x) < 1} el cual es medible.

Luego desde que y; € Mr, tenemos

d]/ll dyl d}ll
Ey= [ 4= Lan+ | d 3.8
m(E) = [ i P Jerrae dn T Je e dn (3.8)
esigual a
_ d"l/ll d]/ll d‘ul
T-Y(E)) = / d / d / di (39
O E)= iy e ™ Sy an T e aw

comparando los sumandos de (3.8) y (3.9), obtenemos

/ d]/ll _ / dyl
E\T-1 E)\E dpt

m(ENTY(E)) = ua (T~ (E) \ E). (3.10)

Sabemos que L <1enE\T YE),y dL len T~Y(E) \ E. Observamos

en otras palabras

u(T"Y(E)\E) = u(T"Y(E)) — u(T"'(E) N E)
= u(E) —u(T"Y(E)NE)
— W(E\T\(E)).

Afirmamos que u(E\ T~'(E)) = 0. De hecho, supongamos que u(E\ T~'(E)) #

0. Tenemos

-1 _ dyq _ —1
mENTHE) = [ Sk [ Tde=p(ENTTE)) @)

-1 _ % _ -1
W ENE = [ s [ Sldn= (T (E)\E). (2
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De las ecuaciones (3.11) y (3.12), tenemos y1(E\ T"Y(E)) < u1(T~Y(E)\ E) lo
cual contradice (3.10). Por tanto, u(E\ T~ 1(E)) = u(T~'(E) \ E) = 0. Asf,

w(THE)AE) = w(T-Y(E)\E) + u(E\T(E)) =0

lo que significa T~!(E) = E p-casi siempre. Como y es ergédica entonces para el
conjunto T-invariante E, tenemos y(E) = 0 6 u(E) = 1. Podemos descartar que
#(E) =1 pues si fuese verdad, tenemos
1=u1(X)=/ %du</1du=#(><)=1
x du X

que es una contradiccién. Por tanto, u(E) = 0. Definamos el conjunto F = {x €
X : 17111_1;1 > 1}, repitiendo el mismo argumento, obtenemos que u(F) = 0. Asi,
tenemos

w({rexs D=1 ) = nOe\ (BUR) = u(X) = ()~ p(F) =1

esto es dm 1 para u-casi siempre, que es equivalente a u = Sabemos que
dn p H pre, q q H H1- q

i = pu1 + (1 — p)uz de donde 4 = py = pp. Por lo tanto, p es punto extremo de
M.

(d) Por el Teorema de Descomposicién de Lebesgue (1.10), existen tinicas medi-
das de probabilidad 1, 42 y un tnico p € [0,1] tales que y = pus + (1 — p)uz
donde y; < vy pp es mutuamente singular a v. Desde que u € M1y T, es una

transformacion afin, tenemos

p=Tip=Ti(pp1+ (1 —p)p2) = pTepi1 + (1 — p) Tipio.

Ademas, es claro que Tip < Tyv = vy Ty es mutuamente singular a Tyv = v.
Por la unicidad de la descomposicion, p1, o € Mt.Como u es ergddica, entonces
por el item (c), u es un punto extremo de Mr. Luegop =06p =1.Sip =1,
entonces y = yu; y p < v, luego podemos argumentar con Z—fj como en (c),
entonces tenemos y = v, lo que es una contradiccién. Si p = 0, entonces y = p».

Por lo tanto, u es mutuamente singular a v. o

Observacién. De lo hecho en la Seccién 1.3 del Capitulo 1, concluimos que el

espacio M es un espacio de Baire.
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Visto que sobre X consideramos la dindmica dada por cierta aplicacién
continua T : X — X y dado que B es generado por los conjuntos abiertos, T
es medible con respecto a 3, de esta forma damos un ejemplo que se ajusta a lo

dicho anteriormente.

Ejemplo 3.1. El mapa del gato de Arnold. Sea T> = R?/Z? el toro bidimensional.
El mapa T : T? — T2 definido por

21
T(x,y) = (2x + y(mod 1), x + y(mod 1)) = " (mod 22)
11 y

es llamado el mapa del gato de Arnold. Este mapa estd definido en el toro

bidimensional por la aplicacién A = (2 1), entonces T puede ser expresada como

T (82711'3(, eZm'y) _ (82ni(2x+y)’62ni(x+y)> _

La métrica en el toro T? es la distancia Euclidiana en arcos, es claro que T es
invertible y también continua, pues es una transformacién lineal. Como vale lo

mismo para T~ !, entonces T es un homeomorfismo.

3.3. Recurrencia y Teoremas Ergodicos

Uno de los enunciados mds generales de la teoria ergddica es el teorema de
recurrencia de Poincaré. Fue formulado y discutido por H. Poincaré en 1890 y es
uno de los primeros resultados que utiliza un enfoque teérico de la medida en el

estudio de sistemas dindmicos.

Teorema 3.13 (Teorema de Recurrencia de Poincaré). Sea T : X — X una
transformacion que preserva medida definida en un espacio de probabilidad (X, B, ).
Sea B € B tal que u(B) > 0. Entonces casi todos los puntos de B retornan para B
infinitas veces bajo iteraciones positivas de T, es decir, la 6rbita {T"(x) },>1 retorna a B

infinitas veces.

Demostracién. Definamos E como el subconjunto de B formado por todos los

elementos cuyas 6rbitas vuelven infinitas veces a B, esto es

E ={x € B:T"(x) € B para infinitos n > 1}.
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Mostremos que y(B \ E) = 0. En efecto, definamos el nuevo conjunto
F={xe€B:T"(x) ¢ Bparatodon > 1},

entonces B\ E = Uy o(T¥(F) N B). Asi, tenemos la siguiente estimativa

W(B\E) = (f] (T(F) nB)) <u (G T"‘(P)) < Ii W(TH(F)).

k=0 k=0

Como T preserva medida tenemos 1(F) = (T ¥(F)) para todo k > 1, entonces
s6lo necesitamos probar que y(F) = 0. Supongamos que para n > m tenemos
T~-™(F)NT ™(F) # @. En efecto, dadoy € T~™(F) N T "(F), lo que implica
T"(y) € Fy T"(y) = T""™(T™(y)) € F C B, esto contradice la definicion
de F. Asi, T"™(F)NT~"(F) = @. Supongamos que y(F) > 0, como la familia
{T=*(F) }s>0 es disjunta, tenemos

1=p(X) > p <U T"‘(F)> =) w(TH(E) =} pu(F) =co.
k=0 k=0
Desde que los términos de la suma tienen valor constante u(F), lo que es una

contradiccion. Por tanto, u(F) = 0. O

Lo siguiente es un resultado muy importante en la Teoria Ergédica que fue

demostrado inicialmente por George David Birkhoff en 1931.

Teorema 3.14 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sea (X, B, u) un espacio de probabili-
dady T : X — X una transformacion que preserva la medida y. Entonces para cualquier

funcién integrable f : X — R, el limite

n—1 )
F(x) = lim = Y F(Ti(x)),

n—oo 11 i—0
existe para yu-casi todo punto x € X. Ademds, f* es una funcién integrable con
[Fau=[fduy for=r"
Demostracion. Ver Teorema (3.2.6) en el Capitulo 3 de [14], pp. 72-74. o

El siguiente resultado es una generalizacién del Teorema de Birkhoff.
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Teorema 3.15. Sea X un espacio métrico compacto y T : X — X una aplicacion

continua. Entonces existe un conjunto medible B C X con u(B) = 1 tal que

n—oo n

frx )—hm—ZfT’ ),
j=0
para todo x € By toda funcion continua f : X — R.
Demostracién. Ver Teorema 3.2.6 en el Capitulo 3 de [14], pp. 72-74. O

Observacion. El limite f*(x) = limy o0 = Z?:_()l (T'(x)) dado en el Teorema de

Birkhoff (3.14) es llamado promedio temporal de f.

Definicién 3.3. Sea una transformacién medible T : X — X, dado un conjunto

medible B € X con u(B) > 0y x € X, definamos
1 . ‘
Tu(x, B) :E#{nggn—l:Tl( )€ B} == ZXB (T (x
Denominamos como tiempo promedio de visita de la érbita de x a B al limite

7(x,B) = lim 1,(x, B).

n—00

Como el tiempo promedio de visita es definido como un limite, es natural
preguntarnos si tal limite existe o no. Vemos claramente que ese limite existe para
p-casi todo punto x € X, para toda probabilidad y. Basta aplicar el Teorema de
Birkhoff (3.14) para una funcién medible x 5. Ademas,

[ xBydp = [ xsdu y 7(xB) = T(f(x), B).

Podemos usar el Teorema Ergédico de Birkhoff para estudiar la frecuencia con
la que aparece un digito dado en la expansién de ntimeros reales en fracciones

continuas.

Ejemplo 3.2. Para Lebesgue - casi todo x € [0,1], la frecuencia con la que

aparece el nimero natural k, en la expansién en fracciones continuas de x es

oe2 g2 log <(IE]:2§> En efecto, denotemos por A a la medida de Lebesgue. Sea

X = [0,1] y B el o-4lgebra de Borel en el intervalo, definimos el mapa de Gauss
T:X — Xpor
1mod 1 ,si x#0
T(x)=4( X
0 ,si x=0.
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=
L=
L] [
(] =

[y

Figura 3.1: El grafico del mapa de Gauss.

El mapa de Gauss no preserva la medida de Lebesgue, pero si la medida de

Gauss y definida por
1 1
~log2/l1+x

u(B)

Asi, el mapa T es ergddico con respecto a y. Las medidas A y u son equivalentes,

es decir, poseen los mismo conjuntos de medida cero. Entonces A-casi todo y -
casi todo x € [0,1] es un namero irracional y tiene una infinita expansién en

fracciones continuas, o sea,

Xo +
1

X+ ———
1 xZ+

Por lo tanto, vemos que T(x) tiene una expansion en fracciones continuas, dada

por

T(x) =
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de modo que

1 1
R ——
X2+ X34 -
Por lo tanto, xy = |1/T(x)|, donde |x| denota la parte entera de x. Més
generalmente x, = |1/T"(x)]. Fijamos k € N, notamos que x tiene una

expansion en fracciones continuas. que comienza con el digito k (esto es, xg = k),

precisamente cuando k = |1/x]. Es decir, xy = k precisamente cuando

1 1 1 1 1
< = — - — .
k_x<k+1<:>k+1<x k@xe(k-i—l’k}

Similarmente, considerando x,, = k, tenemos T"(x) € <ﬁ, H . Por lo tanto, para

p-casi todo x € [0,1] y sabiendo que T es ergddico, tenemos

n—oo N1 n—oo 1

lim #{0<]<n—1 xj =k} = lim 1#{0<]<n—1 T/ (x) € (——}}
:152‘0;2?(% (x))
~Srne=r ()

1 1
log2 log <1+k) —log (1+—k—|—1)]

1
= Tog2 _log (k+1)* —log(k + Z)k}

- 1oz [ (s 73|

Como yu y A tienen los mismos conjuntos de medida cero, esto es valido para

»\»—-

W\»—l

Lebesgue en casi todos los puntos.



CAPITULO 4

Propiedades Genéricas de Medidas

Invariantes

En este capitulo, detallaremos las pruebas de los resultados obtenidos por Karl
Sigmund en [11], esto es, daremos detalles de la demostracion del Teorema (0.2),
que da una caracterizacion del espacio de medidas invariantes para difeomorfis-
mos Axioma A, donde se destacan algunos subconjuntos que, desde un punto
de vista topolégico, son grandes en este espacio. Para una mejor comprension de
la prueba, separamos el Teorema (0.2) en seis pequefios teoremas. Cabe destacar
que no existen ejemplos explicitos de medidas que satisfacen el Teorema (0.2), es
por ello que si se descubre uno de estos, puede ser considerado una tesis doctoral
o un articulo importante.

En el capitulo anterior, se vio algunas propiedades del conjunto de las
medidas de probabilidad en un espacio métrico compacto. Dentro de estas
propiedades destacamos algunos subconjuntos que estdn asociados a la dindmica
del espacio, el espacio de las medidas de probabilidad, medidas ergodicas,
etc. Luego, considerando el caso especifico de aplicaciones que satisfacen la
propiedad de especificacién, se estudiara la distribucién de un punto de vista

topoldgico de ciertos subconjuntos de M.

65
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4.1. Medidas Invariantes

En esta seccién, describiremos el conjunto de medidas que serdn estudiadas a
lo largo del presente capitulo. Sea (X, d) un espacio métrico compacto provisto
de la o-dlgebra B(X) = B y denotaremos por M al espacio de medidas de
probabilidad definidas en el espacio medible (X, B). Para ello, recordemos la

definicion de medida invariante.

Definicién 4.1. Sea T : X — X una funcién medible, una medida y € M es
llamada T-invariante (o equivalentemente T es una transformacién que preserva
la medida u), si #(T~'(B)) = u(B) para todo B € B. Denotaremos por Mr al

conjunto de medidas de probabilidad T-invariantes.

Ejemplo 4.1 (Transformacion Diddica). Sea el circulo X = R/Z, la o-algebra de
Borel B y u denota la medida de Lebesgue. Definamos la transformacién diadica
por T(x) = 2x (mdd 1), entonces u es T-invariante. En efecto, denotamos por A

al algebra de uniones finitas de intervalos. Dado un intervalo [4, b] tenemos

HE RS

T 1([a,b]) = {x ER/Z: T(x) € [a,b]} = {5,5 T

como vemos en la siguiente figura.

a+1 b+1

2 2

NI
NS

Figura 4.1: La preimagen de un intervalo bajo la transformacién diddica.
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Asi,
e - (13 [557)
b a b+1 a+1
2 20 2 5
=b—a=pu([a,b)).

Es decir, u(T~'([a,b])) = wu([a,b]), para cada [a,b] € A. Como A genera el
o-dlgebra de Borel, entonces por la unicidad del Teorema de Extension (1.3),

tenemos que la medida de Lebesgue u es T-invariante.

A continuacion, daremos la definiciéon de las medidas a ser estudiadas en la

siguiente seccion.

Definicién 4.2. Sea la transformacién medible T : X — X en el espacio (X, B).
Dado x € X un punto periédico para T de periodo p, la medida soportada en Ia
orbita de x estd definida por

17

X — 5i_xl
H p & Ti(x)

donde Jri(, es el delta de Dirac en el punto T'(x). Denotaremos al conjunto de

estas medidas como M.

Proposicion 4.1. La medida y, soportada en la 6rbita del punto periddico x, de periodo

p, es T-invariante.

Demostracion. Sea el conjunto medible B € B. Podemos escribir

1 p—1 1 .
= L on(B) = #H0<i<p-1:T() € B},
=0

Hx(B) = EZ

para cada B € B. Entonces
pe(T7(B) = JHO<i < p-1:T(x) € T (B))
= %#{ogig p—1:T"(x) € B}

_ %#{1 <i<p:Ti(x)eB).
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Como T?(x) = x, tenemos

%#{1§i§p:Ti(x)GB}:%#{lgigp—lzTi(x)eB}

— 12(B) = i?‘)ém)(B)

P
= Vx(B)'

Por lo tanto, uy(T~1(B)) = ux(B), para todo B € B, esto es, jix es T-

invariante. |

Observacion. Siguiendo la notacién de anterior y a partir de la Proposicion dada

anteriormente, tenemos M, C Mr.

Definicién 4.3. Sea una medida y € M. Decimos que y es una medida no atémica,
si u({x}) = 0 para todo x € X. Denotaremos por M, al conjunto de medidas no

atémicas.

Observacion. Decimos que x € X es un dtomo para y, si u({x}) > 0. Entonces
una medida no atémica es una medida sin 4&tomos. Un ejemplo de este tipo de

medidas es la medida de Lebesgue. También observamos que M, C Mr.

Definicién 4.4. Dado u € M. Decimos que y es una medida abierta, si para todo
conjunto abierto A C X, tenemos y(A) > 0. Al conjunto de todas las medidas

abiertas la denotamos por Mp.

Observacién. A partir de la definicién anterior, observamos que, una medida
abierta se comporta bien con la topologia del espacio, pues desde un punto
de vista topolégico los conjuntos mds relevantes son los abiertos. Ademds,

claramente Mp C Mr.

Definicién 4.5. Sea (X, 3, ) el espacio de probabilidad y T : X — X una
transformacién que preserva medida. Decimos que p es una medida ergddica (o
que T es una transformacién ergodica con respecto a y), si siempre que B € B
satisface T~1(B) = B, entonces p(B) = 0 6 u(B) = 1. Denotaremos por M, al

conjunto de todas las medidas ergodicas.
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Proposicion 4.2. Sea iy la medida soportada en la 6rbita de un punto periddico x, de

periodo p. Entonces iy es ergodico.

Demostracién. Dado B € B tal que T~!(B) = B, luego T%¥(B) = B, para todo
k € N. Asi,

17
ux(B) = — (STi(x)(B)
p i=0
L pil(s T~/(B
ok +(T7(B))
i
e dx(B)
= S(p5u(B)) = 6:(5)

Tenemos dos casos: Si x € B, entonces 0,(B) = 1, luego ux(B) = 1.Six ¢ B
tenemos que dx(B) = 0, luego py(B) = 0. Por lo tanto, para cualquier B € B,

tenemos que yix(B) = 06 px(B) = 1, lo que significa que i, es ergddico. O
Observacién. A partir de la proposicion anterior, tenemos M, C M, C Mr.

Definicién 4.6. Sea T : X — X la transformacién que preserva medida del
espacio de probabilidad (X, 5B, u). Decimos que la medida u es fuertemente
mezclante (o que la transformacién T es fuertemente mezclante), si para todo par
de conjuntos A, B € B tenemos

lim p(T™"(A) N B) = pu(A)u(B).

n—00
El conjunto de todas las medidas fuertemente mezclantes es denotado por M.
Observacién. Las medidas fuertemente mezclantes son ergddicas, pues dado A €

B con T"1(A) = A, entonces T""(A) = A para todo n € N. Asi, aplicando la

definicién anterior a los conjuntos A y A€, tenemos

p(AU(AT) = lim p(T™"(A) N AY)

n—oo

=u(ANA9)=0

Luego u(A) =06 u(A°) = 0. Observamos Mg C M, C Mr.
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Definicién 4.7. Sea T : X — X una transformacién que preserva medida en
el espacio de probabilidad (X, B, i), entonces h,(T) = supp hy, (P, T), donde el
supremo es tomado sobre todas las particiones con entropia finita, es llamado
la entropia métrica de T. Denotamos por M, al conjunto de medidas tales que

I, (T) = 0.

Proposicién 4.3. Sea y, una medida soportada en la érbita de un punto periddico x, de

periodo p. Entonces la entropia métrica asociada a i es igual a cero, es decir, hy,, (T) = 0.

Demostracién. Sea P cualquier particion medible finita de X. Notemos que la
medida invariante y, soportada en una 6rbita periédica sélo toma un ntiimero

finito de valores, consecuentemente la entropia
n—1
Hy, (\/ T—k<7>>>
k=0
también solo toma un ntimero finito de valores, luego

n—1
hy,(P,T) = lim 1ny (\/ T"‘(P)) =0.
k=0

n—oo 1

Por lo tanto,

hy (T) = suph, (P, T) = 0.
P

Observacién. De la proposicion anterior, tenemos que M, C M, C Mr.

4,2. Caracterizacion de Medidas Invariantes

En esta seccidn, se va a detallar la demostraciéon del Teorema 0.2, donde dare-
mos una caracterizacién topolégica del conjunto de medidas T-invariantes M.
Para una mejor comprension vamos a dividir este resultado en seis pequefios teo-
remas. Las demostraciones de los mismos pueden ser vistas en [11]. Destacamos
que no existen ejemplos de medidas invariantes que satisfacen el Teorema 0.2,
este resultado s6lo garantiza la existencia de estas medidas, mas no da una forma
de construir los ejemplos. También podemos mencionar que si estos ejemplos son

encontrados, estas pueden llegar a ser una tesis doctoral o un articulo relevante.
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En lo que sigue del texto, consideramos X como una variedad compacta sin
fronteray T : X — X un difeomorfismo Axioma A y C-denso, tal que satisface la
propiedad de especificacion. Sean los subconjuntos M, M, Mp, M, Ms, M,

del espacio de medidas de probabilidad T-invariantes definidos anteriormente.
Teorema 4.4. M, es denso en M.

El siguiente lema nos permitird mostrar el Teorema (4.4) y también otros re-
sultados dados en esta seccién. El Lema muestra que para cualquier vecindad
en M, siempre podemos encontrar un punto periédico cuya medida correspon-
diente pertenece a esta vecindad. Ademas, el Lema nos dice que este punto puede
ser escogido en cualquier vecindad del espacio X y de periodo tan grande como
queramos. Tenemos la libertad de escoger este punto tal que su 6rbita se aproxi-
me a una Orbita fijada en X durante una cantidad finita y arbitraria de iteraciones.

La prueba de este Lema esta inspirada en lo expuesto por Oxtoby en [8].

Lema 4.5. Supongamos que T es C-denso. Sea V una vecindad de y € Mrt. Dados
p > 0y un entero positivo Ny. Entonces existe un entero N > 0 tal que para todo
y € Xy todos los enteros p > N, existe un punto x € X de periodo p tal que yuy € V'y
d(Tk(x), T*(y)) < p para 0 < k < Np.

Demostracion. Denotamos por V = V), (fi,..., fr,€) cone >0y fi,..., fr € C(X).
Definamos

K=
max | fill

Desde que X es compacto, entonces toda funcién continua es uniformemente
continua. Es decir las funciones f; : X — R paral = 1,...,r es uniformemente
continua. Luego dado & > 0, existe 6 > 0 tal que dados y1,y2 € X ed(y1,12) <0
implica
fily) = filya) < 5, @)

paracadal =1,...,r. Tomemos é < p.

Como X es un espacio métrico compacto y T : X — X es una aplicacién
medible, entonces por el Teorema Ergoédico de Birkhoff generalizado (3.15), existe
un conjunto medible Q C X con u(Q) = 1 tal que

fir(x) = lim — Z fi (TZ )

N—oo N
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existe, paracadax € Qytodo!/ =1,...,r. Ademés,

S fidu= [ @2)

Sea Qy, ..., Qs una particiéon de Q en conjuntos de Borel no vacios tal que f/' |Qj

tiene oscilacién menor que £, o sea,

sup {Ifi'(x) ~ ff ()| s 2y € Q1) < 4,

paracadal=1,...,ryj=1,...,s. Sea xj € Qi usando (4.2), tenemos

' [ S di— w3
Q j=1

= | [ A= L (@) )
L

— /fzd}l—/g‘{fl*(xj)XQj dy‘

<f

Usando la definicién de limite en (4.2), para nuestro € > 0, existe N; € N tal que

&

fi= Xsifz* (xj)XQj
=

paratodo N > Nj,cadal <[/ <ry1l <j<s, tenemos

1 N-1

N & fi(TH (%)) — £ (%))

< Z. (4.4)

Sea N, > 1 de tal manera que podemos escribir cada m > N, de la forma

m= ?:1 mj, tal que para todo 1 < j <'s, obtenemos
m; €
- N < —— 4

Podemos interpretar esta ultima afirmacién de la siguiente manera:

mo m3
mq My

O o ms m

m; & p(Qj)m
Figura 4.2: Division del entero m en partes proporcionales.

Finalmente, fijamos N3 > 1 con N3 > mdx{Nj, Ny} tal que para cada m > Nj,

tenemos
Ny +2M(8) + mM(6) + N3 €
No+ M(6) + mM(6) + mNs ~ 12K

(4.6)
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donde M(6) es dado por el Teorema de Especificaciéon de Bowen.

Afirmamos que N = Ny + N3(N3 + M(8)) + Np + M(9) satisface las condicio-
nes de este Lema. En efecto, dado p > N podemos escribir p = m(N3 + M(J)) +
No+ M(5) +q,dondem > M3y 0 < g < N3+ M(J). Observamos

p —mN3 = mM(6) + No + M(6) +q < No +2M(5) + mM(5) + N3
mM(6) + No + M(6) + ¢ Ny + 2M(8) + mM(6) + N3
mM(5) + No + M(6) + mN3 ~ mM(5) + No+ M(6) + mN3
p—mN3 N0+2M(5)+mM(5)+N3
mM(§)+N0+M(5)+mN3+q mM (&) + Ny + M(6) + mNj3
p—mN3 N0+2M((5)+711M((5)+N3
p mM(5) + No + M(J) + mN3’

=

Usando (4.6),

p — mNj - No +2M(5) + mM(d) + N3 €

p mM(8) + Ng + M(8) + mN3 ~ 12K’ (47)

Ahora, construiremos una especificaciéon (v, P) como sigue: sea
11 1 1272 2
y = {10,11,12,...,Iml,Il,Iz,...,Imz,...,If,. . 1;}

donde Iy = {0,1,...,No — 1} y los I]]; son las cadenas de longitud N3 en el lugar

No+ M(6) + (N3 + M(9)) (JZl m; + (k — 1)) .
i=0

Asi, v es M(6)-alejada con una longitud dada por L(y) = Ny + m(N3 + M(9)).
Sea P una aplicaciéon que envia los elementos de Iy sobre y, T(y),..., TNo=1(y) y
los elementos de I£ sobre x;, T(xj), ..., TNs—1 (x]-), en ese orden.

Sabemos que p > L(y) + M(J), entonces por el Teorema de Especificacion
(2.4), existe un punto perioédico x de periodo p tal que x € U(v,J, P). Ademas,
para cada 0 < k < Np, tenemos d(T¥(x), T"(y)) < & < p. Por tanto, solo

necesitamos probar que yy € V. En efecto, sea f € {f1,..., fr}, entonces

1
[ fiwe= T AT)) @9)
i=0

Escribimos [ = UL U---UIL, UBURBU---UIZ U---ULU---UI; . Este

conjunto tiene mNj elementos, todos contenidos en el conjunto {0,1,...,p — 1}.
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Como ||f|| < K, usando (4.7),

1k 1 ;
~ > f( __Zf (T'(x )3 f(T'(x))
[ Picl r ie{01,p—1N\I

1

<— ) Al

Picfot, p—10\I
_p—mNs mN3

A1
€
< — 49
<< (49)
Por la misma razén tenemos que
LLAT) = e AT < |5 = e el
Pict - mN; icl p
mN3
===
€
< —. 4.10
< (4.10)

Sabiendo que i es el n-ésimo elemento de I, entonces d(T#(x), T"~ (xj)) < é pues
x € U(y,P,6). De la desigualdad (4.1), tenemos |f(T'(x)) — f(T" " !(x))| < &,

luego

1 Ngfl 1 N3 . &

N AT Y AT < o 2 AT < S,

zeﬂ = N =0 :
paracadaj =1,...,sytodok = 1,.. .,mj. Como N3 > Ny, de la desigualdad

(4.4) y la inecuacién anterior, entonces

ZfTZ *(])S—Zf ——Zlex]

1611 ZEI] 161]

+ _ZfTZ x] —f" (xj)

zelj

<€+ _8
4 4 2
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Luego,
i Smj*,_ism’Nﬂ i e
mNSEZIf (T( ]g ) = | 3];“(:21 go f(T'(x)) Jg f(x))
1S & (1N
lyy (L f(Tl(x))—f*(x])>‘
m]zlk:l 3 i=0

1 & e €
<E,-;m]§_§' (4.11)
Por (4.5), obtenemos
S m:
Z E]f*(x]) Z (Q])f (x] Q])
J=1 J=
3
< = —. .
=Ko T 12 (412)

Asi, combinando las desigualdades (4.8), (4.9), (4.10), (4.11), (4.12) y (4.3), obtene-

mos

‘/fd,‘l/lx /fdy’<—+—+2+ﬁ+zz
paratodo f € {f1,..., fr}. Por lo tanto, yy € V y el Lema esta mostrado. o

El Lema (4.5), como se vera en los siguientes teoremas a ser mostrados, nos
permitird expresar el conjunto de medidas no atémicas y el conjunto de medidas
que son positivas en todo conjunto abierto de X, como el complemento de una
unién contable de cerrados con interior vacio, es decir, el complemento de un

conjunto de primera categoria.
Teorema 4.6. M, es residual en M.

Demostracién. Denotamos por M, al conjunto de medidas no atémicas. Sabemos
que una medida y es atémica, si y ({x}) > 0, para algin x € X, en otras palabras,
existe T > 0 tal que p ({x}) > T para algin x € X. Definamos el conjunto de estas

medidas por
C(t) ={p e Mr:u({x}) > tparaalgun x € X}.

Mostremos lo siguiente
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Primer paso: C(T) es cerrado. Sea p € C(T), entonces existe {4, } nen una sucesion
de medidas en C(7) tal que p, converge para una medida y € M enla topologia
débil-*. Como y, € C(t) para cada n € N, entonces dado n € N, existe x, € X
tal que un({xn}) > 7. Asi, tenemos la sucesion {x, },en en X, pero como X es
compacto existe una subsucesién convergente {x,, }rcN en X, o sea, existe xg € X
tal que

lilzn Xp, = X0

Dado r € N, sea Bi(xp) la bola cerrada de radio % y centro xp, entonces para

€= % > 0, existe N € N tal que para todon > N, tenemos que |x, — x| < ¢, esto
es,

Xn € By/y(x9),¥n > N.

Luego
T < pn({xn}) < pn(B1/4(x0)), V1 = N.

Asi, tenemos

lim sup p,(By/,(x0)) > T, paracadar € N.
n

Sabemos que p;, converge débilmente a u en la topologia débil-*, luego por el

Teorema (3.5), obtenemos

#(B1,,(x0)) > limsup pu(By1,,(x0)) > 7, paratodor € N.
n

Observamos Bi(xg) D Bisa(xg) D ... ¥y y(Bl(xo)> < 00, entonces por la

continuidad desde arriba para medidas (1.2), obtenemos

p({xo}) = p (ﬁ Bl/r(x0)>
r=1

= lim By (x0) > 7.

Asi, u({xp}) > T para xo € X. Luego, u € C(7).
Segundo paso: C(7) es denso en ninguna parte . Tenemos que mostrar que

(C(1))° = @, o sea, el conjunto

U{V C M7 :Vesabiertoy V C C(T)} = Q.



4.2. Caracterizacion de Medidas Invariantes 77

Supongamos por absurdo, que existe un conjunto abierto V C C(7). Luego por
el Lema (4.5), existe N € N tal que para cualquier p > N (escogemos p primo tal
que 1/p < 7), existe x € X de periodo p de modo que y, € V. Como p es primo
entonces p es el minimo periodo de x. Asi, cada punto de la 6rbita de x tiene una

medida yy iguala 1/p, esto es,

1"1

,ux({T] ) Z&T, ({Tf }) i=01,...,p—1

Como % <typx {Ti(x)}) = % ,paracadaj=0,1,...,p—1, tenemos py ¢ C(T),
lo que contradice el hecho que iy € V.

Asi, tenemos que el conjunto B = [J;2; C(1/r) es una unién de conjuntos
cerrados tal que cada C(1/r) es denso en ninguna parte, o sea, B es un conjunto
de primera categoria en Mrt. Luego el complemento de B es residual en Mr,
desde que Mt es un espacio métrico. El complemento de B es ni mds ni menos

el conjunto de medidas no atémicas M, mds precisamente

— (GC(l/r) ﬁ C(1/r))" = M,.

r=1

Asi, M,, es residual en M. O
Teorema 4.7. Mp es residual en M.

Demostracién. Denotamos por Mp C Mr al conjunto de medidas que son
positivas en todos los conjuntos abiertos en X. Entonces una medida v ¢ Mo,
si v(G) = 0 para algun abierto G C X. Luego denotamos al conjunto de estas

medidas por
D(G) = {v € Mt :v(G) = 0 para algtn abierto G C X}.

Primer paso: D(G) es cerrado. Sea v € D(G), entonces existe una sucesion
{vn},en de medidas en D(G) tal que v, converge a una medida v € M7 en

la topologia débil-*. Luego por el Teorema (3.5), dado el abierto G, tenemos
v(G) < lin}linfvn(G) =0=v(G)=0.

Por tanto, v € D(G).
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o

Segundo paso: D(G) es denso en ninguna parte. Mostremos que (D(G))° = @, es
decir,

U{UC Mr:Uesabiertoy U C (G)} = Q.

Supongamos por absurdo, que existe un conjunto abierto U C D(G).Seay € G,
luego como G es abierto, existe p > 0 tal que By(y) C G. Aplicando el Lema
(4.5) con Ny = 1, existe un entero N > 0 tal que para todo y € X y todo entero
p' > N, existe un punto x € X de periodo p’, de modo que px € Uy d(x,y) < p.
Asi, desde que By(y) C G, tenemos que x € G. Luego y(G) > 0. Por tanto,
iy ¢ D(G), lo que es una contradiccién con uy € V. Luego D(G) es denso en
ninguna parte.

Sea {G;}?>; una base contable de conjuntos abiertos del conjunto métrico
compacto X. Observamos que el conjunto C = U;o; D(G,) es de primera
categoria. Luego su complemento es un conjunto residual en M. Pero el
complemento no es otra cosa que Moy, el conjunto de medidas y € Mr que

son positivas en todos los conjuntos abiertos en X, en otras palabras,

(0] ¢ o0
Ct = (U D(Gr)> = () (D(G)))" = Mp.
r=1 r=1
Por tanto, Mp es un conjunto residual en M. o

El siguiente teorema muestra que las medidas ergédicas para un sistema con

especificacion son abundantes.
Teorema 4.8. M, es residual en M.

Demostracién. Sabemos que las medidas del conjunto M, son ergddicos, por el
Teorema (4.4), tenemos que el conjunto M es denso en M, o sea, ﬂp = Mr.
Sabemos que las medidas soportadas en la 6rbita de un punto periédico son
ergddicas, es decir, M, C M,, entonces M, es denso en M. De hecho, como
M, C Mty Mr es un espacio métrico compacto, por consecuencia cerrado,

tenemos

M, C Mr = Mr.

Reciprocamente, tenemos Mt C ﬂp C M., entonces M, es denso en Mr.

Por la Proposiciéon (2.5) del Capitulo II de [7], tenemos, M, es el conjunto de
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puntos extremales del espacio métrico compacto convexo M. Asi, M, debe ser
un conjunto Gg, 0 sea, es una interseccién contable de abiertos, como puede ser

visto en [8]. Por lo tanto, M, es residual. O
Teorema 4.9. M es de primera categoria en M.

Demostracion. Este Teorema a sido demostrado por Parthasarathy [9] para el
caso de automorfismos shift de Bernoulli. La demostracién sigue siendo valida
siempre que X sea un espacio métrico compacto y M, sea denso en M,. Por

tanto el Teorema (4.4) implica el Teorema (4.9). O

El siguiente Lema, nos permitird mostrar que M, contiene un conjunto

residual en M.

Lema 4.10. Sea A # X un conjunto cerrado en X tal que T(A) C A6 T-1(A) C A.
Entonces existe un conjunto residual M’ en M tal que M’ N M es denso en Mty

u(A) = 0, se cumple para todo u € M.

Demostracién. Denotamos el conjunto cerrado B como

B=[()T"(A) 6 B= ()T "(A)

n=>0 n>0

segtin tengamos el caso usaremos T(A) C A 6 T"!(A) C Ay tendremos que B

es invariante bajo T. Definamos el conjunto
Mg = {5 € Mr: u(B) =1}

el cual es un conjunto cerrado en M. De hecho, dado v € M, entonces existe
una sucesion {u, }nen en Mp tal que y, converge a v € Mr en la topologia

débil-*. Luego usando el Teorema (3.5), tenemos
v(B) > limsup p,(B) =1
n
= v(B) > 1.

Entonces v € Mp. Por otro lado, para toda medida invariante,

neM = M.N(Mp\ Mp).
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Tenemos i (B) < 1y como B es invariante, obtenemos y(B) = 0. Afirmamos que

#(A) = 0. En efecto, supongamos que T(A) C A, luego
CTYA) CT"YA)C---CT(A) C A.

Ademads, como u(A) < oo, entonces por la continuidad desde arriba para
medidas (1.2), tenemos
— (ﬂ T“(A)) — lim §(T"(4)) = 0.
n>0

Como yu es T-invariante, entonces p(A) = u(T"(A)) para todo n > 0, luego
u(A) = 0.Si T"1(A) C A, mediante un proceso analogo a lo anterior, tenemos
1(A) =0, lo que muestra la afirmacion.

Desde que M’ = M, N (Mg \ Mp), por el Teorema (4.8) vemos que M’ es un
conjunto Gy, y por el Lema (4.5), tenemos M’ N M, es denso en M. Por tanto,

M’ es un conjunto residual. o
Teorema 4.11. M, contiene un conjunto residual en Mr.

Demostracién. En [1] Rufus Bowen muestra que existe una particion de Markov
para el difeomorfismo Axioma A de Smale T : X — X. En otras palabras,
existe una clase ¢ = {Ei};_, de conjuntos cerrados en X, tal que se cumplen

las siguientes propiedades:
r
a) |JE =X
k=1

(b) Paratodo k # | tenemos que Ex N E; C 0Ex NJE, es decir, los elementos de ¢

coinciden solo en sus fronteras.

(c) Para cada sucesién bilateral {Ej };cz de elementos de ¢, tenemos que

N T_i(Eki) es como maximo un punto.

j=—00
(d) Dado cualquier indice k, podemos escribir cada dE; como la unién de dos

con]untos cerrados O°Ey y 8”Ek, esto es 0E; = 0°E; U 0"Ey, de tal forma que si

0°F = U O°Exy 0"€ = U 0" Ey, tenemos que
k=1 k=1

T(*€) C &°¢ y T 1(0"€) C 0"%.
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Entonces usando el Lema (4.10), existe un conjunto residual denotado por M’ en

M tal que M’ N M, es denso en M y para todo i € M’, tenemos
W(9°€) = u(0"¢) = 0.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que el conjunto M, N M’ es un conjunto Gy

denso en M’. Antes de eso, observamos que el conjunto
M’ ={u e Mg :u(A) =0,V A cerrado e invariante }

es cerrado. En efecto, dado un conjunto cerrado e invariante A y p € M/,
entonces existe una sucesion {ji, tnen en Mr tal que p, converge a p en la

topologia débil-*, entonces para A, tenemos
u(A) > limsup puy(A) =0
n
= u(A) > 0.

Luego u(A) =0(A = 0°¢ 6 A = 9"%¥), implica y € M'. Entonces M’ es cerrado.
A continuacién mostremos los siguientes pasos:

Primer paso: M, N M’ es denso en M’. Sabemos que las medidas invariantes
de probabilidad u, que son soportadas en una Orbita periédica son medidas
con respecto a la cual T tiene entropia cero, es decir, M, C M;. Por otro
lado M, N M’ es denso en M’, o sea, W = M. A partir de estas dos

afirmaciones, tenemos

My C M= MyNnM Cc MM

= M, A M C MM
= M c M,Nn M.

Reciprocamente, desde que M’ es cerrado, observamos

MMM = MM c M
= M, NM c M.

Por lo tanto, M, N M’ = M/, es decir, M, N M’ es denso en M’.
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Segundo paso: M, N M’ es un conjunto Gy en M'. Para cualquier p € Mry
toda particién y-medible ¢ de X, denotamos por h, (%), h,(¢,T) y h,(T), a la
entropia de ¢, la entropia de T con respecto a la particion ¢y la entropia métrica
de T, respectivamente.

Observamos que cada ¢ € M/, € es una particién pu-medible. En efecto,

Z <O Ek) = u(X) =
k=1

Para todo k # I, obtenemos
u(Ex N E;) < u(0ExNOE)

tenemos

< (3¢ U ")
= 11 (%) + pu(2“€) = 0.

Ademds, por la propiedad (c), tenemos que ¢ es un generador con respecto a

T (una particion « es llamada generador con respecto a T, si o(U2 _o, T 'a) = F,

donde F es el o-dlgebraen X y o(>_, T 'a) es lamenor o-algebra que contiene

i=—o0
todos los elementos de las particiones de la forma \/? T~ia para todo m,n € Z
con n < m). Luego por el Teorema de Kolmogorov-Sinai (2.7), una medida
i € M’ pertenece a el conjunto de medidas M, si y solamente si, h, (¢, T) = 0,

esto es,

11;£n2n+1 <\/ - >:0'

1=—n

Debido a que este limite siempre existe, podemos reemplazar lim por lim sup en

esta ecuacion, obteniendo

Mzﬂ/\/l’:{ye,/\/l’ 11msup2+ (\/Tl ) 0}

1=—n

N | =

0o n
:ﬂ{yeM’;limnsupz h]z(\/Tl ><

1=—n

}
|

N | =

:fj ﬁ G {ye./\/l’:ﬁhy (_\/ rl’(%)) <

Asi, dado € > 0, basta probar que el conjunto

e = {,’I«l e M :hy, (\”/ Ti(%)) Zs}
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es cerrado en M’ con la topologia débil-*. En efecto, dado u € .7, existe una
sucesion {uy, tmen € M’ tal que uy, converge a u € M’ en la topologia débil *,

luego para cada m € N, las medidas y,, cumplen

hy,, ( \n/ T"(%)) >¢,

i=—n

esto es,

— L Hm < N T_i(Ek,-)) log fim ( N T_i(Eki)> > €.
k_n,-kn

i=—n i=—n

n
i=—n

Como u € M/, tenemos los conjuntos de la forma N T~(Ex,) son conjuntos
p-continuos en el sentido de que las py-medidas de sus fronteras son cero. Como
im converge en la topologia débil-* a u, tenemos
n n
lim ( N T_i(Ekl-)> =y ( N T_i(Eki)> :

i=—n i=—n

luego

5 oA e A )

i=—n i=—n

o sea,
n
3 ( Y T—m) s
i=—n

Entonces y € <. Asi, < es cerrado en M’. De esta manera, observamos

(o] (o] (o] c

MM =N U (=),

r=1m=1n=m '
es decir, M, N M’ es un conjunto Gs en M’. Luego M, N M’ es un conjunto
residual en M’. Por tanto, M, N M’ es un conjunto residual en Mr7. Lo que

concluye la prueba. o

De esta manera, al demostrar los Teoremas (4.4), (4.6), (4.7), (4.8), (4.9), (4.11)
se prueba completamente el Teorema (0.2). Asi, tenemos una caracterizacién

topoldgica del espacio de medidas de probabilidad T-invariantes M.



Conclusiones

El Teorema (0.2) garantiza la existencia de un conjunto residual de medidas
de probabilidad T-invariantes por un difeomorfismo Axioma A, de modo
que, si 4 € Mr, entonces esta medida u es no atémica, positiva en todo

abierto en X, ergddica y posee entropia métrica igual a cero.

Al estudiar las demostraciones dadas por Karl Sigmund en [11], observa-
mos que la caracterizacién topoldgica que hizo del conjunto de medidas
invariantes, nos da la informacién de cuales de los subconjuntos de Mt

son mds grandes en este espacio.

A partir de los Teoremas (4.6), (4.7), (4.8), tenemos que los espacios My,
Mop y M, son subconjuntos grandes en M, en un sentido topolégico, en

otras palabras, estos subconjuntos son residuales en M.

El Lema (4.5) demuestra que para cualquier vecindad en Mrt, siempre
es posible encontrar un punto periédico cuya medida correspondiente

pertenece a esta vecindad.
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Recomendaciones

» Se podria investigar si el subconjunto de medidas ergédicas M., para el
homeomorfismo que posee la propiedad de especificaciéon, T : X — X, es
conexo por caminos en el espacio de medidas de probabilidad invariante

M.

= Dar ejemplos de subconjuntos de medidas invariantes que cumplen con los
teoremas mostrados en la Seccién (4.2), considerando que los ejemplos en
dindmica son dificiles de hallar y si son encontrados, estos son bastante

relevantes.

= Se recomienda dar un inicio al estudio de propiedades genéricas referente a

las propiedades dimensionales de las medidas.
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