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RESUMEN

En este trabajo de investigacion se estudia la existencia y unicidad de la solucién local de
la solucion del sistema asociado a temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt
del sistema definido sobre el intervalo (0, L); El objetivo de este trabajo es establecer condiciones
para garantizar la existencia y unicidad de la solucién local del sistema asociado a temperatura
y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt, por medio de la teoria de los semigrupos. El
estudio se realiza a partir de sistema de ecuaciones diferenciales (EDP). Primero analizamos la
existencia y luego la unicidad de la solucidén del sistema asociado a temperatura y porosidad en una
mezcla de tipo Kelvin - Voigt, del C - semigrupo {7'(?) },,- Se concluye que bajo las condiciones;
D(A) = H, Aes disipativo y 0 € p(A) se garantiza la existencia y unicidad de la solucién del
sistema asociado a campos de temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt.

Palabras clave: Materiales porosos, semigrupo, Kelvin - Voigt.



ABSTRACT

This research paper studies the existence and uniqueness of the local solution of the solution
of the system associated with temperature and porosity in a Kelvin-Voigt-type mixture of the system
defined on the interval (0, L); The objective of this work is to establish conditions to guarantee
the existence and uniqueness of the local solution of the system associated with temperature and
porosity in a Kelvin - Voigt type mixture, through the theory of semigroups. The study is carried
out from the system of differential equations (EDP). First we analyze the existence and then the
uniqueness of the solution of the system associated to temperature and porosity in a mixture of the
Kelvin - Voigt type, of the Cy - semigroup {7'(t)},.. It is concluded that under the conditions;
D(A) = H, Ais dissipative and 0 € p(.A) is guaranteed to exist and unique of the solution of the
system associated with fields of temperature and porosity in a mixture of the Kelvin - Voigt type.

Keywords: Porous materials, semigroup, Kelvin - Voigt
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R(A) =R\ A):

NOTACION

: Res el cuerpo real y C es el complejo

Es la norma en el espacio de Banach

: Conjuntos de operadores lineales del espacio X en Y
: Familia de operadores lineales acotados del espacio X en Y
: Espacio de operadores lineales y continuas en el espacio normado (X, ||.||)

: Conjunto resolvente del operador A

Familia de operadores lineales acotados

: Funciones de prueba

: Es el espacio de fase (Hilbert)

: Producto interno dada en ‘H

: Espacios LP de omega, 1 < p < o0
: Derivada distribucional de orden o
: Espacio de las distribuciones

: Espacios de Sébolev

: Gradiente de u

: Semigrupo de operadores lineales o (simplemente semigrupo)

IX



Uggt-

: ( Semigrupos de clase C )

: Describe los campos de porosidad en el espacio

: Describe los campos de porosidad en el tiempo

: Describe los campos de porosidad en el espacio

: Describe la interaccion entre la temperatura y los campos de porosidad en el espacio y tiempo
: Describe la interaccion de la temperatura

: Describe a los materiales porosos

: Describe a los materiales porosos

Describe la interaccién entre la temperatura y los campos de porosidad en el espacio y tiempo



INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudiard la interaccion entre la temperatura de campo y los
materiales porosos de Kelvin - Voigt. En la actualidad la teoria de las mezclas porosas ha sido
investigada por varios autores (Iesan and Nappa, 2008), (D. Iesan, 2002), (Martinez, 1995) y (Iesan
and Quintanilla, 2007) y se continua con su estudio pues tiene la atencion de los investigadores
que trabajan en las dreas, tales como: “ingenieria de perforacién de petréleo por métodos térmicos,

eliminacion de desechos nucleares y otras”.

Para abordar nuestro estudio sobre la existencia y unicidad de la solucidn local del sistema asociado
a una mezcla homogénea e isotrépica de materiales porosos de Kelvin - Voigt. Para el estudio del
trabajo es fundamental conocer los conceptos bésicos de andlisis funcional como: espacio normado,
espacios LP(£2), espacios de Séboleyv, teoria de distribuciones, ecuaciones diferenciales parciales,
teoria de semigrupos, teoremas de Hille - Yosida y Lummer - Phillips. Enfatizamos que la teoria
de semigrupos surge como una teoria alternativa al observar que los “métodos cldsicos” presentan
dificultades para resolver ecuaciones en derivadas parciales (EDP). A partir del sistema lineal
unidimensional establecida en (Iesan and Quintanilla, 2007), del paper investigado por los autores:
Margareth S. Alves, Jaime E. Mufioz Rivera, Mauricio Sepilveda y Octavio Vera. Consideremos el

siguiente sistema a estudiar.



Dado los campos u, w y 6 en ausencia de cargas corporales estan dadas por el sistema.

Py — Q11 Uy — A12Way — b1 Ut — b12Wasr + a(u — w) + oy (uy — wy)

—klem — 619 = 0, (CE,t) S (O,L) X (0, OO),

PoWi — A12Ugzy + A22Wyy — lewat - b22wm$t - a(u - w) — (ut - wt)

—kgexx — 520 = 0, (fﬂ,t) S (O,L) X (0, OO),

Oy — kOpp + k1Ugar + kowear + Bruy + Powy = 05 (z,t) € (0, L) x (0, 00). 0.1)
(Condiciones iniciales)

u(z,0) = ug, ug(z,t) = g, w(x,0) = wy, w(z,0) = wq,0(x,0) = b;

z e (0,L).
(Condiciones de frontera)

uw(0,t) = u(L,t) = 0,w(0,t) = w(L,t) =0,0(0,t) = 0(L,t) = 0;

t € (0,00).

El sistema (0.1) sera transformado mediante el cambio de variable a un “problema de Cauchy

abstracto de la forma™:

d

—U(t) =AU

dt 0.2)

U(0) = Uy, vt > 0.
donde A es un operador diferencial no acotado. Para el sistema (0.2) (Huang, 1985), fue uno de
los primeros en presentar las condiciones necesarias y suficientes para la existencia y unicidad
del semigrupo {7'(t)},., en el espacio de Hilbert. En este sentido, mencionamos las obras (Alves,
2009a), (Alves, 2009b) y (Quintanilla, 2005). En (Quintanilla, 2005), los autores investigan la

existencia - unicidad y el comportamiento asintético de soluciones del problema de Cauchy abstracta

para mezclas unidimensionales.



La siguiente tesis estd estructurada en 4 capitulos:
El Capitulo 1, presenta conceptos preliminares como: espacios L”; espacios de S6bolev, operadores
lineales: acotados y no acotados, definiciones basicas sobre la teoria de semigrupos, teoremas como:
Hille - Yosida, Lummer - Phillips y Lax - Milgram.
El capitulo 2, describe la metodologia de la tesis.
El capitulo 3, presenta las bases tedricas que describen la resolucion propiamente del problema
planteado, primeramente demostrando la existencia y luego la unicidad de la solucién del sistema
(0.1), “usando el método de la teorfa de Cy - semigrupos” para un {7'(t)},., asociada al modelo de
campos de temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt.

En el capitulo 4, se presentan las conclusiones y las recomendaciones.



CAPITULO I: MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

Para demostrar que el tema tiene relevancia en la investigacion se verifico los antecedentes

en los medios virtuales e impresos de la siguiente manera.

Antecedentes internacionales

Carlos Arrieta (2017) en su tesis: *“ Andlisis tedrico y experimental de la combustién de
mezclas C'H, - Syngas en un quemador de medio poroso inerte”. UA - COLOMBIA. En este trabajo
de tesis doctoral, el objetivo general es estudiar sobre los combustibles alternativos energéticos y
técnicas que consisten en estabilizar una llama de premezcla al interior y sobre la superficie de un
medio poroso inerte. Y concluye que para los dos modos de combustién (combustion estabilizada
en la superficie y combustion sumergida) evaluados se observé que los comportamientos sobre su
estabilidad, de lo cual resulta en un incremento en los niveles de temperatura en la superficie del

quemador.

Ignacio Zenteno (2016) en su tesis: “Generacién de entropia en un fluyjo MHD de un Nano-
fluido a través de un canal poroso”. UNICACH - MEXICO. En este trabajo de tesis de maestria, el
objetivo general es estudiar los efectos que tienen el deslizamiento en la interface fluido - pared y
las condiciones térmicas sobre la transferencia de calor. Y Concluye sobre las soluciones de las
ecuaciones de balance de momento y energia para la obtencion, de los campos de temperatura y

velocidad.



Antecedentes nacionales

Los antecedentes nacionales se encuentran segun las investigaciones.
Leonardo Aguilar (2017) en su tesis: “Estabilidad exponencial de componentes viscoso con meca-
nismo friccional”. UNMSM - PERU. En este trabajo de licenciatura, el objetivo general fue estudiar
que el operador disipativo es muy importante para la estabilidad exponencial. “ 'Y Concluye sobre
la presencia de diferentes mecanismos disipativos que actian sobre una viga o una barra, el orden

de las componentes es muy importante para la estabilidad exponencial”.

Rocio Rivera (2017) en su tesis: “Generalizacion de la ecuacion de la onda para n disipacio-
nes puntuales”. UNPRG - PERU. En este trabajo de licenciatura, el objetivo general es estudiar las
aplicaciones y mecanismos disipativos puntuales para mejorar la estabilidad. “ Y Concluye que
los puntos disipativos puntuales, producen la estabilidad fuerte, si agregamos n disipaciones, lo

importante es la posicion de dichos puntos, més no la cantidad”.

Milton A. Aycho (2013) en su tesis: “pre - semigrupos de operadores lineales: problema de
Cauchy abstracto”. UNMSM - PERU. En este trabajo de licenciatura, el objetivo general es estudiar
el control exponencial empleando el concepto de conjunto resolvente de un operador. “ Y Concluye
que las propiedades asociadas al control exponencial es un resultado de la convergencia de una

sucesion de pre - semigrupos”.

1.2. Conceptos preliminares

En este primer capitulo desarrollaremos conceptos, propiedades y teoremas importantes

del analisis funcional.

Definicion 1.2.1. Sea un conjunto E # ) se llama espacio vectorial respecto al cuerpo K en la que

estdn definidas dos aplicaciones, suma y multiplicacion por un escalar

+:EXE—=FE



(respecto a la suma) y

o . KxFEF—FE
(multiplicacion por escalar) esto
Vp,qrek
y para todo
a,feK

se verifica lo siguiente:

a)(p+q)+r=p+(qg+r);
)p+aq=q+p;
)

=

c) Existe un unico elemento 0 € E, tal que 0 + p = p;

d)Vpe E,3—pe E, tal que p+ (—p) = 0;

e) a(p+q) = ap+ By

f) (a+ B)p = ap + Bp;

9) (@B)p = a(Bp);

h) Lp =p.

Definicion 1.2.2. Sea E un espacio vectorial y M C E, diremos que M es un subespacio vectorial

de E, siy solo si, para cualesquiera p, g € M; para o, B € K se cumple lo siguiente ap+3q € M.
(Hoffman, 1979).

Definicion 1.2.3. Un espacio métrico es un par (X, d), X un conjunto arbitrario y d sobre X es una

aplicacion llamada distancia o métrica
d: X xX —>R

se verefica las siguientes propiedades:

a) d(m,n) > 0Vm,n € X,
b) d(m,n) =0, siy sblo si, m = n;
c)d(m,n) =d(m,n)Vm,n € X,

d) d(m,n) < d(m,p)+d(p,n) Ym,n,p € X (Desigualdad triangular).
(Lima, 1976).



1.2.1. Espacio Normado

Definicion 1.2.4. Sea X un espacio vectorial sobre K, una norma sobre X es una aplicacion
] : X =X

verificando las siguientes propiedades:

a) lm|| >0, Vm € X (positividad) y ||m|| = 0, siy sélo si, m = 0.
b) llam|| = |al[|m||, a € K; Vm € X.

c) [lm +nll < [lm[l +|[nfl, Vm,n e X.

(Brezis, 1984).

El espacio vectorial X provisto de la norma ||.|| se le conoce como el espacio normado y se

denota de la forma (X, ||.|).

Observacion 1.2.1.

= Si K =R se le conoce como el espacio normado real.

= Si K =C es el espacio complejo.

“Es importante resaltar que (X,]|.||) constituye también un espacio métrico d(m,n) = ||m — n|

Vm,neX”.

Definicion 1.2.5. Una sucesion (x,,)nen en el espacio normado (X, ||.||) es de Cauchy si,

il ~ 2] =0

es decir, si¥ ¢ > 0, I k € N tal que ||x,, — x,,|| < € cuando n,m > k.
(Oliveira, 2012).



Ejemplo 1.2.1. : La sucesion (+),en es de Cauchy en (R, ||.||)

n

En efecto:
1 1
Dado e >0dnyg € Ntalquen >ny - —< —=¢e
n No
1 1
0 =l = 1= = |
1 1
< ||l— _
< |+l
1 1

=—+—<35+3
n m 2 2

Luego : ||z, — x| < €.

Definiciéon 1.2.6. Dada una sucesion (x,,),en en un espacio normado (X, ||.||) se dice que converge

ax € X.Parae > 03k € Ntal que ||z, —z|| < e Vn>k

Observacion 1.2.2. “Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero lo reciproco en general no es

cierto”, esto da origen a la siguiente definicion.

1.2.2. Espacios de Banach

Definicién 1.2.7. Un espacio normado (X, ||.||) se llama un espacio de Banach si cada sucesion de

Cauchy en X es convergente a un elemento x € X. (Dieudonné, 1981).

A continuacién introducimos los conceptos de espacios pre- Hilbert, pero previamente

definimos el producto escalar.

Definicion 1.2.8. Sea X un espacio vectorial sobre R. Una aplicacion
(L)y: X xX >R

se llama producto escalar, si cumple las siguientes propiedades:

a) (m,m) > 0Vm € X (positividad) y (m, m) = 0, si y sélo si, m = 0;

b) (m,n) = (n,m)Vm,n € X;

c) (am + Bn,p)y = a{m,p) + (n,p) ¥V a, 5 € R; Vm,n,p € X (linealidad). (Brezis, 1983).



“‘El espacio vectorial X provisto de un producto escalar (., .) se llama espacio pre - Hilbert
y se denota (X,(.,.))”.

Un resultado importante sobre el espacio pre - Hilbert podemos ver en el siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. (Desigualdad de Cauchy - Schwarz) Sea (X,(.,.)) un espacio prehilbertiano.
Entonces |[{m,n)| < \/(m,m){n,n) ¥ m,n € X. (Rudin, 1973).

“Podemos notar que todo producto escalar induce una norma sobre el espacio vectorial X”.

Teorema 1.2.2. Sea (X, (., .)) un espacio prehilbertiano, y consideremos la aplicacion ||.| : X — R

definida por |m|| = \/{(m,m) Vm € X.

Asi, tenemos que ||.|| es una norma sobre X, lo cual se denomina norma inducida por (., .).
A partir del teorema anterior se induce la siguiente definicion.

Definicion 1.2.9. Un espacio prehilbertiano (X,(.,.)) se llama espacio de Hilbert, si él es completo

con respecto a la norma inducida por su producto escalar. (Yosida, 1973).

Lema 1.2.1. Si X es un espacio vectorial de dimension finita sobre K. Entonces X es un espacio de

Hilbert.

Luego, todo espacio de Hilbert es de Banach, pero el reciproco no necesariamente es
verdad. Es decir, “existen espacios vectoriales normados completos cuyas normas respectivas no
provienen del producto escalar”. Un resultado importante que se emplea para constatar este hecho

es la siguiente.
Lema 1.2.2. (Ley del paralelogramo) Sea (X, (., .)) un espacio pre - Hilbert. Entonces

I+ nlf* + [lm = nl[> = 2(|lm|]* + [2]*) ¥ m, n € X.

1.2.3. Teoria de distribuciones e introduccion a los espacios de S6bolev

En esta seccion introducimos propiedades elementales de los espacios de Sébolev y algunas

resultados simples.



1.2.4. Espacios L?(2)

[ 2

Definicion 1.2.10. Sean p > 1, Q C R" denotemos por L?(2) a todas las funciones medibles “m”,
entonces | m |P es una funcion integrable sobre (). Esto es,
LP(Q)={m:Q— R;mes mea’ible// | m(x) [P dr < oo}, donde 1 < p < 0.

Q

En el espacio LP (X)) la norma se define de la forma:
Il = [ | m() P da, para1<p < oo,

con la norma definida el espacio LF () es un espacio de Banach.

cuando p = 2.

L*Q)={m: Q> R;mes medible// | m(z) |* dz < 0}, 1 < p < o0
Q

es un espacio de Hilbert con producto interno

(m,n) = /Qm(x)n(x) dx

y cuya norma es, |m/||* = / | m(x) |* dx. (Kreyszig, 1978).
Q
Teorema 1.2.3. (Desigualdad de Holder)

Seanl < p <oo,1<g<ootalque  +  =1sis€ LP(Q),t e LIQ), luego

st € L'(Q) y se cumple la siguiente desigualdad
/Q |s(x)t(x)|dz < ||s],||t|ly- (Brezis, 1983).
Definicion 1.2.11. Una ecuacion en derivadas parciales (EDP) es una expresion de la forma
F(z,t,u, 0z u, ..., 0y, u; Opu, ..., D) = 0.

Donde u(x, t); “es una funcion de la variable espacial © = (1, ..., x,) y la variable temporal t, es
la incognita”.

En las (EDPs) u representa una cantidad fisica, como: temperatura, intensidad de una seiial actisti-
ca, etc.

Veamos el orden de las derivadas parciales (EDP).

10



Si m, n son variables independientes, u(m, n) es la funcion buscada, entonces:

0 0

n—u — —u = 0, es una EDP de primer orden.
om 8n

ou®>  Ou?

° — = 0, es una EDP de segundo orden.
om?2  On? 8

Nota. También utilizaremos las notaciones:

ou _ 0%u

Uy = %a Uge = 22

1.2.5. Teorema de Lax - Milgram

El teorema de Lax - Milgram asegura que las formas bilineales sobre un espacio de Hilbert
son “representables"por elementos del dual de dicho espacio considerada.
“En el analisis funcional uno de los teoremas mas conocido es el de Riesz, el cual usaremos en la

prueba del teorema de Lax - Milgram”.
Teorema 1.2.4. Teorema de Representacion de Riesz.

Sea H un espacio de Hilbert, G : H — K una funcional lineal continua. Entonces existe

un dnico m € H tal que G(n) = (n,m)

Prueba:

Si G = 0, tomamos m = 0y resulta, G(n) = (n,0) = 0 ¥n € H. Por el contrario si G # 0,
N(G) C H por la continuidad de G, N(G) es un subespacio cerrado de H , por el teorema de
proyeccion existe s # 0 en H con s ¢ N(G) tal que s L N(G). Es claro que podemos asumir
Il = 1.

Notemos que Vn € H.

G(G(n)s — G(s)n) = G(n)G(s) — G(s)G(n) = 0.

Por lo que, G(n)s — G(s)n € N(G) como s L N(G), entonces

0= (G(n)s — G(s)n,s)
(

= (G(n)s,s) = (G(s)n, s)
= G(n)ls||* = (n, G(s)s)
G(n) = (n,G(s)s),

11



es decir

G(n) = (n,G(s)s) = (n,m) Vn € H, tomando m = G(s)s.

Veamos ahora que “m” es dnico, si existieran my, ms € H tal que G(n) = (n,m1) = (n,ma),
entonces. (n,m; —msg) = 0, Vn € H, se sigue que m; — ms = 0, por lo tanto m; = mo.

Para probar la afirmacién 2 del teorema, notemos que G(n) = (m,n) entonces

|G(n)| = |(n,m)| < ||n]|||[m] por la desigualdad de Cauchy -Schwarz. Luego
1G] = sup G ()] < [lm]].

Si ||m|| = 0, es evidente, ||G|| = ||m]|-
Si[[m]| # 0
|G| = supyj =1 |G(n)| >

i)

1

= WKWM m>|
2

= It —

por lo tanto, ||G|| = ||m||m-
Ahora daremos un par de lemas antes de dar a paso a demostrar el teorema de Lax -
Milgram, que serdn utiles para su demostracion.

Lema 1.2.3. Sean X, Y espacios normados, y una transformacion lineal T' : X — Y acotada por

debajo, admite inversa continua en la transformacion T~ : R(T) — X. (Czenky, 2017).

prueba:

Supongamos T es acotada por debajo. Luego existe una constante k£ > 0 tal que
kln|] < ||Tn||Vn e X,

luego se tiene n € N(T'), entonces ||n|| = 0, si y sélo si, n=0 por lo que N(7T') = {0} y T es

inyectiva. Por lo que existe 77! : R(T) — X esto equivale a
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1
Tl < nll

esto significa que, 7! es acotada, y por lo tanto continua.

Lema 1.2.4. Sea U un espacio de Banachy'T' : U — U un operador lineal y continuo. Si T es

acotado por debajo, entonces R(T) es cerrado en U. (Czenky, 2017).

Prueba:
Sea (x,,)nen una sucesion en R(T) tal que x,, — z, z € U. Como T es acotado por debajo, por el
lema 1.2.3, se tiene que T es inyectivo por ello existe una tnica solucién y,, en T tal que z,, = T'(y,,)
Vn € N.
Tn = Tl = (1T (2n) = T(zm)|| = [T (@0 — 2m) || = Kllyn — yml|

por otro lado tenemos que (z,, ) e €s una sucesién de Cauchy, por lo que.

Luego,

lim ||z, — x| =0
n,m—00
Luego, por la desigualdad anterior, (v, ),cn también es de Cauchy. Mas aidn, como U es un espacio
de Hilbert, (y,)nen €s convergente con la norma usual a un elemento, digamos a algin v € U.
Para terminar utilizamos la continuidad de T
@ =l (@) = i T(y.) = T(limy.) = Tv.
Es decir x = T'y € R(T). Por lo tanto, R(T) es cerrado u.
Teorema 1.2.5. Teorema de Lax - Milgram (TLM). Sea H un espacio de Hilbert yU : H xH — R

forma bilineal, acotada y coerciva.

Si G : H — R es una funcion lineal acotada, entonces existe un tinico yy € H tal que

U(z,y) = G(x), Vo € H. (1.1)

Prueba:
Para cada m € H, la aplicacion U,,, : H — R
v — Up(n) = U(m,n),
acada n € H le asigna U(m,n) es una funcional lineal acotado sobre #, entonces por el teorema

1.2.3, se tiene la existencia y es tnico el elemento s € H que satisaface

U(m,n) =Up,(n) = (s,n) VYn € H, (1.2)
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esto Vm € H, entonces definamos un operador lineal 7" : # — H dado por T'(m) = s, donde
U(m,n) = (s,n) Vn € H.

Probemos que T es un operador lineal acotado.

En efecto,
(T'(Aymy + Aama),n) = U(Aymy + Aamg,n) por (1,2)
= MU(m1,n) + AU (mga,n)
= M(T'(m1),n) + AT (m2), n) por (1,2)

= <>\1T(m1) + )\QT(mQ))n>a Vn € H

Asi resulta T lineal, como U es acotada existe una constante o > 0 tal que |U (u, v)| < afm]|||n

’

por lo tanto

I7(m)|]? = (T(m), T(m)) = U(m,T(m)) < a|ml[|T(m)]]

Por otro lado, se tiene que U es coerciva, entonces existe un constante 5 > 0 tal que

Bllml[? < Ulm.m) = (T(m),m) < |T(m)||[lm]

Luego, f[m| < |T(m)]].

Por lema 1.2.3, tenemos que T tiene inversa continua, y por lo tanto es inyectiva. Ademas R(T) es
cerrado por el lema 1.2.4.

Ahora probemos que R(7") = H. Supongamos lo contrario, esto es, R(71") C H. Entonces en virtud
del teorema de proyeccion y ademds utilizaremos el hecho de que R(T) es cerrado por lema 1.2.4,
existe s € H con s # 0 tal que s € R(T)*. Es decir s = 0, esto implica una contradicién. Por lo
tanto R(T") = H.

Ahora, por el teorema 1.2.3, existe un elemento s € H que cumple

G(n) = (s,n) Vn € H.

Pero como R(T) = H, existe m € H tal que T'(m) = s.

Entonces

U(m,n) = (T'(m),n) = (s,n) = G(n) ¥n € H.

Asi, U(m,n) = G(n) Vn € H que corresponde a la ecuacién (1.1).

Finalmente, veamos que “m”es el tnico que satisface (1.1).

En efecto,

si se tendria otro m € H tal que,

14



B(m,n) = G(n) Vn € H.

Como U es bilineal, entonces se tiene

U(m —m,n) =U(m,n) — U(m,n) = G(n) — G(n) = 0. Si tomamos n = m — m, resulta
Bllm —m|]* < U(m —m,m —m) = 0y luego ||m — m| = 0.

Por lo tanto, m = m, es decir “m”es el tnico que satisface (1.2).

1.2.6. Teoria de Distribuciones

La teoria de distribuciones fue introducida en 1935 por Serguei Sébolev. Sin embargo
debemos mencionar que fue Laurent Schwartz a los finales de la década de 1940 formalizo6 la
“teoria de distribuciones”, por ello le otorgaron la medalla de Fields en 1950.

A continuacién tenemos la seguiente definicion.

Definicion 1.2.12. Llamaremos multiindice a o = (1, g, ..., ) € N,

siz = (x1,x9,...,2,) € R,
n
| o [= Zuz
i=1

D se llama la derivada distribucional de orden «,

D*:D'(Q) — D'(Q)
T — D°T

donde D' () es el espacio de las distribuciones.
La derivada distribucional estd definido por

a|a\ aa1+a2+....+an

0x ' 0xy?..0xon  Qx('0x5?...0x8n

Da

Cuando o = (0,0, ..., 0) se define D*u = wu. (J.J. Duistermaat, 2010).

Ejemplo 1.2.2. Seau: QCR3 - R,n=3
paraca = (2,1,3) € N3 |a| =2+ 1 + 3 = 6, entonces
D6

T —
" 0r30xioxs
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Sea ) un abierto de R" y una funcion u : Q) — R, entonces. El soporte de u es un conjunto que se

define de la forma:

supp(u) = {z € Qfu(x) # 0}
Ejemplo 1.2.3. : Sea u : R — R definido como:
1 i —-1<z<l1
u(r) =

0 si |z|>1

El supp(u)= [-1,1].

También se define
Cy? ={u:Q — R/u e C*(Q) con supp(u) compacto C Q},
donde los elementos de C§° son denominados * funciones de prueba ™.

Proposicion 1.2.1. El espacio D(X), es denso en LP(€)),

para todo 1 < p < o0, es decir

D(Q) = L*(2),
para todo1 < p < oo.
Distribuciones sobre (), sea
T:D(Q) - R
= T(p)

“es continua en el sentido de la convergencia definida en D(S)) se llama distribucion en Q). Mds
precisamente, la aplicacion T : D(2) — R serd una distribucion si verifica las siguientes
propiedades,

a) T(ap + 1) = aT(p) + T (), Ya € RyVo, 1 € D(Q).

b) Si (p,) CD(Q)yp € D(Q) tal que @, — p en D(2), entonces

T(py) = T(p).
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Ahora veamos la denotacion del espacio de las distribuciones,
D'(Q) ={T : D(QY) — R/T lineal y continua}.
T:D(Q) - R
A—=TA

La continuidad de T significa que A, — Aen D(Q)) = TA,, — TAenR.

1.2.7. Espacios de Sébolev

Toda funcionu € LP()) posee derivadas distribucionales de todos los drdenes, “donde
las derivadas de u no siempre pertenece al espacio LP(Q2)”, esto motivo a Serguéi Sébolev en 1936,
a imaginar una nueva clase de espacios vectoriales llamados “Espacios de Sobolev .
Sea 2 un abierto acotado de R™ con frontera 0S) regular. Entonces se define el espacio de Sébolev,

representado por W™P(Q) y formalmente se define,
W (Q) = {u € L/(Q), Du € LM(Q), |a| < m} C I(9),

“donde D es el operador de derivacion de orden «, en el sentido de las distribuciones”.

Para cada v € WP () se define la norma de “u ” por,

el = 3 [ 1 D°u@) ey

la|<m

[ullfympiy = D | Dulx) | .
laf<m

Sea I =|a, b| un intervalo acotado o no'y sea p € R donde 1 < p < .

Definicion 1.2.13. El espacio de Sébolev W'P(I) se define por

wio(n) = fue w3 e 20/ [ uf =~ [ av Voe GO}

Denotemos
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Se tiene, Yu € W'P(I) su denotacién como: u' = g.

En el espacio WP la norma estd definida de la siguiente forma,

[ullwrr = lJullze + [lu ]|z
El espacio H* estd dotado por el producto interno

’ /
< U,V >H=< U,V >p2 +<U,U>L2;

y su norma asociada
1
) 1
lllar = (llullo + 1w l2e)?

es equivalente a la norma dada del espacio W'*(I). Brezis (1983).

Proposicion 1.2.2. El espacio WP es un espacio de Banach para 1 < p < oo. El espacio WP es
reflexivo para 1 < p < ooy separable para 1 < p < oc.
El espacio H' es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Ver (Brezis, 1983).

*Algunas propiedades: Ver (Muiioz-Rivera, 2008).
a) WOP(Q) = LP(Q).
b) WP (Q) — WHFP(Q), sim > k.
c) C™(Q) — Wm»),
d) C>=(Q) N W™P(Q) es denso en W™P((Q).
La propiedad (d) permite definir, “un subespacio de clases de equivalencias de funciones que se

anulan sobre la frontera”,

WIP(Q) = Wme(Q) N O (Q) =~ Ceo () ¢,

Nota: Cuando m= 1, p = 2, se tiene: W'%(Q) = H'(Q)

Por la definicion de W'2(Q)) obtenemos la siguiente igualdad.
W2(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q),V |a| < m} = H(Q)

Asi, resulta :

HY(Q) = {u € L2(Q), D*u € L*(Q),V |a] < 1}
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y en general, W™?*(Q)) = H™(Q).
H™(Q) = {u € L*(Q), D*u € L*(Q);V |a] <m},

Veamos para m = 2,

H?*(Q) ={u € L*(Q), D*u € L*(Q);V |a] < 2}.
Definicion 1.2.14. El espacio W, " (Q)

Dado 1 < p < o0, se designa por W, *(Q) a la clausura de C}(Q) en WP(Q).
Se denota HY(Q) = W,2(Q).
El espacio W, ’P(Q) estd dotado por la norma inducida por W'?(Q); andlogamente el espacio
H}(Q) estd dotado del producto interno inducido por H* ().
El espacio Wol P(Q), “es un espacio de Banach separable; es reflexivo para 1 < p < 00”.

El espacio Hj(S2) es un espacio de Hilbert separable. (Brezis, 1983).
Formas sesquilineales
Se denomina formas sesquilineales sobre un espacio vectorial E, a una aplicacion numérica
(m,n) — a(m,n) de ExFE —C

que verifica las siguientes propiedades:
a) a(m +n) = a(m,p) + a(n,p)
b) a(Am,n) = Aa(m,n)
¢) a(m,n+p) = a(m,n) + a(m,p)
d) a(m, An) = Aa(m,n)
Si E es un espacio vectorial real, a : E© x E — R tal que satisaface las condiciones anteriores, se
le llama una forma bilineal.
Las dos primeras condiciones nos indican que la aplicacion a : E x EE — C es lineal en la primera

coordenada y las dos ultimas nos dicen que es antilineal o semilineal en la segunda coordenada.

Dualidad
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Definicién 1.2.15. Sea E definido en un espacio topoldgico sobre el campo K (donde K = R o C).
a) Una familia lineal en E es una aplicacion lineal de E en K.
b) Una forma antilineal en E es una aplicacion antilineal (o semilineal) de E en C, que f sea

antilineal o semilineal significa:

fle+y)=f(2)+f(y) y fOx) =Af(2), Yo,y € E, XeC.

c) Llamaremos L = L(FE,K), al espacio de las formas lineales continuas (antilineal) en E, el

(antidual) de E y lo denotamos por E'.

Si f € E el valor del vector u serd denotada por

flu) =< fv>

donde < .,. > se denota de acuerdo al caso de la dualidad (antidual respectiva) entre FE v E,

algunas veces con precision se denotard

f(u):<f7u>E/,E'

Notacién: Se denota por W="?(Q) el espacio dual de W," () con (1 < p < ooy % + z% =1)y
por H=1(Q) el espacio dual de H} ().
Se identificamos L* y su dual, pero no se identifican H} y su dual, entonces por las inmersiones de
Sobolev si tienen las siguientes:

Hg(Q) = L*(Q) y L*(Q) — H~H(Q)

Entonces si cumple : H}(Q) — L*(Q) — H1(Q).
con inyecciones continuas y densas.

Si se tiene §Q es acotado, entonces se cumple
WP c L2 Cc WP V1 < p < o0,

con inyecciones continuas y densas.
Por otro lado, sea Q2 = (0, L)
Afirmacion 1.1

H}(0,L) N H*(0, L) es denso en HY(0, L) y en L*(0, L). (1.3)
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En efecto:

sea [ € HY(0, L),

sea Hi(0, L) denso en L*(0, L) y f, € L*(0, L), entonces 3 {g,},cy € Hy(0,L)/gn — o en
L*(0,L).

Tomando

entonces

asi p, € H*(0,L) y p,(0) =

Como f, = p, c.t.p.
Entonces

fn=pn Yn € N.

De esta manera

fn(o) =0, fn(L) =0, fn;r =0n Y fn € H2(07L)

Entonces
{fatnen € Ho(0,L)NH*(0,L) y foz = gu-
Luego
1o = £ = o — Ful
Es decir

1o = flzrs = llgn — fallZo-
0

También tenemos que g, —> f, en L*(0, L), = || fn — fllgy — 0.
Asi obtenemos

{futnen C Hy(0,L) N H*(0,L)/ f — [ en Hy(0, L).

Entonces

H3(0,L)N H?*(0,L) es denso en H}(0,L).
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Afirmacion 1.2, H}(0, L) es denso en L*(0, L),
finalmente de las afirmaciones 1.1y 1.2 tenemos que H} (0, L) N H?*(0, L) es denso en L*(0, L)m.

Observacion 1.2.3. Sea Q un abierto acotado en R", se define para el espacio W;""(Q)) de la

forma,

HM(Q) = H™(Q) N C5°.

WmP(Q)

WyP(Q) = D(Q) Doy

® Cuando p = 2, se obtiene:

W5 (Q) = H'(2)
Hy () = {u € H'(92)/u(0) = u(1) = 0}.

donde:
HY(Q) = {u e L*(Q), D*u € L*(Q);V |a] < m}.

Definicion 1.2.16. (El espacio de Sébolev H'(())).

Se llama espacio de Sobolev de orden 1 sobre ).

HY(Q) = {v € LZ(Q)/(f; € L2(Q),1<i< n} .

El producto interno en H'() es de la forma.

n ov
< u,v >1,Q=/Q (Z Ou +uv) dx (1.4)

i—0 81’Z . 8@

. Y su norma correspondiente es

[ollo =< v, >3 (1.5)

(Figueroa, 1986).
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Teorema 1.2.6. El espacio H'(Q)) es un espacio de Hilbert con respecto al producto interno

definido en (1.4).
Demostracion. Ver (Figueroa, 1986) Teorema 2.3.

Teorema 1.2.7. El espacio H'(Q)) es separable, esto es, existe un conjunto numerable denso en

HY(Q).
Demostracion. Ver (Figueroa, 1986) Teorema 2.4.

Definicion 1.2.17. H}(Q) es un sub espacio de H'(Q)) de las funciones lineales “nulas” sobre
() (frontera), cuando Q2 = (0, L).
H}(Q) = D(Q)H @) HJ(Q) es la adherencia de D(Q).

Observacion 1.2.4.

a) Si Q) es acotado : D(Q) no es denso en H* ().
b)Si Q) =R": H}(R") = HY(R"); es decir D(R") es denso en H'(R").

Observacion 1.2.5. Se tiene las siguientes definiciones cuando ) = (0, L), p=2 y m= 1,2.
L*0,L) ={u:Q =R ues medible//Q | u(z) |* dz < oo}, para 1l < p < oc.

HY0,L) = {ue L*0,L)/ D € L*(0,L),V]a|] <1}

H?(0,L) = {u e L*0,L)/ D € L*(0,L);V|a| < 2}

Hi(0,L) = {u e H*0,L)/u(0) = u(1) = 0}.

H}(Q) — L*(Q) = L*(Q) — HY(Q),entonces HL(Q) — L*(Q) — H ().

1.2.8. Desigualdad de Poincaré

Teorema 1.2.8. (Desigualdad de Poincaré)

Sea p, tal que 1 < p < ooy Q) un conjunto abierto acotado en R", al menos en una
direccion. Entonces existe una constante C, dependiendo solo de § y p, tal que para cada funcion

“u” del espacio de Sébolev W, (Q) se tiene:
ul o) < C|Vuloq), Yu € WyP(Q); donde V es un operador gradiente. (Brezis, 1983).
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Donde

n p

Vo) = (Z

Ju
aﬁE n

i=1

P
y C constante de poincaré.
Lr(Q)

“Para que la desigualdad de poincaré sea vdlida es suficiente que u se anule en una componente
abierta de la frontera de ).

Prueba:

Supongamos que ) sea acotado en una direccion paralela a las ejes coordenadas.

Sea R = (21, ..., 2n_1, 2n) € R" tal que z, € (a,b) tal que Q) C R.

Seau € WP(Q) = CSO(Q)Hl’p, entonces existen V), € C5°(Q2) para m= 1,..., tal que 1., — u
en W'?(Q). Probaremos la desigualdad para b € C5°(S2), sabemos que u € W, (2) entonces
@ € WLP(R), donde

u(z) si x €
0 si xeR-CQ.

ademds, D@ = D para || < 1y ull1p) = || p)- Sea € C3°(Q) entonces ¥ € C°(R)

y
- - 2
w(zlv '7Zn—17z) _w(zb 7Zn—17a> - azb(zlw”azn—las)ds
~ ~ z 0 )
(21, 201, 2) — (W(21, oy 201, 0) = / 5 (21, ey Zn1,8)ds
:0 zZn
Recuerde. i Z = 0, entonces u = 0 en LP.

Usando la desigualdad de Holder, tenemos

za~
[V(21y ey 21, 2)| = /aaw(zl,...,znl,s)ds
z 8~
g/a aji(zl,...,znl,s) ds o
b9 :
g/a a:i(zl,...,znl,s) 1.ds

oz
azn

(215 oy Zn1, S)

s(/ab
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Elevando a la potencia p e integrando (1.6) sobre (a, b); con respecto a Z tenemos

b~ bl I p b
/’Wh---,zn_l,awdzs(/ 2 (err 20, ) ds) (b—ay [a:
(1.7)
b a& P
:/ 87(217"'7271—178) dS(b—CL)p

Integrando (1.7) con respecto a zZ = (z1, ..., Zn—1), Se tiene

7 p
/|@E|pdy:/ ke (y)| dy.(b—a)? por otro lado
R R | Oz
- N o, I
p — p —
o= fyrany [[57 ] ar= [ |52 0] an.enonces

a p
/Q|@/)|pdy = /Q a:i (y)| dy.(b—a)? estoes,
0
9] r () < gb(y) (b—a), ¥V e CFH).

[V < CIVY| o), Y € C3°(Q). donde C'= (b—a)
Observacién 1.2.6. La expresion ||Vul|12(q) es una norma en W, P (Q), equivalente a la norma
lullwr.r (), en Wo™(92),
*Para p = 2, se obtiene:
Wy(Q) = Hy(Q)

Por tanto,

[ull s (0) = [VullL2@)-

1.2.9. Semigrupos: Definiciones y Teoremas

En esta parte mostraremos los resultados importantes sobre la teoria de semigrupos. En
esta seccion lo denotaremos a X como un espacio de Banach.
““A continuacion daremos algunas nociones fundamentales sobre teoria espectral, asumiendo que A
es un operador lineal autoadjunto, definido positivo y no necesariamente acotado”, H un espacio

Hilbert y L(H) el espacio de Banach de los operadores lineales acotados en H.
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Definicion 1.2.18. Sea X un espacio de Banach, una familia de operadores {T ()}, es llamado
un semigrupo en X, si

a)T(0)=1

b)T'(s)T(t) =T(s+1t),Vs,t>0.(Muiioz-Rivera, 2008).

Observacion 1.2.7. T(t) = e, Vt > 0 es un semigrupo en X, esto es,

T : X — X puesto que verefican :

a)T(t)=et = T(0)=e0=1T

b) T(s)T(t) = efset — eAseAt = eAlH) = T'(s + t) por tanto, T(s)T(t) = T(s +t), Vt >0

1.2.10. Semigrupo de operadores lineales

En esta seccion daremos algunas definiciones bdsicas de operadores lineales acotados en
un espacio de Banach y la teoria de semigrupos . La teoria de semigrupos dio un gran impulso en
el aiio de 1948 con la famosa demostracion del teorema de Hille - Yosida, y el teorema de Lummer -
Phillips. “La teoria de semigrupos de operadores lineales acotados es una herramienta poderosa
en el estudio de ecuaciones diferenciales parciales”.

Definiciones y propiedades generales Sean X,Y espacios de Banach sobre el cuerpo K =R 6 Cy

||| la norma en X, Y.

Definicion 1.2.19. Sea D C X un subespacio vectorial de X.
La funcion A : D(A) C X — Y es un operador lineal de X en Y si
a) m = X ( D(A) es denso en X).
b) para todo p € KyVz,y € D(A); A(Bx +y) = BA(x) + A(y) (A es lineal).
“Denotamos por L(X,Y') al conjunto de operadores lineales de X en Y con dominio D(A)”.
(Felipe Alvarez, 2003).
Entonces, un operador A € L(X) es acotado si
sup || Az < oo,

||9§cﬁ):(1
denotemos por || Al la norma del operador A, y esto es

14 = sup [l Az]].

Tre
lzll=1
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Denotamos por “B(X,Y) al conjunto de los operadores lineales y acotados de X en Y”’; es
decir, B(X,Y)={A € L(X,Y)/A es acotado}, y se tiene las siguientes propiedades.
1. ||.|| es la norma de B(X,Y).

3. S1A € L(X,Y), si tiene que:

[Al} = sup [[Az[| = Sup |4z][ = sup Azl

[lz]l=1 lll [l <

4. Si A € L(X,Y), el operador lineal A es continuo en v € X < Ve > 0,30 > 0 tal que
|Az — Axo|| < €, siempre que x € X y ||z — x| < 6.

A es continua en “X” si es continua en cada © € X.

Teorema 1.2.9. Sean X e Y espacios normados y A : X — Y un operador lineal. Si A es continuo

en un punto xo € X, entonces A es acotado. (Alejandro A. F., 2005).

Prueba:
como A es continua en xy € X, entonces para ¢ = 1, 0 > 0 tal que ||x — x¢|| < 0

— ||Az — Azo|| < 1.

0z

Seay = zy+ z # 0.
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0z

Tenemos; y - vo = ———
’ 2]l

z
ly = zoll = Nl 55— lllly = ol
2]zl

)
= Ay — Az < 1.

Entonces
Ay — Azl < 1
[A(z — o) <1
0z
IIA(M)II <1
0z

MIIAZII < 1| Az]]

2|]]

T(SHA,ZH < M||z||, z # 0;donde : M = 2.

Por tanto, ||Az|| < M||z||,Vz € X.
Teorema 1.2.10. Sean X e Y espacios normadosy A : X — Y un operador lineal, entonces A es

continuo < A es acotado. (Alejandro A. F., 2005).

Prueba:
(—) Si A es continuo, entonces es continuo en cualquier punto xo € X. Por el Teorema (1.2.6) A

es acotado.

(<—) Supongamos que A es acotado entonces 3 M> O tal que | Ax| < M||z|, Vz € X.

€
Ademds, para € > 0 dado tomemos § = i estonces para xo € X si cumple

|z — xo|| < 0

€
e ol < <7

M||lx — o] <€

Az — Azol| = [[A(z — o)

< M|z — zo]] < e
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Luego: || Az — Axo|| < e

Entonces A es continua en x,, como xq fue arbitrario A es continua.

1.2.11. Convergencias en B(X,X)

Sea (A,)nen una sucesion tal que (A, )neny € B(X, X) donde A € B(X, X).
o (A,)nen converge uniformemente a A 'y su denotacion es A,, — A, si ||A, — A|| — 0;
cuando n — o0.
o (A, )nen converge fuertemente a A 'y lo denotamos A,, — A, < |A,x — Az|| — 0, Vo € X
cuando n — oQ.

vemos que

[Anz = Azf| = [[(An = A)z[| < [|An — All[|2

’

es decir, “la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte al mismo limite”.

El reciproco en general, no es verdad.

1.2.12. Operadores acotados invertibles

Definicion 1.2.20. Sean X, Y espacios de Banach y A un operador acotado en B(X ,Y). Se dice que
A es invertible si existe un operador acotado B en B(X, Y) tal que ¥ x € X, BAx = x; para todo

y € Y, ABy = y. “En este caso, diremos que B es el inverso de A y lo denotaremos por B= A™'".

Proposicién 1.2.3. Si A € B(X,Y) y ||A|| < 1, entonces I- A es invertible. (Felipe Alvarez, 2003).

1.2.13. Definiciones: Semigrupo y su generador infinitesimal

Definicién 1.2.21. Sea una familia {T'(t)},, de operadores lineales acotados de X en X, es un
semigrupo de operadores lineales acotados (o un semigrupo) si se cumple lo siguiente,

a)T(0) = I(Identidad en B(X, X));

b)T(s+t)=T(s)T(t),Vs, t € RT;

si {T'(t)},>, ademds se verifica lo siguiente,

c) ||T(t) —I|| = 0, sit — 0%, luego se tiene un semigrupo uniformemente continuo.

De (a), (b)y (c) se tiene; | T'(t + h) —T(t)|| — 0, si h — 0Vt > 0.
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En efecto:

1T +h) =T = TOT(h) =TO = TET(R) = DI < I TOIITHh) =] = 0, si

h — 0. Luego, |T(t +h) — T(t)|| — 0, si h — 0. (Felipe Alvarez, 2003).
Ejemplo 1.2.4. Si !t = 0 r‘;‘ con A € B(X,X), entonces ' es un semigrupo uniformemente
continuo.

En efecto: Sea

a) T(0) = e = I.
b) T(t+s) = e(tH9)4 = et4es4 = T(t)T'(s), donde (tA)(sA)=(sA)(tA), Vt, s > 0.
c)

i) - 1= | 5 - 1) = |+ 5 -1 =[5
n=0 n=1 '

A?’l
H H —0,sit — 0.

Lt Al !”
S Z
Observacion 1.2.8. “Mds adelante se verd que todo semigrupo uniformemente continuo es de la

forma e para algiin A € B(X,X)”.

Definicion 1.2.22. Sea {T'(t)},., C B(X, X) un semigrupo uniformemente continuo. EI generador

infinitesimal de un semigrupo en un espacio X, es un operador de la forma
A:D(A) = X,

y su dominio se define por

Tz —
D(A) = {x € X :existe lim W},

t—0+ t
donde
T — T
A = 1im LTz dTOzE - pay.
t—0+ t dt

t=0
(Pazy, 1983).
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Observacion 1.2.9. “El semigrupo {T (1)}, es generado por el operador acotado A”.

Se verifica de manera sencilla las derivadas de orden “k”.

d d
Sea, T(t) =e™ — dtT(t) Ae™ — dtT(t) . A

LT(t) = A2T(t), LT(t) = AFT(t).

Por tanto, “para calcular la derivada de orden k del operador T, basta componer el semigrupo con

el operador A”. Entonces escribimos de la sigziente forma,
k
#70 = [ar] o gero = | 7))
Nota:
En el estudio de los semigrupos se presentan dos tipos de problemas.
1) Dado un semigrupo, encontrar el generador infinitesimal.
2) Cuando el semigrupo es un exponencial de una matriz A esto es, {T(t)}tzo la matriz A es el
generador infinitesimal del semigrupo.
Esto puede ser obtenido derivando el operador Ty evaluando en el punto t=0.
En efecto,
dT(t)

d
T(t)=e — —T(t) = Ae" - A= —~
(t)=¢e _>dt (t) el — o

Que es una formula vdlida para matrices u opereradores lineales continuos, “asi podemos extender

t=0

esta definicion para operadores no acotados de la siguiente manera”.

Definicion 1.2.23. Un operador A es un generador infinitesimal de un semigrupo {T'(t)},, si
A:D(A) C X — X.

T(t)xr —
() :E,existeenX},

D(A)={z € X : lim

t—0t
y se tiene Vx € D(A) lo siguiente;

e — lim Tt)x —x _ dT(t)x
t—0+ t dt

t=0
“De la definicion anterior podemos escribir el dominio de A de la forma”:

D(A) = {w € X; Aw € X}. (Muiioz-Rivera, 2008).
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A partir de las definiciones dadas podemos deducir que un semigrupo {T'(t)},, es una
familia de operadores continuos V't € R. “Interesa clasificar los semigrupos por la continuidad
con relacion al variable t”.

Consideremos dos casos:

1) Cuando la funcion t — T (t), el semigrupo se considera como una funcion de R en L(X) sea
continuo.

2) Cuando la funcion t — T'(t)x, se considera como la funcion de R en X, Vx € X sea continuo.
“Sobre el primer caso diremos que el semigrupo es uniformemente continuo. En el segundo caso

diremos que el semigrupo es fuertemente continuo”.

1.2.14. Semigrupos uniformemente continuos

Definicion 1.2.24. Un semigrupo {T'(t)},., de operadores acotados en X, es uniformemente
continuo, si verifica

lim T(t) = I.

t—0t

Esta definicion es equivalente a
lim ||T'(t) — I|| = 0,Vz € X.
t—0+t
(Mu#ioz-Rivera, 2008)

Proposicién 1.2.4. Si {T'(t)},, es un semigrupo uniformemente continuo, entonces D(A) = X,

donde A € B(X, X). (Felipe Alvarez, 2003).
Prueba:

Elegimos un 6 > 0 lo bastante pequerio, de manera que

<1

H[ _ ;/{)éT(s)ds

0

5
Luego, el operador % / T'(s)ds es invertible por la proposicion 1.2.2, entonces / T'(s)ds también
0 0

es invertible.

32



Por consiguiente, para 0 < h < 6, tenemos

- /0 "T(h + s)ds — /0 gT(s)ds]
/OéT(h + s)ds — /OéT(s)ds]
-/hhMT(s)ds - /6T(s)ds]

:/:T(s)ds + /6h+6T(s)ds — /jT(s)ds]

-/5h+6T(S)ds - /:T(s)ds — /jT(s)ds]

h/h+5 ds — /OhT(s)ds.

Por tanto, tomando limite cuando h — 07, se tiene que

EM—‘ S Bl BN o

T(h)y—1I 5+h 1 rn
lim T/ T(s)ds = lim h/ s)ds — lim — [ T(s)ds
0

h—0t h—0t h—0+ hJo

=T(0)—1T(0)
=T)—1
entonces,
o T(h) -1 5 -t
lim ——— = (T(6) — 1) [ /0 T(s)ds]

como la convergencia uniforme implica la convergencia fuerte que fue tratada en la seccion 1.2.13,
T(h)x —x

tenemos que Vx € X existe lim

h50+ ho
Concluimos que D(A) = X y por ser B(X, X) un espacio de Banach, se tiene

8

A= (T®) -1 [ /O T(s)ds] . B(X, X)a.

33



1.2.15. Relacion de un semigrupo uniformemente continuo y su generador.

Para todo semigrupo uniformemente continuo existe un tinico generador infinitesimal, éste
es un operador acotado. Asimismo, “todo operador A € B(X, X) es el generador infinitesimal de

un semigrupo uniformemente continuo”, y estd definida de la forma:

(o]
‘A _ Z tnAn
= n!

A continuacion presentamos la siguiente proposicion, “trata de que cada operador acotado genera

un tnico semigrupo uniformemente continuo”.

Proposicion 1.2.5. Sean dos semigrupos {T:(t)},5o ¥ {T2(t)},>, uniformemente continuos. Si

Ty(h)—1I Ty(h) — I
1 — 1 S = > 0. .
hlirggr . hlggh h entonces T\ (t) = T»(t) , Vt > 0. (Pazy, 1983)

Prueba:
Si se considera T’ = 0 la prueba es inmediato. Ahora si fijamos t > 0y las siguientes funciones
fi(h) = [Ty (h)]| y f2(h) = || T2(h)
tales que ||T1(h)|| < k1 y [|[Ta(h)|| < ko, VO < h < t. Ademds, de la hipdtesis tenemos: dados

, “como las funciones f1y fs son continuas existen ki y ko > 0"

e>0y0>0,tal que ¥V 0 < h < § se tiene

€

t.ky ko

1
T () = To(h)] <

t
Escogemos n € N tal que — < § y observemos la siguiente suma
n

(5 () n () (5 o me

k=0 n n

34



Realizando la suma 'y por la propiedad de semigrupos T;(r + s) = T;(r)T;(s) para i= 1,2 se tiene

ITa(t) — Ta(t)|| = | Th <”t> -5 (”Z) H

n

R (5 2) - () (2
(52 ) - =) )

IN
(]

n—1 € t
< ki. —.ks
kZ:%) t.kl.kQ n
_Nhe e
N kzon N n

como € > 0 fue arbitrario, por lo tanto T\ (t) = Ty(t) Vt > On.

Teorema 1.2.11. Sea {T'(t)},., un semigrupo uniformemente continuo, entonces se cumple lo
siguiente:

tA existe un tinico operador acotado A, siendo A el generador

a) Para el semigrupo T(t) = e
infinitesimal de T(t).

b) Existe una constante w > 0 tal que ||T'(t)|| < €™, Vt > 0.

¢) Sea una funcion T : [0, +00) — B(X, X), Vt > 0, luego se le asigna un operador a T(t) y éste

es diferenciable en norma y verifica

d
—T(t) = AT () = T(H)A.

d
Para fy € X, la funcion f(t) = T(t) fy es la solucion de £T(t) = Af(t) = Af(t), t > 0 tal que

fo = f(0). (Felipe Alvarez, 2003).
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Prueba:

(a) Sea x € X entonces

[e.o] TLATL
lim T'(t)z = lim ‘2 = lim (Zt )lex:x.

t—0t t—0t t—0t o n!
Por tanto,
Tt)r —x oAy _ o oo yn—1
lfm ——— = lim |[———| = lim |Az+ > —A"z| = Az,
t—0+ t t—0T t t—0+ o

lo que muestra que A es el generador de (¢*);>0 y la unicidad estd dada por la proposicion 1.2.4.

(b)

IT@N = lle]| = HX_‘B

n!

0 n n
SR
n=0 n'

_ itnllAII”
n=0 Tl'
= etlall

entonces existe w = || A|| > 0Vt > 0.

(c)Seax € D(A)yt > 0. Para h > 0, tenemos

Tt+h)x—Tt)x T)T(x)x—T(t)x

por la continuidad de T(t) se tiene
dtT(t)
dt

x=AT(t)xr =T(t)Ax.

Para 0 < h < t, tenemos
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T(t—h)x—T(t)x | Tt —=T(t - h)x
H — — T(t)Az|| = ‘ . —T(t)Ax
- ’T(t —h) lﬂh)]f_”“" - Ax] +T(t — h)Az — T(t) Ax
< e =l | TE e e - s - @0
d-T(t)z
Por lo tanto, — = T(t)Azn.

1.2.16. (| - semigrupos.

Definicion 1.2.25. Sea un semigrupo {T'(t)},., un Co— semigrupo) de operadores lineales acota-
dos en X, es fuertemente continuo si ¥V x € X si verifica

lim T'(t)x = x.

t—0t

Esta definicion es equivalente a

lim ||T(t)x — z|| = 0,Vx € X.

t—0t

Proposicion 1.2.6. Sea {T'(t)},., un Cy - semigrupo. Entonces existen constantes w > 0y M > 1
tal que para 0 <t < oo se tiene,

1)) < Me™.

(Engel, 2000).

Prueba:
“De la continuidad fuerte, existen 6 > 0y M > 0 tal que | T(t)|| < M en [0,0]”. Si no se dara
el caso anterior, existeria una sucesion (t,)nen tal que t, — 07, tal que | T(t,)|| > nVn € N
y por principio de acotacion uniforme, existe al menos un v € X tal que ||T'(t,)z|| > n, lo cual

contradice a la definicion de T(t) un Cy - semigrupo. Luego, |T(t)|| < M ¥Vt € [0,0] y como

|T(0)|| = 1 se tiene que M > 1. Por otro lado, parat > 0 existen m € Nyn € [0,9] tal que
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t = dm + n (por la lema de Euclides). Se tiene,

17N = 1T (0m + )l
= [IT(6m)T ()]
= [[T@)" Tl
< TG ITm)|
< M™M

t
< M.MY? puesmSS,M21

Como M > 1 se tiene w = %lnM > 0 entonces e* = M3, Asi M5 = etV ¢ >0,y

1T < Me"" m

Observacion 1.2.10. Todo semigrupo uniformemente continuo es un Cy - semigrupo. “Un semi-
grupo uniformemente continuo converge uniformemente a la identidad en cero, mientras que un
Coy - semigrupo converge fuertemente. Al igual que los semigrupos continuos, los Cy - semigrupos
satisfacen una propiedad de acotacion para su norma’.

El siguiente resultado serd importante para poder confirmar resultados posteriores.

Teorema 1.2.12. Sea {T'(t)},., un Co - semigrupo y sea A su generador infinitesimal, entonces se
cumple las siguientes propiedades:
a) Paratodot > 0 yVx € X,

lm T'(s)x = T(t)x.

s—t

b)Para todo x € X y todot > 0,

1 ft+h
lim — T(s)xds =T(t)x.

h—0 h t
c) Paratodox € X yV t > s > (),
t t
/ T(r)xzdr € D(A) y A/ T(1)xdr =T(t)x — T(s)x.
d) Para todo x € D(A) ytodot > 0,

T(t)xe D(A) vy jtT(t)x = AT(t)x =T(t)Ax.
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e) Para todo x € X ytodot > s > 0,
t t
/ AT (7)zdr :/ T(1)Axdr.
(Engel, 2000).

Prueba:
(a) Sean v € X,t > 0y e > 0. A partir de la continuidad fuerte del semigrupo, existen M > 0y
d > 0tal que ||T(s)| < M para s € [0,t + 1]y

|1T(s)x —z|| < ﬁcuandoo <s<d.para0 <t—s <4 setiene

IT(t)x =Tzl = [T(s)x = T(t)x = T(s)T(t — s)x +T(s)T(t — s)x||
=[|T(s)(x =Tt —s)x)—T(t)x+T(s)T(t — s)x||
=||T(s)(z =Tt —s)x) —T(t)x+T(t)x| ,pues T(s)T(t —s)="1T(t)
< T (s)llllz =Tt — s)x]]
<M~

(b) De la parte (a), existe § > 0 tal que |T(s)x — T(t)z|| < € cuando |s — t| < 6, luego para

0 < h < setiene

H}ll / " (s)ads| = || / (o) — T(t)2)ds

h

1 pt4n

<< I@E)z = Tt ds
1 rt+n 1

< E/t €.ds = E'E'h

= €.

;

De manera andloga se prueba el limite izquierdo, parat > 0. Con ello se prueba la parte (D).
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(c) Sea x € X, h > 0y de la continuidad de T(t) tenemos

T(h)—1 1
(iL/S T(T):L‘dT:E/ [T(T + h)x — T(7)x]dr

h/ T—i—h)asz—;/tT( Jzdr

t+h
/ T(T)zdr — — / T)xdr
)
t t+h t
:[/ G wdT—l—/ xdT—/ T(7)xdr
h s+h S

_;waﬁmh—fTUmhiKMﬂﬂmﬂ

t<t+h

1 t+n
= —/ T(r)xdr — —/ T)xdrT,
hJt
tomando limite cuando h — Oy por la parte (b) se tiene
, T(h)—1T _
£%—7TfAT@mm_T@x—ﬂgm

t
Por otro lado, por la definicion de generador se tiene / T(r)xdr € D(A)y

A/ T)xdr =T (t)x — T(s)z.

(d) Seax € D(A)yh >0, se tiene

[ﬂﬂqu@x:VW+2_T®L:waﬂ2fﬂx

tomando limite cuando h — 0 (y como T(t) es continua) entonces T (t)x € D(A) y por otro lado

d+

AT(t)a ==

—T(t)x =T(t)Ax.
También tenemos, para 0 < h <ty M > 0tal que ||T(s)|| < M, Vs € (0,t), entonces

Tt)r —T(t—h)x
h

T(h)f;f - x) ~ Tt — h) Azt

FT(t — h)Az — T(t — h)T(h) Az

—T@Ax:T@—m<

:T@—m<h_x—Ax+Am—HMAQ,



luego, tomando norma se tiene

Tt)x—-T(t—h T(h)x —
H (t)z h( )x—T@ArgnT@—mnw(fx—Ax44Mx—T@Mﬂ0,
T _
gM(“f”—Ax+w%—Tmmm>,
L. (h)x —x
recuerde que el término . — Ax| es cero, pues x € D(A) y ||[Ax — T'(h)Azx|| es cero,

d- d-
“como T(t) es un Cy-semigrupo y por la parte (a). se tiene que d—tT(t)x y existe ET(t)ZE =T(t)Ax".

De esta manera se prueba que ¥t > 0y todo © € D(A), se tiene

d
STz = AT(t)z = T(t)Ax.

(e) La parte (e) demostraremos con los resultados obtenidos en (b) y (d).

Seax € D(A)ys,t > 0ypor(b)y(d) se tiene que

Tt)x —T(s)x = /St jTT(T)xdT = /St AT (T)xdr = /t T(7)Axdr.

s

1.2.17. Cerradura del generador infinitesimal de un C)- semigrupo
Definicion 1.2.26. Sean (X, Y) espacios de Banach 'y un operador A:D(A) C X — Y, diremos

que A es cerrado si dada una sucesion (x,,),en C D(A) verifica

lim z, =2z € X; lm Az, =y €Y, entonces v € D(A) también Ax =y.

n—oo

Observacion 1.2.11. “Notemos que si A es acotado, entonces también es cerrado. El reciproco, en

general no es verdad. Sin embargo; si D(A) = X, entonces A es acotado, si y sdlo si, es cerrado”.

Proposicion 1.2.7. Si A es un generador infinitesimal de un Co— semigrupo {T'(t)},, entonces

D(A), dominio de A, es denso en X y A es cerrado. (Felipe Alvarez, 2003).

prueba:

Para cada x € X, construyamos una sucesion (T,)nen C D(A) que converge a x. ¥n € N,
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1

definamos x,, = n/nT(s)xds. De la parte de c) del teorema 1.2.9, x,, € D(A) ¥ n > 0, y porla
0

parte b) del mismo teorema, se tiene

lim z, = lim n/ T(s) mds—hrn / s)xds =T(0)x = [z = x.

n—oo n—oo
Luego, x,, — vy x € D(A), Por lo tanto concluimos que D(A) = X
La linealidad de A es evidente.

La prueba del operador lineal cerrado, supongamos que (x,) € D(A), x € X, y € Y tales que

lim z, =z ; nh_>n010 Az, =y, probaremos que v € D(A) y Az =y.

n—oo

De la parte (e) del teorema 1.2.9, se tiene
t
T(t)zn — 2 = / T(t) Aznds (1.8)
0

Afirmacion T'(t) Az, — T(s)y, cuando n — oo, es continua uniformemente en intervalos acotados.
Para 0 < s < t, se tiene
IT(s) Az = T(s)yll = | T(s)(Azn — y)|
< [T(s)llll Az — vl
< Me"*|[Azy —
= Mte""||Az,, — y|| — 0, cuandon — oc.
Donde M, W son constantes de la proposicion 1.2.3, usando del resultado anterior y haciendo
n — oo en (1.8), se tiene

Tt —x= /OtT(t)yds.

Dividiendo parat > 0yt — 0y por la (b) del teorema 1.2.9, se tiene

T#)z —
lim ()x G [ /T Yyds = T(0)y = Iy =y

t—0 t—0 ¢t
como: x € D(A)y Az = y. Por lo tanto, A es un operador lineal cerrado.
“La siguiente proposicion nos garantiza la unicidad del semigrupo asociado a un generador infinite-

simal para semigrupos fuertemente continuos”.

Proposicion 1.2.8. Sean {T'(t)},-, ¥ {S(t)},>, dos Cy - semigrupos con generadores infinite-
simales A y B respectivamente. Entonces A=B, si y solo si, T(t)= S(t) Vt > 0. (Felipe Alvarez,
2003).
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prueba:
De la definicion del generador infinitesimal inmediatamente se tiene que si T(t)= S(t), ¥Vt > 0,
resulta que A=B.
Supongamos ahora que A=B. Sean x € X yt > (.
Definimos la funcion ¢, : [0,t] — X por ¢i(s) = T(t — s)S(s)x. Usando la parte(d) del teorema
1.2.9 y por la regla de la cadena, ¢.(s) es diferenciable, por tanto
L y(s) = [dT(t - s)] S(s)+T(t— s)iS(s)
ds ds

= —AT(t —s)S(s) +T(t — s)BS(s)

=—T(t—s)AS(s) +T(t — s)AS(s)

=0

como A=B. Entonces ¢; es constante en [0, t].

En particular ¢;(0) = ¢:(t). Es decir, T(t)x = S(t)x, Yo € X. “Ahora verificaremos, que la
propiedad es vdlida para x € X.Vx € X, tomemos la sucesion (x,,)nen en D(A) tal que x,, — x”.
Puesto que T(t) y S(t) son continuas, se tiene que T'(t)x,, — T(t)x y S(t)x, — S(t)x sin — oc.
Por tanto, T'(t)x,, = S(t)x,, Yn € N, luego se sigue T(t)x = S(t)x.

Finalmente, T(t) = S(t), Vt > Onm.

1.2.18. (- semigrupo de contracciones

Sea {T<t>}t20 un Cy- semigrupo de la proposicion 1.2.5 si tiene las siguientes constantes
w>0yM >11al que |T(t)|| < Me* Vvt > 0.
Si w=0, T(t) es uniformemente acotado y si M=1 se tiene Cy- semigrupo de contracciones, es decir
IT@®)| <1,t>0.
En esta seccion nos dedicaremos a la caracterizacion de los generadores infinitesimales de Cy-
semigrupos de contracciones. “Las condiciones para que el operador no acotado sea aproximado
por operadores continuos estd estrictamente vinculado a las propiedades del conjunto resolvente

del operador resolvente de A”.

Definicion 1.2.27. Sea H un espacio de Hilbert y A : D(A) C H — H un operador lineal; no

acotado en H, el conjunto resolvente p(A) de A se define como:
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p(A) = {\ € C : (\[ — A)lesinvertibley (\I — A)™' € L(H)} y al espectro de A como
0(A) =C\ o(A). Para X € p(A),

R(A) = R(\,A) = (M — A)~L, es llamado “ familia de operadores lineales acotados”.

(Garcia, 2018).

Observacion 1.2.12. “Todo operador A acotado o no, conmuta con el operador resolvente”.

Es decir,

AN —A) L= —-A)tA

Definicion 1.2.28. Sea H un espacio un espacio de Hilbert. Un operador A es disipativo si
Re(AX,X) <0,VX € D(A).

(Murfioz-Rivera, 2008).

Definicion 1.2.29. Sea A un operador lineal con p(A) # 0. Definimos para A € p(A) la regulariza-
da de Yosida de A por

Ay = AARMN:A) = NPR(\: A) = M\

Antes de establecer el teorema de Hille - Yosida, “demostraremos la siguiente proposicion que nos

ayudard en la demostracion del teorema de Hille- Yosida™.

Proposicion 1.2.9. Sea un operador lineal A : D(A) C X — X cerrado tal que D(A) = X y
que |[R(X : A)|| < 5 VYA > 0. Verificando las propiedades,

a) Iim AR(\ : A)z =z, Vo € X.
A—00

b) lim Ayx = Az, Vx € D(A).
A—00

c¢) Para cada \ > 0, A, es el generador infinitesimal de “un semigrupo de contracciones” unifor-

memente continuos (etAA)tZO en X. Mds atin se tiene que, Vx € X, A\, u >0
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e a — etup|| < t]|Ave — Azl
(Ullod, 2012).

Prueba:

(a) Sea x € p(A)y X\ > 0, entonces

R(OA: A) = (M — A)~!

(M — A) (\: A):
AR(A: A) — AR : A)
AR : A) — 1

AR(N: A).

Ahora para x € p(A) y usando la igualdad anterior se tiene

IAR(A: Az — 2| = |AR( : Az
= [|R(A: A)Ax||
= [[R(A: A)|.[| Azl

1
< X||Ax|| — 0, cuando A — oc.

luego, se sigue que \R(\ : A)x — x cuando A — oc.

Por otro lado, “sea x € X. Como D(A) = X, existe una sucesion (x,,)nen con valores en D(A)”.
Tal que z,, — x. Dado € > 0, existe n. € Ny L > 0;

€
entonces ||z, — z|| < oY Vn > ne y

IAR(A = A)pe — ;1:H< VA > L.

Para \ > L, se tiene

RO A)e = ] = AR\ A)( = 00) + XRO s A — 2]
= AR Al = el + AR : A
SAfsts=e

lo que prueba que )\lim RA: Az =z Vore X.
— 00
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(b) Para cada )\ > 0, de la regularizada de Yosida de A se tiene
Ay = MR A) = MM — A= XR(A: A) = M = AR(A: A)A.

Sixz € D(A), se tiene
Ayr = AAR(A: A)x = AR(\: A)Ax

lo que equivale

Ayx — Ax = AR(N : A)Az — Az

usando la parte (a), y la definicion de A,,
lim Az = Az,Va € D(A).
A—00

(c) Es evidente que Ay es un operador lineal acotado y por la proposicion. 1.2.3, “también
es el generador infinitesimal de un semigrupo uniformemente continuo {Tx(t)},.,”, dado por

Ty (t) = e, esto por el teorema 1.2.8 parte (a), y por la hipétesis tenemos

ITA@)] = [le" |
Het)\272(>\:A)€—/\tH

— €—>\t6>\2t||R(A:A)||
< e MeNH|R(N: Al
< e MM =1,
“El resultado anterior demuestra que {T\(t)},, es un Cy- semigrupo de contracciones”. Por las

definiciones se tiene que Ay, A, ety et conmutan, y como t — Thx es diferenciable, y por la

parte (c) de la proposicion 1.2.8, tenemos
ITA()z — Tu(t)z]| = |ea — e

Ld
/0 % [etsA,\et(l—s)Aum} ds

1
< / HtAAetsAAetu—s)Aul, - tAuetsAAet(l—s)Aﬂx
0

’ds
< /Olt HetSA*et(l’s)A“(AAx - Au37)H ds
< /01t||AAx ~ Auzlds

T3z = Tu(t)z| <t Are — Ay
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Teorema 1.2.13. Sea {S(t)},. un Co-semigrupo en un espacio de Banach X, tomando los cons-
tantes w € Ry M > 1tal que ||S(t)|| < Me™, ¥t > 0. Para el generador (A, D(A)) se cumple lo
siguiente:

a) Si A € Ctal que R(N\) := [5° S(s)mds existe Vm € X, entonces A € p(A) con

R(M\A) =R(N).

b) Si R\ > w, entonces \ € p(A) y la resolvente viene dada por la integral de (a).

c) IR(A A < = VRA > w.

RN —
La parte a) se denomina representacion integral del resolvente. “Por supuesto, esta integral se

entiende como una integral impropia de Riemann”, es decir; (Ullod, 2012).

t
RN, A)ym = tlim e S(s)mds, Ym € X.
0.Jo
Notacion: R(\, A) = [5° e 25 (s)ds.
Prueba: (a) Vamos a verlo primero para A = 0. Sea m € X arbitrarioy h > 0,
S(h)—1 S(h) — I roo
— 5 Om = ——
1 oo
:E/ s+hmds——/ s)mds

h/ mds——/o S(s)mds

=5 S( ymds

S(s)mds

Tomando t — 07 se tiene R(0)m € D(A), Vm € X, es decir, rang(R(0)) € D(A) y ademds
AR(0)=-1. Luego para m € D(A), tenemos

hm/S ymds = R(0)m

t—o00

lfim A S( ymds = hm/ S(s)Amds

t—o00

=R(0)Am
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definamos V (t) = [¢ S(s)mds, como el operador A cerrado, tenemos

Jim V(£) = R(0)m

tliréloAV(t) =R(0)Am

entonces se tiene que

—Im = AR(0)m = R(0)Am.
Asi, R(0) = (—A)~! = R(0, A).

”Ahora probemos que para un \ € C cualquiera que verifique la hipotesis se realiza el mismo

proceso tomando el semigrupo S(t) = e MT(t) con generador B = —\”, D(B)=D(A) y en tal
caso se tiene R(\) = (—B)™' = (A — A)7L = R(), A).
(b) Si R(\) > 0, veamos que existe

para todo m € X. Se observa

o —As < > —As
| [ S(symds| < [ “leIS(s)mllds

o0
< / e RA Mevs||m)|ds
0

= ]\4||m||/0 RN s < 00

ya que w — R(\) < 0, y de esta manera se prueba del resultado de (a).
(c) Si R(\) > w, entonces A € p(A) y asi

R\, A)ym = /Ooe_’\SS(s)mds.
0

Luego,

IRO, Aymll < M|l [~ et ds
0

M{m]| .
R\ — w "

IR(A, A)m]| <=
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1.3. Teorema Hille - Yosida

“El siguiente teorema establece una condicion necesaria y suficiente para que un operador

no acotado A sea el generador infinitesimal de un semigrupo Cy- de contracciones”.
Teorema 1.3.1. (Hille - Yosida)

Sea ‘H un espacio de Hilbert y A un operador lineal no acotado es generador infinitesimal
de un semigrupo Cy de contracciones, siy solo si,

a) A es cerrado 'y D(A)="H.

b) (0,00) C p(A)y |[R(A: A)| < i\, para todo \ > 0. (Pazy, 1983).

Prueba del teorema de Hille - Yosida: necesidad

Supongamos que A es el generador infinitesimal de un semigrupo de contracciones (T)(t))i>o0 en
H.

Prueba de (a). Por la proposicion 1.2.7, “A es un operador cerrado y su dominio es denso. Por
tanto satisface la condicion (a) del teorema de Hille - Yosida™.

Prueba de (b). Dado \ > 0, presentamos a R(\) = (M — A)™! como candidato definido en el

teorema 1.2.13, de la parte (a).

t
RNz = lim | e MT(t)zds, Ve X.

t—00,/

“Como t — T(t)x es continuo y uniformemente acotado, pues || T (t)x|| < ||z||, la integral de la
resolvente se puede extender como una integral de Riemann” y también define a un operador lineal

acotado que verifica
IRz = H / e‘”T(t)xdtH
0

< [TeTityed
0

1
< <zl

ast, se tiene que R(\) € L(X) y que |R(N)|zcx) < 5 VA > 0. Por otro lado, para A > 0, v € X
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y h > 0 se tiene

T(h) -

— == / e MT(RT(t)rdt - 1 / e () wdt
- f/ MIT(t+ h)e — T(t)z]dt
hJo
1 r oo oo
=7 / e AT () adt —/ e_’\tT(t)xdt]
0
17 00
=5l / t)zdt —/ e_’\tT(t)xdt]
0
17 h 0o
=— / t)xdt — e’\h/ e MT(t)zdt — / e’\tT(t)xdt]
h | 0 0
M oo
= adt — — [ e MT(t)adt,
0

cuando h — 0 la parte derecha converge a )\R()\)m — 2. Asi, Vo € X yVA >0, R(\)z € D(A)y
que AR(N)x —x = AR(N)x — x; es decir,

(M —ARNzx == (1.9)

Para que R(\) sea la inversa de NI — A, “falta ver qué pasa cuando opera por la parte izquierda”.
Para x € D(A) se tiene
RN Az — /0 ST (t) Awdt

= /0 OOeMAT(t)xdt,

— A /0 TN ()t

= AR(\)z,
En la dltima igualdad usamos lo siguiente T(t)Ax = AT(t)x, YVx € D(A). Puesto que A es
cerrado, y de la convergencia de la integral impropia anterior tenemos

Joe e MAT ()adt = A [§° e MT(t)xdt = AR(N)x. Luego R(N\) y A conmutan sobre D(A), junto

con (3.1) entonces
RA)M — A)x =z, Yz € D(A). (1.10)

De las ecuaciones (1.9) y (1.10) vemos que R(\) es la inversa de \I — A.
Por lo tanto, (0, +00) C p(A) y [R(N)]| < 5 VA > Om.

Prueba del teorema de Hille - Yosida: suficiencia
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Ahora supongamos que (a) y (b) se cumplen. Sea (T'(t))i>0 y Ax como en la proposicion 1.2.9,

Vo € D(A), tenemos la siguiente desigualdad para A > 0y 1 > 0

et — etAug

| = IT5(t)z = Tu(t)x]|
< s — Ayl
< t||Ayx — Ax| + t]|Ax — Ax||,

por la proposicion 1.2.9, (e'4);>q convergente en X, si \ — 0o y converge uniformemente sobre
intervalos acotados [0,T]. “Como D(A) es denso en X'y (€"4);>q es un semigrupo de contraccio-
nes”, asi concluimos que (e!*)y>¢ es convergente, Vx € X.

En efecto:

seax € X, t € [0,a] cona > 0; fijandoy € D(A)y \g > 0, tales que ||x — y|| < ey
He“‘*x _ etA“xH _ HetAA(:l:—y)—etAAy—&—etA#y—&-etAuy—etAﬂxH
< le"Ma = y)ll + ety — e eyl + ey — ey
< e llz = yll + e + le"> |z — g
<2||lz — y|| + € = 3¢,
como € > 0, con ello se prueba la afirmacion.

Definamos la familia de operadores (T (t):>o, para x € X por

T(t)e = lim Ty(t)z = lim e, (1.11)

A—00 —00

Es evidente que T(t) es un operador lineal en X, ¥Vt > 0. Tenemos que T(0)= I,

1T ()|l = < ||z

lim ez
A—00

>

significa que T(t)x < 1, Vt > 0 en consecuencia, ('**);>q es de contraccion.

A continuacion se prueba que (T(t)):>o es un Cy - semigrupo en X y que A es su generador
infinitesimal. por otro lado vemos que T(0)x=x, Vx € X. Para probar T(t+s)=T(t)1{(s), sean v € X
y s,t >0, entonces T(t + s)x = AH_}rEOeSA*etAMU.

De la igualdad,
|esMetr g — T(s)T(t)z|| = ||esPx(etPa — T(t)x) + ST () — T(s)T(s)z|
< e lle“Pa = T(t)z| + lle* DT () — T(s)T(t)x||

< [le“bz = T(t)z] + [|esD T )z — T(s)T(t), |
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cuando N — oo se tiene e ety — T(s)T(t)x, lo cual prueba que T(s+t)= T(s)T(t). Ahora,
como ez converge uniformemente para t € [0,a), a > 0; vemos que T(t)x es una funcién
continua en [0, a]. Por lo tanto, ” (T'(t))>o es un Cy - semigrupo de contracciones”.

Para terminar la prueba, bastard probar que A es el generador de (T (t)):>o.

Para x € D(A) yt > 0, se tiene la siguiente desigualdad

lesM Aye — T(s)Ax|| = ||e? — esM Az + e — T'(s) Ax||
= [ Az — Az) + (e — T(s)) Ax||
< e (Axz — Az)|| + [[(e" — T(s)) Az
< el Axe — Az[| + [[(e"™ — T(s)) Az
< [l Axz — Az + ||(e* = T(s)) Az]],

cuando \ — oo, se sigue que e*» Ayx “converge uniformemente para s en intervalos acotados

para T(t)Ax”. Usando la ecuacion (1.11) y el teorema 1.2.12 parte (e), se tiene

Tt —x 1
= —lim (' — 2)
t tA—o0
1
= —lim e Ay xds,
tA—o00Jo

de donde concluimos, para

Ttr—x 1 oo (1.12)

Sea B el generador infinitesimal de (T'(t)):>0. Entonces la convergencia TxAyx — T (t) Az, es
uniforme en intervalos acotados para t. “Parat — 0 en (1.12), se tiene que x € D(B) y que
Bx = Ax”. Porotro lado A C B, D(B) C X — X es una extensionde A, y D(A) C D(B).
Pero por hipdtesis, 1 € p(A) y por la condicion necesaria 1 € p(B), tenemos que

(I —A)D(A) = X = (I — B)D(A), asimismo (I — B)D(A) = X = (I — B)D(B), luego
D(B) = (I — B)"'X = D(A), esto significa que A=B en X.

Por lo tanto, “ A es el generador infinitesimal de un Cy - semigrupo de contracciones” g.
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1.3.1. Teorema de Lummer - Phillips

A continuacion, presentaremos otra caracterizacion de los generadores infinitesimales de
los Cy - semigrupos de contracciones, el teorema de Lummer - Phillips el cual resulta de mucha
utilidad en espacios de Hilbert y otros espacios como los espacios LP, “lo cuial serd utilizado
para obetener la existencia y unicidad de soluciones de los modelos disipativos y serd de mucha

importancia para las secciones siguientes”.

Definicion 1.3.1. Sea X un espacio de Banach real o complejo y X* su dual topologico. El valor de
x* € X* enx € X estd dado por (z*,x) o (x, x*). Definimos el conjunto dual F(x) C X* por
F(x) ={2" € X*: Re(z",x) = |[z]* = [la"[*},

“por el teorema de Hahn - Banach, Vx € X existe f € X* tal que (z, f) = ||z| y || f]|« =1".
Entonces ©* = ||x|| y se tiene ||z|| = ||x*||. y también se cumple

(z,2*) = ||z||(z, f) = ||x||?, en consecuencia, Vx € X, F(z) # (. (Raposo, 2012).
Definicion 1.3.2. Un operador A : D(A) C X — X es disipativo, si para todo x € D(A) existe
x* € F(x) tal que

Re(Ax, z*) < 0. (Raposo, 2012).

Observacion 1.3.1. En espacios de Hilbert, “una consecuencia del teorema de representacion
de Riesz y de la convexidad estricta es que © € F(x) es el vinico elemento en el conjunto de
dualidad”; es decir, en un espacio de Hilbert un operador lineal A es disipativo si Re((Az,z)) <0
Va € D(A). “Esta identidad se suele utilizar como definicion del operador disipativo en un espacio

de Hilbert”.

Ejemplo 1.3.1. Consideremos el espacio de Hilbert H = L*([0,1];R) y el operador
A:D(A) CH — Hdonde A(x) = 42y D(A) = {z € H'([0,1];R) : 2(0) = 1}. Entonces,

Re(Aw, o) = (Az,z) = /le(t):c(t)dt - Leoy=o

Proposicion 1.3.1. Un operador E : D(E) C X — X es disipativo, si¥ m € D(E)yV\ > 0 se

verifica lo siguiente
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|(A — E)m|| > A||m||. (Raposo, 2012)
Prueba:
Supongamos que E es disipativo 'y sea m € D(FE). Si m=0, la desigualdad es inmediata.

Ahora probemos param # 0y A > 0, sea m* € F(m) tal que Re(Em,m*) < 0, entonces se tiene

AL = E)ml| = ||xm — Em][||2"]]
> Re(Am — Em,m")
= Re(Em,m*) — Re(Em,m")
= Allml|[* = Re(Em,m”)
= Aljm|f?
de donde,
[(AL = A)ml| = A[[m]].

Reciprocamente, sea m € D(E) y supongamos que para X > 0 (donde m # 0)

[Am — Em]| = Aljm]].

A
Seays € F(Am — Em)y 2z} = Tl entonces ||z5|| =1y
pNIE

Allml[ < [[Am — Em||
— (- Em, 2})
= X(m, z}) — (Em, z3)
= ARe(m, z3) — Re(Em, z3)
< Allm[| = Re(Em, z3)

luego,

(1.13)
Re(Em, z35) <0

, (1.14)
Re(m, z5) = |lml| = 3|[Em]|.
Como la sucesion (z3})xen estd contenida en una bola unitaria en X*, y es compacta para la topo-

logia débil *, “entonces existe una subsucesion (que estamos denotando por (z})en) que converge

a un cierto z* para ésta topologia”. Al pasar al limite (1.13) y (1.14) tenemos Re(Em,z*) <0y
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Re(m, z%) > |m].
pero como

’

Re(m, z7) <[(m,z")| < [[m

entonces (m, z*) = ||m|| y [|z*] = 1.
Tomando m* = ||m||z*, tenemos que m* € F(m) es decir, (m,z*) = ||m|? = |[|m*|* y
Re(Em, z*) < 0. Se tiene, Vm € D(E) existe m* € F'(m) tal que Re(Em, m*) < 0.

Por lo tanto, E es disipativo g.

Proposicion 1.3.2. Sea A : D(A) C X — X un operador disipativo. Si Im(XgI — A) = X para

algiin Xy, se verifica

a) A es cerrado.
b) Im(\oI — A) = X, Y\ > 0. (Felipe Alvarez, 2003).
Prueba:

(a) Como Im(Nol —A) = X y||(Aol — A)z| > oz

, Vo € D(A), entonces se tiene Ay € p(A).
“Luego (Ao — A)™! es un operador lineal acotado y por lo tanto cerrado”, de donde \gI — Ay A
resultan cerrados.

(b) Consideremos el conjunto

A={\>0:Im(\ — A) = X} vamos a probar que A es un conjunto abierto 'y también cerrado.
Es claro que A # ), pues Ny € A,

A es abierto en (0, 00).

En efecto:

sea A € A. Como Im(A\ — A) = X y |[(AM — A)z|| > A||z|| para todo x € D(A), se tiene que
A € p(A), el cual es abierto, luego existe 6 > 0 tal que (A — 6, A + ) C A.

A es cerrado en (0, 00).

En efecto:

sea (Ap)nen € A tal que N\, — X\ > 0. Para caday € X yn € N existe x,, € D(A) tal que
ATp — Az = .

Luego Vn € N, se tiene

1
< 5w = Azl = 30 <k
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para algiin k > 0.

Ademds,

1
[Zn — Zm| < TH)‘m(xn — Tm) — A(Tn — ) ||

1
)\—H—(/\mxm — Axy) + (Mazn — Azy) + (A — M) 2|
1
- s,

“como (A\p)nen es de Cauchy, también lo es (T,)nen ¥ por lo tanto converge a algiin x € X 7.
Entonces se tiene, Ax,, — Ar — y cuando n — oo. Puesto que A es cerrado, x € D(A) y
(M — A)x = y entonces podemos concluir que \ € A.

Ademds, (0, 00) es conexo, por lo tanto A = (0, 00)m.

Observacion 1.3.2. “Si A es un operador lineal, \ € p(A) entonces \I — Ay A son operadores

cerrados’.

Teorema 1.3.2. Sea X un espacio de Banach y A un operador lineal (no acotado), disipativo y con
dominio denso en X. Si 0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de un Cy - semigrupo de

contracciones.
Demostracion. Ver (Renardy, 1993) Teorema 2.12.3, pdg. 88.

Teorema 1.3.3. Si A es un generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable para todo x € X
el problema de valor inicial tiene solucion vinica cuando xo € D(A).

Demostracion. (Pazy, 1983), teorema 1.4, pdgina 104.
Teorema 1.3.4. (Lumer Phillips)

Sea A un operador lineal con dominio denso D(A) en el espacio de Banach X.
a) Si A es disipativo y existe \y > 0 tal que Im(\gI — A) = X, entonces A es un generador infinitesi-
mal de un Cyy - semigrupo f de contracciones en X.

b) Si A es generador infinitesimal de un Cy - semigrupo de contracciones sobre X, entonces
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Im(N\gI — A) = X, YA > 0y A es disipativo. También se tiene, Vx € D(A) y V¥ z*F(x), se verifica
Re(Ax,x*) < 0. (Pazy, 1983).

Prueba:

(a) Por la proposicion 1.3.2, A es cerrado 'y (0,00) C p(A) y (z,)nen es una sucesion de Cauchy y
siendo A un operador cerrado, tenemos A\x — Ax =y, por lo tanto Im(A\ — A) = X YA > 0.

Por otro lado utilizando la proposicién 1.3.1, el operador (\I — A)~! es continuo y

1
x| < XH()\I — A)z||, para todo x € D(A),

1 el
I = 4) ] < Sl = AT = A) e = =

por tanto, |R(A: A)|| < i VA > 0.

Por hipdtesis, el D(A) = X es denso entonces por el teorema de Hille - Yosida se concluye que A
es un generador infinitesimal del Cy- semigrupo de contraccion.

(b) Para mostrar que A es dispativo, “supongamos que A es el generador infinitesimal de un C -
semigrupo”. Ademds por Hille - Yosida se cumple (0, 00) C p(A) y por tanto, Im(A\ — A) = X
para todo \ > 0.

Sea v € D(A)ya* € F(x) se tiene

(T(t)z, a*) < | TE)l[lz* =]

en consecuencia,

Re(T(t)r — z,2*) = Re(T(t)x,z*) — ||z||* <0

realizando la division por t > 0 al vltimo resultado y pasando al limite cuando t — 0, se obtiene

T(t)xr —
Re(Ax,x*) = Re(%ii%w,x*> < Om.
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CAPITULO II: METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

2.1. Tipo de investigacion

Segiin (Hernandez, 20006) el tipo de investigacion en esencia, se trata de la forma que
puede adoptar un estudio de acuerdo a ciertos aspectos que lo definen, podemos mencionar los
objetivos del estudio, la profundidad, la manipulacion de las variables y el tipo de inferencia, los
tipos de investigacion seguin su metodologia son: Segiin su objetivo (bdsica o aplicada), profundidad
(exploratoria, descriptiva y explicativa) y segiin los datos (cualitativa - cuantitativa), etc.

Segtin (Bermeo, 2011), sostiene “la investigacion bdsica es parte de un marco teérico y permanece
en él. Su finalidad es formular nuevas teorias o modificar las existentes, e incrementar los conoci-
mientos cientificos o filosdficos sin contrastarlos con aspectos prdcticos”.

De acuerdo a esta definicion nuestro caso en el trabajo de investigacion, revine condiciones para ser
calificado como una investigacion de tipo bdsica, se partio de un marco teorico y la formulacion
del hipotesis de la investigacion como respuesta al problema planteado, de esta manera arribar a
las conclusiones.

En los ultimos afios los modelos matemdticos, relacionados con procesos dependientes del tiempo ha
capturado la atencion de los cientificos, en el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales que
representan fenomenos fisicos tales como: mezcla de materiales termoviscoeldsticos, ecuacion de
la onda con amortiguamiento, etc. En nuestro caso tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

parciales asociado a temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt dada por:
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PrUg — Q11U — Q12Wez — b11Uszs — D1oWaay + (U — w) + ay (uy — wy)

—k10,, — 160 =0, (z,t) € (0,L) x (0, 00);

P2Wyt — Q12Uzy + A22Wey — b1oUagr — b22Wyey — a(u — w) — 1 (uy — wy)

—kobrw — P20 =0, (z,t) € (0,L) x (0, 00);

(%) ey — kb + k1tigar + kowey + By + Bowy = 0; (x,t) € (0, L) x (0, 00).
(Condiciones iniciales)

u(z,0) = ug, ug(z,t) = uy, w(z,0) = wy, w(z,0) = wy, 0(x,0) = bp;x € (0, L).
(Condiciones de frontera)

u(0,t) = u(L,t) = 0,w(0,t) = w(L,t) =0,0(0,t) = O(L,t) = 0;t € (0,00).

Nuestro estudio es la existencia y unicidad de la solucion del sistema asociado a temperatura
y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt, esto es, en el capitulo 3 en la seccion 3.1.1

demosetraremos la existencia y unicidad de la solucion del sistema ().

2.2. Nivel de investigacion

Segiin (Hernandez, 2006), los niveles de investigacion son: aplicativo, predectivo, rela-
cional, exploratorio, descriptivo y explicativo. Las investigaciones explicativas se caracterizan
por estudiar de forma puntual un fenémeno que no se habia estudiado antes, y que no se habia
explicado bien con anterioridad.

e De acuerdo a esta definicion en nuestro caso, el estudio de la existencia y unicidad de la solucion
del sistema asociado a temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt, no estd
explicado detalladamente en un trabajo anterior. En ese sentido donde existe una pequeiia cantidad
de informacion en el marco teorico proporcionamos el conocimiento teorico y detalles sobre el

desarrollo del estudio. Por ello el trabajo de investigacion tiene el nivel explicativo.

2.3. Diseiio de investigacion

Segiin (Arias, 2006) en cuanto a los tipos de investigacion, existen muchos modelos y

diversas clasificaciones: segiin el nivel, disefio y propdsito. Segiin (Naupas P., 2014) se clasifica
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por su diseiio en: documental, experimental y de campo. Segiin (Martins, 2012) y (Naupas P, 2014)
es un proceso basado en la biisqueda, recuperacion, andlisis, critica e interpretacion de datos
obtenidos y registrados en diversas fuentes documentales: impresas, audiovisuales o electrénicas.
Su propaosito es el aporte de nuevos conocimientos.

e De acuerdo a esta definicion en nuestro caso recopilamos y seleccionamos informacion a través
de la lectura de documentos, libros, revistas cientificas, bibliografias, etc. Asi para cumplir con el
objetivo de la investigacion. Por ello el diserio de investigacion utilizado en el presente trabajo es

documental.

2.4. Poblacion y muestra

e Poblacion

Segiin (Arias, 2006), la poblacion (o poblacion objetivo), “es un conjunto finito o infinito de
elementos con caracteristicas comunes para los cuales serdn extensivas las conclusiones de la in-
vestigacion” ademds, segiin (Naupas P, 2014), se acostumbra a diferenciar dos tipos de poblacion:
poblacion objetivo que es la poblacion total pero no disponible, la poblacion accesible que es la
disponible y la que sirve a la investigacion.

De acuerdo a esta definicion en nuestro caso la investigacion es netamente abstracto, por ello no
existe la poblacion en la que interactuan; cabe aclarar que, nuestro estudio esta inmerso dentro
del espacio de Hilbert y espacio de Banach; espacios abstractos con sus caracteristicas que no
concuerda con la definicion metodologica de la poblacion

x Un espacio vectorial normado completo se dice un espacio de Banach; es decir.

X={ Sipara todo (z,,)n>1 C X de Cauchy, existe x € X /x,, — x} (Dieudonné, 1981).

x El espacio de Hilbert H.:

H = { Si para todo (z,)n>1 C H de Cauchy, existe v € H /x, — x}. (Yosida, 1973).

60



e Muestra

Segtin (Arias, 20006), la muestra es un subconjunto representativo y finito que se extrae de
algunas variables o fenomenos de la poblacion; por tanto, refleja las caracteristicas que definen la
poblacion de la cual fue extraida, lo cual nos indica que es representativa; segun (Arias, 2006), una
muestra representativa “es aquella que por su tamaiio y caracteristicas similares a las del conjunto,
permite hacer inferencias o generalizar los resultados al resto de la poblacion con un margen de
error conocido”.

Segiin (Herndndez Sampiere, 2014), resalta que en una investigacion no siempre se tiene una
muestra, como es el caso en un censo en donde se incluye “todos los casos (personas, animales,
plantas, objetos) del universo o la poblacion”.

e De acuerdo a las definiciones anteriores, no existe la muestra, pues en nuestro estudio no se

puede inferir o generalizar los resultados. Puesto que no existe la poblacion.

2.5. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Segiin (Useche M., 2020), en el proceso proceso de investigacion cientifica se utiliza técnicas tales
como: la entrevista, observacion, revision documental, encuesta, fichas y otros.

Instrumento: (Useche M., 2020), lo define como el “conjunto de preguntas o items acerca de un
problema determinado, objeto propio de la investigacion, cuyas respuestas se han de contestar por
escrito.

De acuerdo a la definicion anterior el instrumento utilizado para la recoleccion de datos fue ficha
de registro o de demostracion.

Técnica : (Useche M., 2020), tomando en cuenta la diversidad de criterios, la recopilacion de las
técnicas de recoleccion de datos mayormente utilizadas, con los instrumentos que corresponden
a cada una de ellas, a saber: encuesta, entrevista, sesion en profundidad, observacion y revision
documental.

Por la definicion anterior, en la investigacion se utiliza la técnica de revision documentaria o
bibliogrdfica, pues en este trabajo recopilamos y seleccionamos informacion a través de la lectura

de documentos, libros, revistas cientificas, bibliografias, pdginas web, paper, etc.
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2.6. Técnicas de procesamiento y analisis de datos

El procesamiento se realizo de la siguiente manera.

1. Se tiene la ecuacion diferencial parcial.

PLUt — A11Ugy — A12Wae — b11Ugar — D1oWaay + (u — w) + ay (uy — wy)

—k10,, — 510 =0, (z,t) € (0,L) x (0,00);

P2Wit — 12Uy + AWy — D12Usgy — DaoWygy — a(u — w) — g (uy — wy)

—kobpw — P2 =0, (z,t) € (0,L) x (0, 00);

Oy — kOrp + k1t + kowegr + Brug + Powy = 0; (z,t) € (0, L) x (0,00).
(Condiciones iniciales)

u(x,0) = ug, u(x,t) = uy, w(z,0) = wy, wi(x,0) = wy, 0(z,0) = p;z € (0, L).
(Condiciones de frontera)

w(0,8) = w(L,t) = 0,w(0,£) = w(L,t) = 0,0(0,£) = O(L,t) = 0; ¢ € (0, 00).

2. A partir de la ecuacion anterior, se construye el problema de Cauchy abstracto.

d

U(0) = Uy, ¥t > 0.

donde A es un operador diferencial no acotado.

3. La prueba de la existencia y unicidad de la solucion del problema de Cauchy abstracta; consiste en
demostrar, que el operador A es el generador infinitesimal de un Cy - semigrupo de contracciones.
Mediante técnicas y teoremas matemdticas se demuestra que D(A) es denso en H, A es disipativo;
es decir, el producto interno de la parte real debe ser negativo; luego, 0 € p(A) para ello se verifica

que A es inversible y A~ es acotado.
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2.7. Variables e indicadores

VARIABLES DEFINICION OPERACIONAL DIMENSION INDICADORES
VARIABLE INDEPENDIENTE: Con- El presente trabajo nos permite realizar
diciones de la solucién del sistema aso- un estudio cientifico bésico, desde el pun- 1 . DA)=™H 1 . Uso de andlisis funcional

ciado a temperatura y porosidad en una

mezcla de tipo Kelvin-Voigt

to de vista tedrico y practico

2. A es disipativo

3. 0ep)

4. A es el generador infinitesimal

2. Uso de espacios de Sébolev

3 . Uso del espacio de Hilbert

VARIABLE DEPENDIENTE

DEFINICION OPERACIONAL

DIMENSION

INDICADORES

Existencia y unicidad de la solucién del

sistema asociado a temperatura y porosi-

dad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt

El trabajo desarrollado estd en la linea

de investigacion de ecuaciones diferen-

ciales parciales, los resultados obtenidos

pueden ser aprovechados en el estudio de

la estabilidad exponencial del sistema en

estudio y por los diferentes dreas como:

fisica, quimica, ingenierfass, etc.

1 . Teorema 1.3.2

2 . Teorema 1.2.5

3 . Teorema 1.3.3

1. Condiciones adecuadas de
los teoremas usados en el

presente estudio

2. El dominio donde se realiza

las demostraciones
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CAPITULO III: RESULTADOS Y DISCUSION

3.1. Existencia y unicidad de la solucion del sistema asociado
a temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin -
Voigt

En este capitulo queremos enfatizar el estudio de forma analitica, de un problema asociada
a un sistema lineal para la interaccion entre la temperatura y campos de porosidad de tipo Kelvin -
Voigt. La teoria de las mezclas porosas ha sido investigada por varios autores: (Quintanilla, 2005),
(lesan and Nappa, 2008), (Martinez, 1995) y el modelo considerado ha sido tratado por los autores
(lesan and Quintanilla, 2007), propuesto segiin (Muiioz R. J., 2011), se tiene un sistema de tres

ecuaciones dada por:

pPrR1Uy — @11y — @12Wer — b11ULe — D12Waay + @13U + a1qw + biguy + brgwy

—k10y — 10 = 0; (x,t) € (0,L) x (0,00)

Pokawy — 12Uy — A20Way — b21Usgar — D2oWapr — Q14U + Q4w + boguy + bagwy (3.1)
—kolyr — 520 = 0; (z,t) € (0,L) x (0, 00)

by — Kby + k1Upet + koWaar + Pruy + Powy = 0; (x,t) € (0, L) x (0,00).

A continuacion describimos el problema.

Para estudiar la existencia y unicidad en la interacion entre la temperatura y campos de porosidad
definida en el intervalo (0, L) tenemos los siguientes datos. x € (0, L), t€ (0,00), la funcion
u=u(x,t) y w=w(x,t) representan el campo de friccion en el tiempo t y 0(x,t) representa la diferencia

de temperatura entre el estado real y de referencia. Los 24 parametros del sistema (3.1) son:
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P3, kis K, Bi, aij, bij, con i=1,2; j= 1, ..., 4; a12 = ag1,a23 = a14 y ¢, k, representan coeficientes
constitutivos. Sin embargo, con los supuestos de la simetria, podemos hacer algunas simplificacio-
nes como: pky = p1y pyka = pa.

En segundo lugar, asumiremos la simetria de B = b;; por tanto, biy = b.

Tercero, asumimos las siguientes relaciones de simetria que simplifican los coeficientes constitutivos
' =¢€2 = &3 es decir, « = ay3 = agy = —ayy. Finalmente, las tasas del campo de porosidad lo
resumiremos en los pardmetros oy = biz3 = —byy = —bag = boy.

En el presente trabajo de investigacion, las ecuaciones que gobiernan son los campos u,w y 0 en

ausencia de cargas corporales estdn dadas por el sistema,

PLU — A11Ugy — A12Wae — D11Ugar — D1oWeay + a(u — w) + ay (uy — wy)

—k10, — 510 = 0; (x,t) € (0,L) x (0,00)

P2Wit — Q12U — A22Wag — D1 Uyt — b22Wagy — (u — w) — g (up — wy) (3.2)
—kobpe — (20 = 0; (z,t) € (0,L) x (0,00)

by — kOpy + k1Upyr + kowyyr + Bruy + Powy, = 0; (z,t) € (0, L) x (0,00).

Estudiaremos el sistema (3.2) con las siguientes “condiciones iniciales”:

u(z,0) = ug, ue(x,0) = uy, w(z,0) = wy, wi(x,0) = wy y 8(z,0) = 6y, v € (0,L)
y las “condiciones de frontera”:

u(0,t) = u(L,t) =0, w(0,t) = w(L,t) =0y 6H(0,t) =60(0,L) =0, t € (0,00).

A continuacion tenemos el sistema de estudio con condicion inicial y de frontera.

P1Uy — Q11 Ugy — G12Was — b11Ugar — D12Wasy + (U — W) + ay (up — wy)
—k10z0 — 516 = 0; (2,t) € (0,L) x (0, 00);
P2Wit — A19Uzy + A22Wap — D12User — b2oWagy — a(u — w) — ay(uy — wy)
—kablae — 20 = 0; (2,1) € (0, L) x (0, 00);
by — kb,y + k1tggr + kowaay + Brug + Powy, =0, (x,t) € (0, L) x (0,00). (3.3)
w(z,0) = ug, ug(z,t) = ug, w(r,0) = wy, w(z,0) = wy,0(x,0) = by;
€ (0,L) ...(Condiciones iniciales)
u(0,t) = u(L,t) = 0,w(0,t) = w(L,t) =0,0(0,t) =0(L,t) = 0;

€ (0,00) ...(Condiciones de frontera).
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Podemos ver que el sistema (3.3) es equivalente al sistema (0.1)

Asumiremos que p1, pa, ¢, K, a y g son constantes positivas. Considerando el acoplamiento tene-
mos (8% + B2)(k? + k3) # 0. La matriz A = a;; es simétrica y definida positiva, B = b;; # 0 es
simétrica y definida no negativa; es decir, ay; > 0, a11a20 — a3y > 0,011 > 0, b11boy — b2, > 0.

A partir de la ecuacion (3.3) tenemos la siguiente ecuacion equivalente.

Q@ «
Ugp = ;(a11u + appw + biyug + bigw; + k10) 4 — ;(U —w) — p*l(ut —w) + fle
1 1 1 1
1 « o
Wy = ;(mgu + agow + biguy + bogwy + ko) p + ;(U —w) + p—l(ut —wy) + 529 (3.4)
2 2 2 2
1
975 = *(k‘g — k‘lut — k’Q’LUt)xx — &Ut — @wt.
c c c

“La teoria de semigrupos se desarrolla a partir de ecuaciones de primer orden en el tiempo. Para
grup p p p

esto es necesario convertir el modelo anterior a un sistema de primer orden”. En tal sentido

consideremos la siguiente notacion vectorial,

Denotemos U(t) = U(x,t)

u=u(x,t) g
w = w(x,t) w
Ut) = Uxt) = | v=u(z,t) |;derivando se tiene (ZU(t) = CZU(JL‘, )= v
n=n(z,t) Tt
0 =0(x,t) 0,

En el transcurso del estudio por simplicidad usaremos la notacion U (t) en lugar de U(x, ).
Por otro la la expresion dada en (3.4) no es un operador autonomo y por lo tanto, no se puede
aplicar la teoria de semigrupos directamente. Para ello transformaremos (3.4) en una ecuacion

autonoma introduciendo nuevos variables,

V= Ut — UVt = Uyt (35)
N =W — N = Wyt Vvt > 0.
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Reemplazando la ecuacion (3.5) en (3.4) se obtiene la siguiente ecuacion.

U =V
Wy =1
1 oY ay By
V¢ = —(allu + aj2W + b11U + 61277 + kle)xx — 7(’& — 'LU) — 7(1) — 7’]) —+ 79 (36)
pll P1 P1 gl
a a
ne = ;(alzu + agw + biav + baon) + kb)) + ;(u —w) + ;1(@ —n)+ p2
2 2 2 2
1
0 = —(kO — kv — kan)ww — @v — @77.
¢ c c

Sea U(t) = (u,w,v,n,0)T; y su derivada es d

U(t) = (Ut, We, Vg, T, et)T'

dt
Expresando en forma matricial el sistema anterior.
v
e 1 ! « « 153
w —(a11u + a12w + b11v + b1an + k10) s — —(u — w) — *1(” -n)+ =y
t 1 P1 P1 P1
dU (t)
av\v) w | = (3.7)
dt 1 o o B
un —(algu 4+ asow + b1ov + boon + k:g@)m + —(u — w) + 7(’0 — T]) + —0
P2 P2 P2 P2
01
1
7(]{9 - klv - an)rx - &’U - &77~
C C &

Una ecuacion equivalente a la ecuacion (3.7) es la siguiente.

Ou Ow Iv 0n 06
Ou Ow Ov In 00
b a « a « b « b « k I3
Aua:a: - U ﬁwzw + —w jvwz - ! v 2 Nz + 7177 iewm + 719
Wy p1 p1 p1 p1 p1 p1 p1 p1 p1 p1
v | = (3.8)
b b k
Tt guzm + gu @wmx - gw E’Umm + ﬂv ﬂnxw - a n 729:1:30 + @9
P2 P2 P1 P2 P2 P2 P2 P2 P2 2
0y
k k k
Ou Ow — gy — &v ——2779”; _ b +—0zz.
c c c
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Llevando la ecuacion (3.8) a un expresion en derivadas parciales.

Ou Ow ITv 0n 06
Ou Ow Ov In 06
Ut aii o ai2 a b1 aq b12 ay k1 B
— 02— —)u (—&+ —)w (—&32-—)w (—d&+— —02+—)0
w, (p1 m)<m m) %1 pQ (p1 mM(m m)
v | = (3.9
" (M2gp Ly (2gz 2, (Dgey 0y, Dgp ony B ayg
P2 P1 P2 P2 P2 P2 P2 P2 P2 P2
0+
Ou Ow (—ﬁai - &)v (—@83 - @)n E@g&
c c c c c
dU(t)

Por tanto, de = (uy, wy, vy, Ny, Ot)T y de la ecuacion (3.9) se tiene una expresion

dt
nueva y se puede escribir como:
Ou Ow Iv 0n 06
Ou Ow Ov In 06
b b k
(Ghge = Ly (U2gz g Ly Mgz 0y, (Bzgpy ony, B Dy
d P1 P1 P1 P1 P1 P1 P1 P1 P1 P1
Su(t) =
di a1z 5 O a2 9 O bi2 o , Q1 b2 o 1 ky o B2
P2 P1 P2 P2 P2 P2 P2 P2 P2 P2
k k k
Ou Ow (=202 — ﬁ)v (—202 — @)n ~920.
c c c c c
AU
(3.10)
0 0 1 0 0
0 0 0 I 0 v
Gige O G2g o bug o by o kg B
p m e popt T oo opr Y om m e p ot oM w
U = | (.11
ai2 Q  a22 « b12 Qa1 ba2 aq ko B2
—9i - — —9P-— —024—= =02-— =9+ =
p2 C p1 p2 T p2 p2 " p2 p2 " p2 p2 T p2 !
0
0 0 _ﬁ 2 _ é _kﬁ 2 _ @ EaZ U
c ¥ ¢ c ¥ ¢ c

Ademds, de las condiciones iniciales y de frontera tenemos.

U(0) = [u(0),w(0),v(0),7(0),0(0)]" = (u(0),w(0), us(0), w(0),0(0))" = (uo, wo, ur, w1, 6)",
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donde (T) denota la transpuesta. Por otro lado,

u(z,0) u(0) U
w(z,0) w(0) wo
U0)=|[v@o0)|=]v0)|=]vw]|=U e (%)
n(z,0) n(0) 0
6(z,0) 6(0) 6o

Y A se puede definir formalmente como el operador diferencial,

0 0 I 0 0
0 0 0 I 0
@3923 _“ @aﬁ L e @aﬂ% _a @aﬁ L ﬁaﬂ% + i
P1 P11 P1 P11 P P1 P1 P11 P P1
A= (3.12)
@aﬁ _e @33 _e bﬂag L4 @aﬁ _o @ai + P
P2 P1 P2 P2 P2 P2 P2 P2 P2 P2
0 o hgp B kg B e

c ¥ ¢ c * ¢ c

Esto es, del sistema (3.3) y de (x)se tiene como el problema de Cauchy abstracto de la forma:

d
U(O) = Uo,vt > 0,

donde A es un operador diferencial no acotado.

Observacion 3.1.1. Si el operador A es acotado, no hay mucho que analizar pues satisface las
propiedades de la funcion exponencial U(t) = e cuya solucién es conocida y estd dada por
U(t) = Upe.

Sin embargo cuando el operador A no es acotado como en nuestro caso, no se conoce un estudio

detallado. Esto motiva el uso de la teoria de semigrupos para representar e = T|(t).

En lugar de trabajar con el sistema (3.3), vamos a considerar la ecuacion (3.13) en el

espacio de Hilbert H, con el dominio D(A) del operador A,
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donde U(t) = (U, w, v, 1, 9>T - ('LL, W, U, Wy, 9)T y UO = (u07 Wo, U1, W1, QO)T-

Luego multiplicando a la ecuacion (3.12) por U se obtiene:

v
u n
1
w —(auu 4+ a1ow + b11v + b1an + kle)ajw — g(u — w) — %(U — 77) + &9
P1 P1 P1 P1
Alv | = (3.14)
1
n —(algu + agw + b121) + b22’l7 + kg@)m + g(’U, — ’LU) + ﬂ(’U — 77) + &0
P2 P2 P2 P2
0
1
— (kO — k1v — kon) gy — &v &77.
C C

En el presente trabajo consideraremos el siguiente espacio de fase.
H = H}0,L) x H}(0,L) x L*(0,L) x L*(0,L) x L*(0, L).
Y el producto interno esta dada por la siguiente expresion:
L — —
< Uy, Uy >y= <(U17w1,1}1u771,91)T (U27w2,v2,7727‘92)T>H = /0 (a11U14 U2y + A22W1, W2, )dw

L
+C/ Qlegdl’ + / CL12 Ulmwl’r + wlmuzx)dm‘ + Oé‘/0 (Ul - wl)(u2 - ’UJQ)d.T

L
+/31/ V102dx + po 7717)2d36

El dominio D(A) del operador A se deﬁne de la forma:
Como A:D(A) CH — H,
entonces el dominio D(A) = {U € H/AU € H}, es decir.

D(A) = {(U’7 w, v, 1, Q)T € H/A(u, w,v,n, 9>T € H}
Como AU € H, entonces

ve L*0,L),n e L*0,L)

1
—(anu + a12W + an + b127] -+ kle)mm — g(u — UJ) — 7(’0 — T]) -+ 70 & L2<0, L)
P1 P1 P1 P1
(A)4 1
—(a12u + agow + b1ov + boon + k26) 4 + g(u —w) + %(v —n)+ 629 € L*(0,L)
P2 P2 P2 P2
1
(kO — kv — kon) pe — ﬁv — @n € L*0,L).
c c
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Veamos para cada fila del sistema (A) y utilizaremos la observacion (1.2.5).

e Para la primera fila.

Sean v, n.

Como: v € L*(0,L) yn € L*(0, L).
= v,n € L*(0, L)

e Ahora para la segunda fila.

1
Sean p—(anu + ajpw + by1v + bian + k10) v, —g(u —w), —ﬂ(v —n), é(6)
1

P1 P1 P1
Como:

1 1 1 1
— A1 Ugpy € LQ(O, L), —QA12Wypy € L2(0, L), fbll?,lxx € L2(0, L), fbm’l]m; € L2(0, L),
P1 P1 P1 P1

1
—k10,, € L*(0, L).
P1
ue H*0,L),ve H*0,L),n e H*0,L),0 € H*(0, L).
Por otro lado tenemos las condiciones de frontera

w(0,8) = w(L,t) = w(0,t) = w(L,t) = 6(0,t) = (L, t) = 0.

1 « «
= — [(a11u + arpw + b1v + bian + k16)pn |, —— (u—w), - (v—mn), @ @) .
P1 Pl ~~——— Pl ~—— P1 ~~
u,w,v,n,0€H2(0,L) u,veL2(0,L) v,n€L2(0,L) 0eL?(0,L)

Luego, u € H}(0,L) N H*(0,L),v € H}(0,L) N H*(0, L,w € H}(0,L) N H?*(0, L),
n € H(0,L)N H?*(0,L),0 € H}(0, L) N H*(0, L); donde v = uz,n = w.

e También veamos para la tercera fila
1 o' «
Sean —(algu + aow + bmv + b227] + kge);m:, —*(U - U)), —71(1} — T]), 7(9)

P2 P2 P2 P2
Como:

1 1 1 1
—a12Ugzy € LQ(O, L), —QA2oWgpy € L2(0, L), —blgvm € L2(0, L), fbgg’lhx € L2(0, L),
P2 P2 P2 P2

1

— kO, € L0, L).

P2

we H*(0,L),ve H*(0,L),n e H*(0,L),0 € H*(0, L).
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Por otro lado tenemos las condiciones de frontera

w(0,t) = u(L,t) = w(0,) = w(L,t) = 0(0,) = (L, ) = 0.

1 « «Q
= — (a12u —+ agypw + b12’U + bggn —+ kQQ)xa: , — (u — w) , hat} (U _ n) , @ (9)
P2 P2 ~—— P2 —— P2 =~
u,w,v,n,0€ H2(0,L) u,weL2(0,L) v,neL?(0,L) 0eL?2(0,L)

Se tiene, uw € H}(0,L) N H?(0,L),v € H}(0,L) N H?*(0, L),w € H}(0,L) N H*(0, L),

n € Hy(0,L)N H?*(0,L),0 € HY(0,L) N H*(0, L); donde v = uy, n = wy.

e De forma andloga se hace para la ultima fila.

1
Sean E(KH — kv — kon) e, —ﬂclv, —[);217 e L?(0, L).
Como:
RS HQ(O, L),ve HQ(O,L), n e HQ(O,L) y v E LQ(O,L), ne LQ(O,L).
1
= — (k‘@ - klU - k?n)xx ’ _@ (v) > _@ (77) .
(& C  ~~ C ~~
0,u,neH2(0,L) veL2(0,L) L2(0,L)

Luego, 0 € H}(0,L)NH*(0,L),v € H}(0,L)NnH*(0,L),n € Hy(0,L)NnH*(0,L), v € L*(0, L)
yn e L*0, L).

Por los resultados obtenidos tenemos el dominio de la siguiente forma:

D(A) = [H}(0,L) N L(0, L)] x [H1(0, L) N H2(0, L)] x [HL(0, L) N H2(0, L)]
x[H1(0, L) N H2(0, L)] x [H%(0,L) N L(0, L)]

(3.15)

3.1.1. La buena colocacion del problema.

3.1.1.1. La existencia - unicidad, dependencia continua.

En esta seccion, estudiaremos la existencia y unicidad para la solucion del sistema aso-
ciado a temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt, de un Cy - semigrupo del
sistema (3.13) en un espacio de Hilbert H.

A continuacion se probard, la existencia y la unicidad de la solucion del problema de Cauchy dado
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en (3.13). Para ello usaremos el teorema 1.3.2, bastard verificar los tres casos:

CasoI: D(A) =H Caso II: A es disipativo Caso III: 0 € p(A).

® Caso I:

Afirmacion 1. “El dominio de A es denso en H”:

Para probar la afirmacion 1 se debe tener en cuenta las inmersiones en los espacios de Soébolev.
Sea E definido en un espacio topoldgico sobre el campo K (donde K = R o C).

a) Se sabe que H}(0, L) N H?(0, L) — H}(0,L) — L*(0,L) — H'(0, L).

b) Una familia lineal en E es una aplicacion lineal de E en K.

¢) Una forma antilineal en E es una aplicacion antilineal (o semilineal) de E en C, que f sea

antilineal o semilineal significa:

fle+y)=f@)+ fy) y fz)=Af(z), Vo,y € E, AeC.

d) Llamaremos L = L(E,K), al espacio de las formas lineales continuas (antilineal) en E, al dual

(antidual) de E y lo denotamos por E'.

Si f € E' el valor del vector u serd denotada por

flu) =< fv>

donde < .,. > se denota de acuerdo al caso de la dualidad (antidual respectiva) entre E' y E,

algunas veces se denotard
flu)=<fiu>pp.
Notacion: Se denota por W~='?(0, L) el espacio dual de W, (0, L) con (1 < p < ooy % +i =1)
y por H71(0, L) el espacio dual de H} (0, L).
Se identificamos L*(0, L) y su dual, pero no se identifican H}(0, L) y su dual, entonces si tienen

las siguientes inclusiones por las inmersiones de Sobolev

H;(0,L) C L*(0,L) c H™'(0, L)
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“con inyecciones continuas y densas”.

Si se tiene (0, L) es acotado, entonces se cumple
W, ?(0,L) c L*(0,L) € W™1P(0, L) V1 < p < oo,

con inyecciones continuas y densas.

Por otro lado,

Afirmacion 1.1. H}(0, L) N H?(0, L) es denso en H}(0, L) y en L*(0, L).
En efecto:

Sea f € H}(0, L).

Sea H}(0, L) denso en L*(0,L) y f. € L*(0, L),

entonces 3 (gn)nen C HY(0, L)/ g — fr en L*(0, L).

Tomando
pal@) = [ gals)ds.
entonces
Pnz = gn € Hy(0,L) y pa(0) = 0.
asip, € H*(0,L) y p,(0) = 0.
falz) =
p(z) , 0<z<L

Como f, = p, c.t.p.
Entonces

fn=pn Yn € N.
De esta manera
fa(0) =0, fu(L) =0, fue =gn y fo€ H*(0,L)
Entonces
(fa)nen € Hy(0, L) NVH*(0,L) y  fus = gu-
Luego
V= £l = o — ol
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Es decir
1fn = Fli = llgn — fellZe.

También tenemos que g, — f, en L*(0, L), = || fu — flluyz — 0.
Asi obtenemos

(fanew € Ho(0, L) WH?(0, L)/ fu — f en Hy(0, L).

Entonces

H(0,L)N H?*(0,L) es denso en H}(0,L).

Por otro lado.

Afirmacion 1.2. H}(0, L) es denso en L*(0, L).

En efecto:

Sea (up)nen C Hy(0, L) /u, — u € L*(0, L).

Por otro lado, por la parte a) tenemos que H}(0, L) — L?(0, L) es continua y compacta entonces,
(tn)nen — u es continua en L*(0, L);

es decir, Hy (0, L) es denso en L*(0, L).

Finalmente de las afirmaciones 1.1y 1.2 tenemos que
H3(0,L)N H?*(0,L) es denso en Hy(0,L) y Hi(0,L) es denso enL*(0,L). (3.16)
. De la ecuacion (3.15) tenemos que el D(A).

D(A) = [H}(0, L) N H2(0, L)] x [H}(0, L) N H2(0, L)] x [HL(0, L) N H2(0, L)]
< [HE(0, L) N H2(0, L)] x [H2(0, L) N L*(0, L)).

Notemos que el D(A) incluye al producto de las intersecciones de los espacios:

x HY(0, L) N H?*(0, L)

x H*(0, L) N L*(0, L).

Por los resultados obtenidos en la ecuacion (3.16), se muestra que D(A) dada en (3.15) es denso
en H.

Es decir,

D(A) = Hen

® Caso I1
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Afirmacion 2. A es disipativo:

En efecto: Dado U € D(A), por demostrar que Re{AU,U)3 < 0.

v u
77 w
1
<AU, U>H — < pll(a11u+a12w+b11?1 + bion + k16)zs — %(U —w) — %(U —n)+ go v >
;(algu + agow + b1ov + baan + k‘ge)xw + pg(u — ’LU) + %(’U - 77) + p729
2 2 2 2
1(k@ — kv — kon) gy — @U - &77. 0
C C C
L L1 _
— / (a11V,Uy + agon W, )dx + c/ [(k@ — kv — kan)ge — év — 62171 Odx
0 0o |c c c
L L
/0 a12(V Wy + Nty )dx + oz/o (v —n)(u—w)dx+
L[1 «Q «Q 1
pl/ —(anu + ajpw + bjv + bion + k10) e — —(u — w) — —l(v —n)+ é@ vdx+
0 |P1 P1 P1 P1 ]

L1 e} e%1 Ba 1
pg/ —(algu + QoW + blg’U + b2277 + k’ge);m + 7(U — w) + 7(@ — 77) -+ —0 77d$
0 | P2 P2 P2 P2 |

L L L _ L L _
= an/ VpUgpdr + agg/ N Wedr + k/ 0,.0dx — kl/ VpeBdr — kz/ NezOdx
0 0 0 0 0

L _ L _ L L L
—Bl/ vldx — 52/ nldx + a12/ VpWadx + a12/ Nelgdr + a/ (v —n)(u—w)dx
0 0 0 0 0

L L L L L
+a11/ Umx@dl’ + CL12/ wm@dx + bn/ szﬁdl’ + b12/ nmf)da: + k‘l/ me@dx
0 0 0 0 0

L

L L L L
—a/ (u —w)vdxr — ozl/ (v —n)vdx + 51/ Ovdx + alg/ UgandT + a22/ Wapndx
0 0 0 0 0

L L

L L
+b12/0 VgaNdx + bzg/o Nezdx + a/o (u —w)ndx + al/o (v —n)ndz

L
+52/0 Ondzx.
(3.17)

76



Retomando la expresion dada en (3.17) tendremos,

L

L L L L
(AU, Uy = an/ Vplly + CL12/ Vv Wedx + a/ vudxr — a/ vwdx + alg/ Moy d
0 0 0 0 0

L L L L
+a22/ N Wedr — Oé/ nudr + 04/ nwdx — / (a11u + 12w + by11v + bion + k10),0,dx
0 0 0 0

L

L L L
—a/ (u— w)vdr — al/ (v —n)vdx + 51/ Ovdx + a/ (u — w)ndz
0 0 0 0

L L
+oz1/0 (v —n)ndx — /0 (a19u 4 agew + b1ov + boon + kob) .7, dx
L _ L L _ L _
_ / (k0 — kv — ko)afodc + Fo / biide — fy / vidz — By / ndz.
0 0 0 0
(3.18)

L _ L _

Se sabe que/ 0. 0dx = —/ 0,.0.dx.
0 0

Y teniendo en cuenta la propiedad de los niimeros complejos, se tiene.

zn=a+1ib; z3=a—1b

Zp=c+id; z5 =c—id.

Entonces si cumple :

21.25 — 2122 = 2i(bc — ad) = 2iIm(z1.23).

Por tanto, z1.29 — 2125 = 2iIm(z1.22). (%)

De (%) tenemos las igualdades

L L L L L
au/ Vplpdr — au/ Vplpdr = a11/ Vplpdr — au/ VUplly = 2a11i/ Im(v,u,)dz.
0 0 0 0 0

De forma similar para los demds se tiene,

L L L
a12/ VW dr — alg/ VW dr = 2a12i/ Im(v,w,)dx,
0 0 0
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L L L
a12/ Nplzdr — CL12/ Nplzdr = 2a12z’/ Im(n,u,)dz,
0 0 0
L L L
agg/ NpWedr — a22/ Newedr = 2a22i/ Im(n,w,)dx,
0 0 0
Lo 2
—b11/0 le)xdl' = _b11||vx||L2(O,L),
L L L
—a/ uodx + a/ vudr = 2ai/ Im(vu)dz,
0 0 0
L ) L B ,
—ay [ (0= mdr + a1 [ (v = )i = o = il
L L L
—a/ nudx + 04/ undx = Zai/ Im(un)dx,
0 0 0
L L L
—a/ wndx + oz/ nwdzx = 2ai/ Im(nw)dz,
0 0 0
L L _ L
3, / bodz — By / vidz = 28y / Im(67)dz,
0 0 0
L L _ L
48, / Oiidz — By / nfdz = 2By / Im(67)dz,
0 0 0
L L L
—blg/ Vg dx — b12/ UpNpdx = —2b12Re/ VN d,
0 0 0
Lo 2
~baa [ et = —baale 0.,
L L L _
—l@/ 0,.n.dx + kg/ N0 dx = 21{;22'/ Im(n.0,)dz,
0 0 0

L L _ L
—kl/ 00, dx + kl/ v0,dr = 2k1i/ Im(v,0,)dz,
0 0 0

L _
—k /0 0.0, dx = —k||0.]|2200 1
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Agrupando convenientemenete la ecuacion (3.18), se tiene

L
(AU, U)y = =butllvellFaony — allv = nllZ2i00) — 2512/0 Re(vaTa) = baa|[nal| 72,1
L L L
~k|0: 11720,y + 2a11i/0 Im(vyty)dr + 2a12i/0 Im(v,w,)dx + 2a12i/0 Im(n,u,)dx
L L L L
+2a22i/ Im(n,w,)dx + 2&@'/ Im(vu)dx + 2ai/ Im(un)dz + 204@'/ Im(nw)dz
0 0 0 0
L L L
+2612'/ Im(0v)dx + 2522'/ Im(0n)dx + 2k'gz'/ Im(n.0,)dx
0 0 0

L
+2k1i/ Im(v,0,)dz.
0
(3.19)

Tomando la parte real de la ecuacion (3.19), obtenemos.

Re(AU, U)y = _b11||vw||%2(0,L) - b22||77x||%2(0,L) — onflv - 77||%2(0,L) - kH@xH%?(O,L)

L
—2b12/ Re(v,n,)dx
0

L
Donde, / vNdx representa una drea, de un medio poroso en un fluido viscoso con mayor
0

temperatura.

Por otro lado, bis > 0. Entonces la expresion anterior podemos escribir,

Re(AU, U)y = _bllHUl"H%P(O,L) - b22”771||%2(0,L) —oflv - 77H2L2(0,L) - kHQQTH%Q((LL)

(3.20)
L

—2b12Re/ VpNpdx
0
En vista que no tenemos informacion sobre los signos de by, y k analizamos los siguientes casos:

e caso a. La matriz
bir b2
B= es definida positiva.
ba1  bao

Es decir;, bi1byy — b2, > 0. En este caso obtenemos.

detB detB
Re AU,U -k Qx 22 — — v, 22 — — | 22
( o 102117201 T [vall72(0,1) % 17201720, (321

—ai|jv — UH%Q(O,L) <0
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e caso b. La matriz B es definida no negativa.
2

b.1- by > 0 implica byy = b—lz, entonces.
11

1
Re(AU,U)y = _k”ecz:”%%o,/:) - f”bll% + bl277:r:”%2(o,L) —aiflv - 77||%2(0,L) <0 (322
11

b.2- bll =0 lmpllCCl b12 = 0.

Re(AU, Uy = —k||0:]|72(0, L) = baz|n:[|72(0, L) — eullv = nl[72(0, L) < 0 (3.23)

. Finalmente de las expresiones (3.20) - (3.23), se tiene.

Re(AU,U)y < 0.

Es decir A es disipativo .

Finalmente, el caso 111

® Caso I11.

Afirmacion 3. 0 € p(A).

En efecto:

Para ello mostraremos que A es inversible y A~ es acotado.

Para mostrar que A es inversible usaremos el teorema de Lax - Milgram.
DadoF = (f,g,h,p,q)" € H mostraremos que existe un vinico U = (u,w,v,n,0)" € D(A), tal
que AU = F;

v =feH0,L)

U =g € Hy(0,L)
1

p—(anu “+ appw + buU + 61277 + kl‘g)xx - Ij(u - U)) — Opﬁl(v - 77) + 510 =he L2<0, L)
1 1 1 1

1

;(algu —+ agw + blg?} + b2277 + kg‘g)m; + pa(u — w) + ,Ooq(v - 77) + ﬁze =pEc L2(0, L)
2 2 2 2

1

E<k0 — k1v — kom)ye — 5611) - 60277 =qe L*0,L).

(3.24)

Reduciendo las variables en la ecuacion (3.24) se obtiene una ecuacion equivalente.

(CZHU + appw + bnv + b1277 + k19)m — a(u — ’LU) = F1
(a12u + agw + bigv + oo + kb)) + a(u —w) = G4 (3.25)
(k@ — k:lv — k’g’l’})xw = Hl.
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Donde
pih+ai(f —g)— 10 = Fy € L*(0, L)
pap + ar(f —g) — B2 = Gy € L*(0, L)
cq + B f + Bag = H, € L*(0, L).

Integrando de 0 a L, multiplicando por u € H}(0,L),w € HL(0,L),v € H}(0,L) en (3.25),

respectivamente y se tiene.

L L
/0 [(a11t 4 12w + b11v + bron + k10)2e — (u — w)] (u)dz = /0 Fiudz (3.26)
L L
/0 [(a120 4 axw + bigv + baan) + ko) ze + a(u — w)] (w)dx = /0 Grwdz (3.27)
L L
/ (k0 — kyv — ko), vdz = / Hyvda (3.28)
0 0

Sumando las ecuaciones (3.26), (3.27) y (3.28) se tiene el siguiente expresion.

L L L L L
a11/ Upgudr + a12/ Wepudr + b11/ Vpgdx + b12/ Nezudr + k‘l/ 0, udx
0 0 0 0 0
L L L L L
+a12/ Ugpwdx + agg/ WyawWdx + b12/ Vgewdx + bgg/ NegWdx + kg/ 0, wdx
0 0 0 0 0
L L L L L L
—|—k/ O, vdx — kl/ Vg VAT — kz/ NezvdT — a/ w.udx + oz/ w.udr + 04/ u.wdx
0 0 0 0 0 0

L L L L
—a/ w.wdx :/ Fludx—i-/ ledx—l—/ Hyvdz.

0 0 0 0
Tenemos el siguiente expresion equivalente.

L L L L L
an/ UpUpdT + CL12/ Wyl dT + bu/ VpUpdx + b12/ NpUzdr + kl/ 0,udx
0 0 0 0 0

L

L L L L
+a12/ Up W dT + agg/ WWdx + bm/ VW dT + b22/ Npwzdxr + kg/ 0, w,dx
0 0 0 0 0

L L L L L L
+k/ O v, dx — k:l/ VpUpdx — ]{?2/ N Uzdx + a/ w.udx — a/ w.udx — oz/ w.wdx
0 0 0 0 0 0
L L L L
+a/ w.awdr = —/ Fiudz — / Grwdzx — / Hivdzx.
0 0 0 0

(3.29)
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Teniendo en cuenta la ecuacion (3.29), definimos la forma bilineal.

B(.,.):

(H(0, 1)) x (HL0, L))S] —C
((u,w,v), (4, w,0)) — B ((u,w,v), (4,1, 0))

L L o L
B ((u,w,v), (4, @, 0)) = an/ U Bod + am/ wy B ds + bn/
0 0 0

_ L _
Vo iade + by / NeBad
0
L L L _ L _
ey / 0. 7. dx + g / U Do + / W Bad + byo / vulouda
0 0 0 0

L L L _ L _
tbos / 1@ dr + ky / 0, 0,dx + k / 0,5,dz — ky / vaBada
0 0 0 0

L _ L _ L _ L L
—k2/ N Updr + a/ utdxr — a/ wadr — a/ uwdx + oz/ wwdx
0 0 0 0 0

(3.30)
también a partir de la ecuacion (3.29), definimos
¢ : H}(0,L) x H}(0,L) x H}(0,L) — C
L _ L
(a,, ) s (@, D, 0) = —/ Fade —/ G ddz 3.31)
0 0

L
—/ Hyodz
0
De la ecuacion (3.30), tenemos
@) B(,): [(H&(O,L))g < (HL0, L))S] —.cC
((w, w,v), (v, w,v)) > B((u,w,v), (v, w,v))

a.l) Afirmacion 1. B(. , .) es coerciva.
ie.

B ((u,w,v), (u, w,v)) > M| (u,w,v) ||?H§(O,L))37 donde M > 0.

En efecto:
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A partir de la ecuacion (3.30), tenemos.

L

L L L
B ((u, w,v), (u,w,v)) = an/ Up Uy dT + CL12/ Wyl dx + bH/ VplUgpdx + b12/ Nyl dr
0 0 0 0

L L L L
+/€1/ Gmﬂmdx + a12/ uxﬂ)xdx + a22/ wxu’)xdx + blg/ wamdx
0 0 0 0

L L L L
by / Nz + ks / 0,0,dx + k / 0,0,dx — ki / VT
0 0 0 0

L L L L L
—kg/ Ny Uzpdx + a/ uudr — a/ wudr — a/ wwdx + a/ wwdx
0 0 0 0 0
(3.32)

Agrupando convinientemente la ecuacion (3.32), se obtiene.

L L

all/ Uy Uy dT = all/ || *d.
0 0
L Lo

a22/ WyWedr = a22/ |w,|“dx.
0 0

L L
kl/ VpUpdx = kl/ v |*dx, donde (ki < 0).
0 0

L
2 2
o [ ul?+ ).
0
L L L L
a12/ Wyl dr + a12/ Uy W dr = alg/ WyllydT — alg/ Wylydr = 0.
0 0 0 0

L L L
(bll/ VpUgpdx + blg/ N Uzdr + /ﬁ/ 9;,;@(137) e C.
0 0 0

L L L
<b12/ VW dT + bgg/ N Wedr + kzg/ waxd:v> e C.
0 0 0

L L
(k / 0,0,dx — ky / nxvxdx> eC.
0 0
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A continuacion tenemos la siguiente expresion.

L L L L
B ((u,w, ), (1, w, v)) = an/ |2 dz + a22/ lw, |2dz + k:l/ v, [2dz + a/ (Jul? + |wl?)
0 0 0 0
L L L L
+b11/ Umﬂxdl’ + b12/ nxﬂmdx + ]{71/ 9wu’mdx + b12/ ’Uwﬂ}xd]?
0 0 0 0

L L L L
b / Mo + ko / 0,10, dx + k / 0,5, dx — ky / YeTodit
0 0 0 0

L
B ((u,w,v), (u,w,v)) = anllul[f + azllwlFm + killvlF + 06/0 (|U|2 + |U)|2)
L L L L
by, / Vailad + by / Neiiad + Ky / 0,0, dz + b / vyl
0 0 0 0

L L L L
by / eadz + Ky / 0,0,z + k / 0,0,dx — ks / 1 Tede
0 0 0 0
(3.33)

Tomando la parte real de (3.33), tenemos

B ((u,w,v), (u,w,v)) > anlullzy + azlwllz + kvl

B ((U,’LU,’U), ((u,w,v)) > M (HuH%I(% + ||w||%1(% + ||U||12LI(%)’ donde M = min{allva??akl}
Es decir,

B ((u, w,v), (u,w,v)) > M]|| (u,w,v) H?Hé(o,L))g, donde M > 0.
B (., .) es coerciva.

a.2) Afirmacion 2. B(. , .) es sesquilineal.

En efecto:
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Sean u,w,v,n € H(%(()?L) Y M, 2, 13 € C.

L
B(pu + pow + pgv,n*) = /0 (1 + powy + pigvy)pda
L L L
B(pu + pow + pzv, ") = /0 (H1ugny)dz + /D powgn,dz + /0 {13021, dT
L L L
Blru + iz + pisv, ) = pu( [ wemide) + g [ Cwonide) + ol [ o).

B(pau + pow + pgv, n*) = p Bu, ;) + poB(w,n}) + psB(v, n}).

Por otro lado, . .
B(u,w) :/ Ugnadx :/ niugdx
0 0

L L
/ i dr = / n*u, = B(w,u).
0 0

Es decir,

B(u,w) = B(w,u).

Luego tenemos

B, pau + pow + pizv) = B(pau + pow + pizv,17%)

B(n*, pau + pow + pgv) = py B(w, m*) + peB(w, n*) 4+ psB(v, n*)

B, pau + prow + piav) = pa B(u, n*) + fra B(w, n*) + izv, B(v, n*)

B(n*, pau + pow + pzv) = B(n*, u) + 2 B(n*, w) + gz B(n*, v).

Por lo tanto,

B(., .) es sesquilineal.

a.3) Afirmacion 3. B(. , .) es continua.

e |(Bluw,v), (4, d,0)] < Cll(w,w,0) | gye 1 0, 0) gy € >0,

En efecto:
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De la ecuacion (3.30) se tiene.

B(.,.): {(H@(O,L))3 x (H&(O,L))ﬂ —C

((u,w,v), (4, w,0)) — B ((u, w,v), (i, ,0))

L L _ L _
B ((u, w, ), (&, ®,8)) | = |an / U Badz + a2 / w0, Bod + by / Vol d
0 0 0

L L L
+a12/ uxwzdx + CZQQ/ U)xUA)xd.’L' + blg/ UIUAdeLL’
0 0 0
L L _ L _
e / N / vaBoda — ko / wy By d
0 0 0
L L _ L _
b / metadz + Ky / 0,7, + b / Mo Bodz
0 0 0

L L _ L _
—|—k2/ 0,0, dx + a/ widr — a/ widz
0 0 0

L __ L __
—a/ udr + a/ wdz. |
0 0
Donde se asume que las funciones 0 y n son constantes, o = 0.

L N L _ L _
B ((u, w,v), (4, ,9)) | < an/o [0 |+ a12/0 (wo | da + bn/o (0,8 |dz
L . L _ L _
+GIQA ]uxﬁ)x|d$ + (122/0 |U)gﬂf)$’d$ —+ b12/0 |U$wz|d1‘

L . L _ L _
0 0 0
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N =
-

Hélder L 2 L _ 2 L L_ 2
< ap </ |ux|2dx> </ |@x|2dx> + ajy (/ |wx|2dx> (/ |ﬁm|2dx>
0 0 0 0
1 1 1 1
L 2 L _ 2 L 2 L 2
tbys (/ |vx|2dm> (/ \ﬁx|2dx> + as (/ \u$|2dx> </ |wx\2dx>
0 0 0 0

h ( I L|vw|2daf:)é ( / Lwczx)%. (#)

Wy, |0s] = |82, entonces de (#)
)

< anllullggllall g + axzllwllggllall g + oullvllm llall
+avs|[ull @l g + aallwll g 10|y + brzllvllag @1
+hllull g 01y + B2llwll g 1ol g + Falloll g 101y -

< (anllullzy + arnllwllmy + bullvllagllal s
+Hara|lullmy + azellwllay + brzllvllag) @]

+(Kllullmy + Follwllmy + Fallvllm) 10/ -

< alllullag + llwllmy + llollagllal

+ea(llullmy + Nlwllay + [ollm) @]y

+es(lullay + Nlwllay + 1ollm) 101w
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donde

c1 = méax {ai1, a2, b11}

co = méx {aa, ass, bia}

c3 = max{k, ki, ko} .

c. = méx{cy,co,c3}

Entonces

| B ((u, w,v), (@, d,0)) | < c. [(||U||H3 +llwla + ollz) (el + 10y + 1902)] -
Usando (a + b+ ¢)? < 3(a® + b* + ¢?), se tiene
) <c

|B ((u, w,v), (@, @,0)) |

(Huum  lwllig + ol ) (Hally + bl + o]y

1

1
2 2
<3 ||u||2 1""”“”2 1+HUH2 1 <3 H'aH2 1'|'||7I)‘|2 1"'”{]”2 1
( Hy Hy Hy Hy Hy Hy

1
|B ((u, w, ), (8,0, 9)) | < 9e, (ulify + llwllzy + Iol)* (1l + lal + 18])

1
2

|B ((u, w,v), (4,0,0)) | < 22*, H(%w>U)H(Hol(o,L))ifH(ﬁ>w,@)”(Hg(o,L))B-
C

|B ((u7 w, U)? (ﬁv ﬁ), @)) | < CH(“: w, U)H(Hé(O,L))?’ H (@7 UA}a f))H(Hé(O,L))Sa C > 0.

Por lo tanto B(. , .) es continuo.

Asi obtenemos que B(. , .) es coerciva, sesquilineal y continua.
De la ecuacion (3.31), se tiene la siguiente definicion

b)

¢ HY(0,L) x HN0,L) x HY(0,L) — C
(u, w,v) — o(u, w,v) / Fluda:—/ Grwdz

L
0
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b.1) Afirmacion 1 o es semilineal
En efecto:

Sean uy, us, usz € H&(OaL)aSO € H_l(O,L) y B, Be, B3 € C.

(¢, Brur + Paug + Paug) = —/OLFl (Brur + Pous + Paug)dr — /OLGl (Brur + Paus + Psus)dx

L
—/0 Hy(Bruy + Baug + Pus)d.
L L L L
= —/ Flﬂluldar — / F162U2d1' — / F153U,3dl' —/ Glﬁluldx.
0 0 0 0
L L L L
—/ G152U2d$—/ Glﬁ:susdfﬂ—/ H151U1d$—/ H, Bousdx
0 0 0 0
L
—/ Hlﬁ;gll,gdl'.
0
_ rL _ rL _ rL _ rL
= —61/ Flﬂ,ldl‘ — 62/ Flﬂgda: — 53/ Flﬂgdx — 61/ Glﬁlda:
0 0 0 0
_ oL _ rL _ oL _ rL
—52/ Ghugdr — 53/ Grusdr — 51/ Hyuydx — 52/ Hyusdx
0 0 0 0
_ L
—63/ Hlﬂgdl’.
0

= —bBi o, U1>H—1IH3 — Ba (e, u2>H—1xHé — 3 (e, u3>H—1xH(}

—51 (e, U1>H711H3 — B2 (¢, U2>H711H5 — B3 (e, u3>H*11H&

_6_1 <90a U1>H—lg;H3 — B <90a u2>H—lg;H3 — B3 <907 u3>H—1xH& .

<907 Bruq + Baug + 53U3>H71XH5 = 51 <90, U1>H71mH3 + 62 <S07 U2>H71ng + 63 <907 U3>H71ng :

Por lo tanto, o es semilineal.
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b.2) Afirmacion 2 o es continua.

En efecto:
Sea
L L L
|< o, u,w,v >|:|—/ Fludx +|—/ Giwdx +|—/ Hyvdzx| .
0 0 0
como
L L
0 0
L L
0 0
L L
/le‘}d:z: g/ |\Hy5|de,
0 0
entonces,

L L L
< go,u,w,v>|§/ \F111|d:c+/ |G1w|d:c—|—/ |\H,5|da.
0 0 0
1 1
L L L 2 L 2
g(/ |F1|2dx> (/ |u|2dx> +</ |G1|2dx> (/ |w|2dx>
0 0 0 0
1
L 2 L
+</ |H1|2dx> (/ |6|2d:v>
0 0

como |u| = |ul, |w|=|w|, |v|=|v|, entonces

L 3 (L 3 L 3L 3
< p,u,w,v>| < (/ |F1|2dx> (/ ]u|2dx> + (/ \G1|2dx> (/ |w|2dx>
0 0 0 0
1 1
L 3 [ /L 3
+ (/ |H1|2dx> (/ |v[2d33> .
0 0

Holder
[<eu,wv>] < |Ffe2flullrz + (Gl llwl 2 + | Hill 22 [v]| 2.

N |=
N|=
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Usando la desigualdad de Poincaré tenemos

IF ez llullzz + 1Gall e lewllzz + | llzzlloll e < M (l[ollmg + lullmg + lwllm)
donde M = max {K1||Fl||L27 KQ||G1||L2,K3HH1”L2}

1
< @yu,w,0 > < M(||ullmy + 1wl + 1ollm) < 3 (lulfy + lwlf + olE)*

Poincaré

1
< @ouywv > < 3M (ullfy + lwllzy + lolizy)?

|< p,u,w,v>] < i%”(ww,v)H(Hg(o,L)P
N

|< o, u,w,v > H-1xH} < NH(uawaU)H(Hé)?’

Asi obtenemos,

< 0w, >y < N (ol + gy + lwllg) . N >0

En resumen a partir de las ecuaciones (3.29), (3.30) y (3.31) tenemos
B((u, w,v), (4,w,0)) = ¢(u,w,v), ¥(u, w,v) € H}(0, L).
Por el teorema de Lax - Milgram tenemos que existe un uinico

U= (u,w,v,n,0) € D(A), y retomando las expresiones de (3.24) - (3.31) se tiene,

L L
/ (CLHU, + appw + bnv + blg’f] + /{319>mﬂxd,f = —/ Flﬂdx,Vu € H&(O, L)
0 0
L L
/ (amu + agxpw + 6121) + b227] + kg@)rwzdl’ = —/ ledl'7 Yw € Hg (07 L)
0 0

L L
/0 (k0 — kyv — ko) tuda . /0 Hyadz, Yo € HY(0, L).
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entonces
(a11u + ajpw + by1v + bian + k10) e = F1

(12U + agow + b1av + boan + k20),, = G4
(kO — k1v — ko) e = H,
E's decir,
(@110 + ajpw + by1v + bian + k16)we = prh + o (f — g) — 516
(a12u + agew + biov + baon + koB) e = pop — 1 (f — g) — Bab
(k0 — k1v — ka1)aa =cq+ frf + Pag.

Como (Fy, G4, Hy) € [L*(0, L)xL?*(0, L)xL*(0, L)], entonces

<u7 w? v? 777 G)T E D(A)

y considerando v =f y n = g, se tiene la siguiente expresion

1

p—(allu + ajow + b11v + bion + k16)pr — j(u —w) — (;él(f —g)+ ?9 =h
1 1 1 1

1

p—(algu + agow + biov + bagn + ko) yr + ;(u —w) + ﬂ(f —g)+ ?9 =p
2 2 2 2

1

— (k8 — k1v — kan)ze — éf - @9 =4

C C C

Entonces
3! (u,w,v,n,Q)T € [H&(O,L) N LQ(O,L) X H&(O,L) N LQ(O, L) x H&(O,L) N HQ(O, L)
X H&(O,L) N HQ(O,L) X H&(O,L) N HQ(O,L)]

y

1

—(a11u + ajaw + byyv + bion + k10) e — g(u —w) — %(f —g)+ @9 =h

P1 P1 P1 gl

p—(algu + agow + biov + boon + ko) yr + ;(u —w) + (;l(f —g)+ p—29 =p
2 2 2 2

1

— (k8 — k1v — kan)ze — éf - @9 =4q

c c c

Por lo tanto, 3 U = (u,w,v,n,0)" € D(A) tal que AU = F; es decir,

A es inversible g.

b.3) Afirmacion 3. A~! es acotado
ie.

[Ull < Cl[F |, € >0.
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En efecto:
Como A es inversible, tenemos que VF € H 3\U € D(A)/AU = F.

Veamos que,

[Ulln < CllAU |3, VU € D(A).

Sea U = (u,w,v,n,0)T € D(A)

Consideremos

U5 = Nz + lwllf + lollZe + 10172 + lu = wliZe + [lvlZ..

1 1 1 1
U153, = —(aullusl72) + —(arzllwer2) + = (cl|0l72) + —(allu — w|Z:)
a1 a192 C (6]

1
+—(pillvllZ2)
P1

por la desigualdad de poincaré, tenemos

e[ 2 < K[t | 2
[we L2 < Kol[wse |22

Entonces de las ecuaciones (3.34), (3.35) y (3.36) se tiene la siguiente desigualdad
1
c

1 1 1
U5 < K7 —(an [t ll72) + K3 ——(ar2l[weellz2) + = (c[l0ll72) + —(allu — w|]72)
ai 12 «

1
+—(pllvllZ2)
P1

y por otro lado
|a11tzs — a(u —w) + a(u — w)||2s + ||ar2wae, + c — B2, ...(4,40)

De las ecuaciones (3.37) y (3.38) tenemos

2 2

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

U5, < 071 llante, — a(u —w)|r2 + |la(u —w)||:)* + an[Hauwm — |2 + ||cO]| 2]
11 12

1 1 1
= (elBll72) + —(allu = wllze) + E(mllvlliz)
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Usando (x + y)* < 2(2* + y?) tenemos,

2K7?

2K}
U1 < T st = o= w) s + llau = w

w)lI72] + =2 [lar2wes — b7 + [1cb]12:]
a2

1 1 1
+=(cllOlIZ2) + —(allu = wllZ) + E(plllvlliz)‘

Como (u,w,v,n,0) € L*(0,L) y a > 0, ¢ > 0 entonces

L L
Ja(u—w)z = [“lallu—wlfde < o? [“u - wPde = a?u— wl

L L
b2 = [ leflolde < [ |0Pd = 10|
0 0

Luego,
2K? 2K%a? 2K?2
U1, < = langtas = o = w)ls + o=l + =y, + el
a1 @12
2K2c? 1 1
+ H@HLz (CH@HizHa(aHu—wlﬁz)+E(f01|\vlliz)-
2K7? 2K?2 2K2%0?
< lanugs — alu = w)|[f2 + == Jwee — b7z + (—— + 1)lu— wlf7
a11 12
2K2 2
HEE A+ DI + ol
Por la desigualdad de poincaré se tiene
2K? 2K? 2K
HUH%L < 71”6“1“96:6 —a(u — )||L2 +=2 |z — CHHL2 + ( + D)||lue — wx”%?
a1 a2
2K2c?
2 D672 + vl

2K? 2K2 [2K?a? 2K2c?
TomandoC:méx{ L 2,( 1% —1—1),( +1>}setiene.

a1 Q12 a1 a12
U3 <C [Ilanum —a(u—w)|[f2 + wee — cBl|72 + lue — wall72 + [|02)172 + II%II%J
es decir,

U3, < CIAUIR, YU = (u,w,v,n,0)" € D(A).

Su forma equivalente es
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U5, < ClIIF |, YU = (u,w,v,m,0)" € D(A).
Por lo tanto, A~ es acotado. .

Hemos demostrado que A es inversible y que A~ es acotado, es decir

0 € p(Am.

Finalmente de los casos: Caso I, Caso Il y Caso III hemos demostrado que.

e D(A) =™H.

o A es dispativo.

o0 cp(A).

Luego de verificar los casos anteriores podemos usar el teorema (1.3.2) el cual nos indica que el

operador A es un generador infinitesimal de un C - semigrupo T(t) de contraccion en H que se

denota por T(t) = e, t > 0.
“Tenemos que A es un generador infinitesimal del Cy - semigrupo T(t)” y sea

U:[0,+00 >— H
t—Ut)=T({t)w; w e H.

Por el teorema (1.2.9) tenemos que U es una solucion del problema de Cauchy (3.13).

c) Veamos la regularidad de la solucion en U.
c.1) Afirmacion 1. Uc C(0, 0o, H).
En efecto:

Como T es un semigrupo - Cy, entonces es vdlido el limite

lim T'(h)w = wenH ..(441)

h—0

Por la propiedad de semigrupos, tenemos que

T(ty+ h)w =T(to)T(h)w.
Aplicando limite

lim T'(to + h)w = T'(tp) lim T'(h)w. (3.39)
h—0 h—0
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De (3.39) tenemos

Entonces, U € C (0,00, H).

¢.2) Afirmacion 2. U' € C(0,00,H).
En efecto:

Sea w € D(A). Tenemos

/ T+ h)w—T(t)w

T (t)w = lim h
T (tyw = ]1113(1) T(t)T(h));;U —T(t)w
T (tyw = T() lim T(h)h“’_w

“Como A es un generador infinitesimal del semigrupo T(t)”, tenemos que

lim T(h)w —
h—0 h

wZAw

De (3.40) y (3.41) tenemos T (t)w = T (t)Aw.

Como U(t) = T(t)w, entonces

Por lo tanto, U' € C(0,00,H).

d) Veamos la regularidad de la solucion en D(A).

Proposicion 3.1.1. Si f,, — f en L?*(0, L), entonces

/OLfn e /OLfnSOd:)s — /[]Lfapdx,gp € C(0,L).

Prueba.

Por la desigualdad de Holder tenemos,

‘ / fedz| <

[ 16— Frelde <17, -
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y como f, — f en L*(0, L), entonces

L L
| tugdz — [ feda o € G0, L),
0 0

d.1) Afirmacion 1. A es un operador cerrado.
En efecto:

Sea (U,)nen = {(un,wn, Uns M Qn)T}neN C D(A) converge aU = (u,w,v,n,0)" € H tal que

AUn — Y = (y17y27y37y47y5>T'

Demostraremos U € D(A) y AU =Y.

Tenemos
U, € D(A) — u, € H}(0,L) N CL(0,0) y w, € HY(O, L).

(a11u + apw + biyus + bpwy), € C(0,00) N H?(0, L) N L*(0, L),
(a19u + azw + biouy + byowy), € C(0,00) N H?(0, L) N L*(0, L),
0,, € C(0,00) N C(0,00) N H(0, L).

U,—UenH = u, — uen H}(0,L) y w, — wen L*(0, L).

AU, — Yen H
= Up, — Y1 en H&(Oa L)a

= Wy — Y2 EN H&(Ov L)7
(@11 + arow + by + brows + k10)pew — a(u — w) + By — yz en L*(0, L),
(a19u + agew + bioty + bogwi + ko) pew — a(u — w) + B — yy en L?(0, L),
0, — ys en L*(0, L).
Como u,, — y; en H} (0, L), entonces u,, — y; en L*(0, L).

Como u,, — u en L*(0, L) y por la unicidad del limite tenemos

u =1 (3.42)

Como y, € H}(0, L), entonces
u € HL0,L). (3.43)
De manera similar, como U,, — U en H}.

Entonces (anu +apw + bnv + b1277 + kle)nx — (anu + ajw + b11U + 61277 + lﬁ@)x en L2(O, L)
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Usando la proposicion (1.4.1) tenemos

L L
/0 (anu + ajow + bHU -+ b127] + klg)nxSO — d[L‘/O (CLHU —+ appw + b11U + b127’] + lﬁ@)mcpdx,

¢ € C(0,L)
(3.44)

Ademads,

(a11u + apw + byyv + bian + k10)nee — a(u — w) + 510 — ya en L2(0, L) y w,, — w
en L*(0, L). Entonces
(allu + a12W + bllﬂ + b1277 + kﬁ)nm — Yo + a(u — w) — 619 en LQ(O, L)

y usando nuevamente la proposicion (1.4.1) tenemos,

L L
/0 (a11u 4 ajpw + b1yv + bion + k10) parpdr — /0 (Yo + a(u — w) — B10]pdz,
Y € C(0, L).

(3.45)

Como

(a11u + apw + byyv + bian + k10),, € HJ (0, L) N H%(0, L), entonces

/OL(aHu + ajpw + bjv + bon + kle)mgpldx = /OL [(a11u + ajpw + bj1v + bion + k10)n], pdx
Vo € C°(0, L)

Aplicando limite y usando (3.44) y (3.45) tenemos

/OL(anu + a1ow + biyv + bion + k10) 0 do = /OL[yg + a(u —w) — B10)edx Ve € CF°(0, L)

Entonces por la definicion de la derivada distribucional, tenemos que

(a11u + arpw + b1v + bian + £10) 5 = yo2 + a(u — w) — 1.

Entonces

(a11u 4 ajpw + b11v + b1on + k10) 1 — a(u — w) + £160 = yo (3.46)

Yy
(a11u + arpw + by1v + bian + ki6) ., € L*(0, L).

(3.47)

Por (3.43) y (3.47) tenemos que U € D(A).
Por (3.42) y (3.46) tenemos que AU =Y.

Por lo tanto, A es un operador cerrado.
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A continuacion para ver que (D(A), ||.||pay) “es un espacio de Banach”. Dotamos al domi-
nio de A con la norma del grdfico, esto es,

1D = lollz + A3

d.2) Afirmacion 2.(D(A), ||.||pca)) es un espacio de Banach.
En efecto:

Sea (vy)nen una sucesion de Cauchy, entonces Ing € N tal que

||Um — vn”2D(.A) < EVm,n 2 nO'
como [[vm — vn |13, < [[vm — vnllBa
Y

[A(m = vn)l3; < [lvm — vnllDa)

“Entonces (v, )nen es una sucesion de Cauchy en H 'y (Av,)nen es una sucesion de Cauchy en H”.
Como H es un espacio de Banach, entonces (v, )nen es convergente a U € H 'y (Avy)nen es
convergente a 'Y € H.
Ademds como A es un operador cerrado, tenemos que U € D(A) y AU =Y.
Luego,

lon = Ullpay = llva = UlE + A = U) I3,

Es decir

lon = Ullpay = llon = UG + [ Ave = Y13,
Entonces, (vy)nen converge a U en D(A). Asi obtenemos que D(A) es un espacio completo.

Por lo tanto D(A) es un espacio de Banach.

Como (D(A), ||.||pa)) es un espacio de Banach, tomemos v € D(A). Asi, U es una funcion

continua con la norma de D(A).

d.3) Afirmacion 3. U es una funcion continua con la norma de D(A).

En efecto:
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lim AT(t)v = lim T'(t)Av = T'(ty) Av = AT (ty)v.

t—to t—to
Por tanto,
UeC € (0,00;D(A)).
En resumen
SiveH=UcecC(0,00;H).
Sive D(A) = U € C(0,00; D(A) N C*(0.00; H)).

U € CY0,00,H), v € D(A) entonces A es un operador infinitesimal de un semigrupo
diferenciable para todo v € D(A) y como D(A) es un espacio de Banach, entonces usamos el
teorema (1.3.3) que nos da la unicidad de la solucion.

U(0)= T(0)v = Iv = v, ahora si tenemos v = yy € D(A) y usando el teorema (1.3.3) tenemos
U € C(0,00,H) N C*(0, 00, D(A)) lo cual resuelve el problema de Cauchy (3.13).

Si Uy = (ug, wo, u1,wr, 0y) € D(A) tenemos

u,w € C1(0,00; HY(0, L)) N C*(0, 00; L*(0, L)),
anu + apw + byyug + bpw; + k10 € C(0, 00; H2(0, L)),
a19U + Agow + biowy + boswy + ke € C(0, 00; H*(0, L)),
6 € C(0,00; H}(0, L)) N C*(0,00; L*(0, L)),
kO — kyus — kow; € C(0,00; H*(0, L)).

Lo cual resuelve el problema de Cauchy (3.13) m
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CAPITULO 1V: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

4.1. Conclusiones

En el contexto de la existencia y unicidad del sistema asociado a temperatura y porosidad en una
mezcla de tipo Kelvin - Voigt, la prueba es mediante el “Cy - semigrupo de contraccion {T (t) }tzo 7.
Al principio parecen complicado pues las ecuaciones estan dadas en sentido de las ecuaciones
diferenciales parciales (EDP), por ello se tranformoé mediante operaciones al problema de Cauchy
abstracta, esto es, la determinacion de las condiciones para “la existencia y unicidad para el

problema de Cauchy abstracta” pues este ha sido el motivo de estudio del presente trabajo.

» Se estudio la existencia y unicidad de la solucion del sistema asociado a temperatura y
porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt.
La herramienta mds eficiente seguin lo analizado de los diferentes métodos; es el método de
la teoria de semigrupos, este trabajo se ha estudiado con Cy - semigrupo de contraccion
{T<t>}t20 generado por el operador A, finalmente podemos decir que este método es eficiente

en el estudio de la existencia y unicidad.

= Se estudio las condiciones necesarias y sufucientes que aseguren la existencia y unicidad de
la solucion del sistema asociado a temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin -

Voigt, y se probo detalladamente con lemas, proposiciones y teoremas.

» Se estudio las condiciones que garantizan la existencia y unicidad de un semigrupo Cy -

{T'(t)},> en un espacio de Hilbert.
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4.2. Recomendaciones

En el periodo de realizacion de esta tesis, se encontro algunas cuestiones que no se resolvio y que

esperamos desarrollar en futuros trabajos. Enfatizamos las siguientes recomendaciones:

Implementar la estabilidad exponencial y un algoritmo que describa la estabilidad exponen-
cial de la solucion del sistema asociado a temperatura y porosidadd en una mezcla de tipo

Kelvin - Voigt.

Implementar la base tedrica del método de teoria de semigrupos.

Aplicar los estudiados a un problema real.

Implementar condiciones a los pardmetros siguientes: p{, k;, K;, i, ai;, b, con i=1,2;

j=1, ..., 4; ¢y k; para garantizar la existencia - unicidad.
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Anexol: Matriz de consistencia

PROBLEMA GENERAL

OBJETIVO GENERAL

HIPOTESIS GENERAL

VARIABLE INDEPENDIENTE

(Es posible establecer condiciones para

la existencia y unicidad de la solucién del

sistema asociado a temperatura y porosi-

dad en una mezcla de tipo Kelvin-Voigt?

Estudiar las condiciones bajo las cuales

se garantiza la existencia, unicidad de la

solucién del sistema asociado a tempera-

tura y porosidad en una mezcla de tipo

Kelvin-Voigt.

Existen condiciones necesarias y suficien-

tes para garantizar la existencia y unici-

dad de la solucion del sistema asociado

a temperatura y porosidad en una mezcla

de tipo Kelvin - Voigt.

Condiciones de la solucién del sistema asociado a temperatura

y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin-Voigt

PROBLEMAS ESPECIFICO

OBJETIVO ESPECIFICO

HIPOTESIS ESPECIFICO

VARIABLE DEPENDIENTE

l . (Es posible establecer condi-
ciones necesarias y suficien-
tes que aseguren la existen-
cia de la solucién del siste-
ma asociado a temperatura y
porosidad en una mezcla de

tipo kelvin-Voigt?

2. (Bajo que condiciones se ga-
rantizara la unicidad de la so-
lucién del sistema asociado
a temperatura y porosidad en
una mezcla de tipo kelvin-

Voigt?

l . Estudiar las condiciones ne-
cesarias y sufucientes que
garantiza la existencia de la
solucién del sistema asocia-
do a temperatura y porosidad
en una mezcla de tipo kelvin-

Voigt.

2. Examinar las condiciones
que garanatiza la unicidad de
la solucién del sistema aso-
ciado a temperatura y poro-
sidad en una mezcla de tipo

kelvin-Voigt.

1 . Existen condiciones para ga-
rantizar la existencia de la so-
lucién del sistema asociado
atemperatura y porosidad en
una mezcla de tipo Kelvin -

Voigt.

2. Habré condiciones que ase-
guren la unicidad de la solu-
cién del sistema asociado a
temperatura y porosidad en
una mezcla de tipo Kelvin -

Voigt.

Existencia y unicidad de la solucién del sistema asociado a

temperatura y porosidad en una mezcla de tipo Kelvin - Voigt.
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0.1. Anexo2: Instrumentos de recoleccion de datos

Teorema 0.1.1. Sea H un espacio de Hilbert y A un operador lineal (no acotado), disipativo y con
dominio denso en X. Si 0 € p(A), entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de

contracciones: T(t) = e*** sobre H. Demostracién. Ver (Renardy, 1993) Teorema 2.12.3, pdg. 88.

INSTRUMENTO: Ficha de registro o demostracion.
Demostracion del método directo.
1. Reconocimiento de los enunciados proposicionales.
p: Sea 'H un espacio de Hilbert y A un operador lineal (no acotado), disipativo.
q: Con dominio denso en H.
r:Si0 € p(A),
s: A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones.
2. Demostracion directa
Debemos probar que

Lapruebade 1y 2.

1.- A es disipativo.
Se debe probar, Re<AU,U>x < 0.

2.-0¢g(A) D(A) es denso en H.

Se debe probar, que A es
inversible y la inversa sea
acotada.

La pruebade 1,2y 3.

1.- A es dispativo. A es el generador
infinitesimal de un Co -

2-0eQ(A). semigupo de
3. D(A) es denso en H. contracciones.
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