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RESUMEN

La presente investigacion estudié las funciones forma, especificamente los
polinomios de Bernstein, como funciones que sirven para representar, mediante
combinaciéon lineal, ciertas funciones que pueden ser las soluciones de
determinado problema de ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Se
utilizaron los métodos espectrales, métodos que aparecen en los anos 70, estos
métodos son de precision muy alta y de rapida convergencia a comparacion
del Método de Elementos Finitos (MEF). Se dieron los aspectos teoricos de
los métodos espectrales, formulaciones débiles y fuertes de algunos problemas
de EDO. Asimismo, se aproximé una funcién soluciéon mediante el Método
de Galerkin. Se logr6 comprobar que los polinomios de Bernstein son mas
faciles de utilizar a comparacion de los polinomios base de Lagrange y de

mejor precision que los Polinomios de Chebyshev.
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ABSTRACT

The present research studied shape functions, specifically Bernstein
polynomials, as functions that serve to represent, through linear combination,
certain functions that may be those of a certain problem of ordinary or partial
differential equations. Spectral methods were used, methods that appeared
in the 70s. These methods have very high precision and rapid convergence
compared to the Finite Element Method (FEM). The theoretical aspects of
spectral methods, weak and strong formulations of some ODE problems were
given. Likewise, a solution was approximated by the Galerkin Method. It was
possible to verify that the Bernstein polynomials are easier to use compared
to the Lagrange base polynomials and of better precision than the Chebyshev

polynomials.
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INTRODUCCION

La idea de aproximacion que se da en el Anélisis Mateméatico es considerar
un objeto y buscar la forma de acercarnos a él a través de otros objetos méas
simples que sean muy parecidos a él. Sabemos que los “objetos” polinomios pue-
den representar mejor una funcion continua, por ejemplo ya desde antes, una
poderosa herramienta de aproximacion de funciones es el Teorema de Taylor.
Algunos autores como Kolmogorov y Fomin, Bartle y Rudin, presentan di-
versos teoremas de aproximacion como los de Bernstein, Weierstrass, Stone,

Stone—Weierstrass; pero indican lo mismo. (Meda, 2005)

Bernstein introdujo los Polinomios de Bernstein para la demostracion del
Teorema de Weierstrass: Dada una funcidn [ definida en z € [0,1] C R, los

polinomios de Bernstein de orden n de la funcion f se define como,



XV

Los Polinomios de Bernstein ayudan en la construcciéon de polinomios den-
sos en el espacio de funciones continuas con dominio en un intervalo compacto
de R. No se necesita que la funcién que se va a aproximar f sea ni siquiera
derivable en algiin punto. S6lo se necesita poder evaluarla en una reticula de
puntos del dominio, (en una sucesion de particiones del intervalo con normas
que tiendan a cero), y para cada x € [0; 1] lanzar volados con Probabilidad de

aguila igual a z. (Meda, 2005)

En esta tesis estudiamos los polinomios de Bernstein, sus propiedades, su
utilidad en la aproximaciéon de funciones, métodos de aproximacion como de
Galerkin, el uso de funciones base para el método de Galerkin, métodos espec-

trales y veremos las aplicaciones que dan algunos autores.

El siguiente trabajo se distribuye de la siguiente manera: En el marco con-
ceptual, se vera el espacio de funciones en el sentido de aproximacién, es decir
a los polinomios de Bernstein. También algunas féormulas de sus propiedades.
Seguidamente, se veran los métodos de aproximacion, método de diferencias

finitas, métodos espectrales, pseudoespectrales, entre otros.

Por ultimo, veremos la aplicacion de los polinomios de Bernstein como

funciones de base en el método de Galerkin y el andlisis del error respectivo.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcién de la realidad problematica

Los modelos matematicos que tratan de representar fenémenos de la naturale-
za estan dados en ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales. Muy pocas de
esas ecuaciones diferenciales se pueden resolver analiticamente; y llegar a esa
solucion a veces es muy complicado. Ante esto, surgen los métodos numéricos,
y de acuerdo a la forma de abordarlos tenemos los métodos espectrales y otros,
asimismo en cada método se puede tomar una metodologia que nos lleve a dar
con una solucién que sea lo més parecida a la solucion que se requiere real-
mente; por ejemplo, (Navarro, 2011), emplea en los métodos de aproximacion,

los polinomios de Bernstein para resolver ecuaciones integrales de Volterra.

Los métodos espectrales varian su significado dependiendo dénde se esté
aplicando, como el Anéalisis Funcional o el Procesamiento de Senales. Aqui sig-
nificaran un método numérico muy preciso para resolver EDP’s cuya solucién

numérica se expresa como una expansion finita de algin conjunto de funciones



basicas. Si escribimos la EDP en funcion de los coeficientes de esa expansion,
el método se conoce como método espectral de Galerkin. Hay otros métodos,
conocidos como pseudoespectrales, como el método de colocacion espectral,
similares a los métodos de diferencias finitas, pues emplea un conjunto de pun-
tos de cuadricula, que se denominan “puntos de colocaciéon”. Y otros llamados
métodos Tau—espectrales, similares a los métodos espectrales de GGalerkin, pero
difieren en que la expansion no necesariamente debe satisfacer las condiciones

de contorno, requiriéndose mas ecuaciones. (Costa, 2004)

En este trabajo se daran ejemplos de soluciéon cuya expansion esté dada

con funciones base los polinomios de Bernstein.

1.2. Delimitacién de la investigacion

1.2.1. Espacial

Este trabajo se ubica en la matemaética aplicada, especificamente el analisis

numérico y las EDP. Asimismo, se comparara el uso de otras bases en el método

de Galerkin.

1.2.2. Social

Es un trabajo de aplicacién para estudiantes de la Escuela Profesional de

Ciencias Fisico-Matematicas e Ingenierias.



1.2.3. Temporal

La bibliografia utilizada es desde 1980, tesis actuales.

1.3. Problema de investigacion
1.3.1. Problema general

..Los Polinomios de Bernstein pueden usarse como funciones base en el método

de Galerkin?

1.3.2. Problema especifico

.La solucion de una EDO se puede aproximar por métodos espectrales?

1.4. Objetivos
1.4.1. Objetivo general

Demostrar que los Polinomios de Bernstein se pueden usar como funciones

base en el método de Galerkin.

1.4.2. Objetivos especificos

Hallar la solucién de una ecuaciéon diferencial por métodos espectrales.

1.5. Hipotesis
1.5.1. Hipobtesis general

Los Polinomios de Bernstein se pueden usar como funciones base en el Método

de Galerkin.



1.5.2. Hipotesis especificas

Por medio de los métodos espectrales con polinomios de Bernstein se puede

aproximar la solucién de una ecuacion diferencial.

1.6. Diseno

Disenio experimental, pues, segiun Kerlinger (2002), sostiene que generalmente
se llama diseno de investigacion al plan y a la estructura de un estudio. “Es
el plan y estructura de una investigacion concebidas para oblener respuestas a
las preguntas de un estudio”. En ese sentido, el diseno de investigacion senala
la forma de conceptuar un problema de investigacion y la manera de colocarlo
dentro de una estructura que sea guia para la experimentacion ({bf en el caso

de los disenos experimentales)

1.6.1. Tipo

Tipo aplicativa, segin Zorrilla (1993) “... La investigacion aplicada busca el

conocer para hacer, para actuar, para construir, para modificar.”.

1.6.2. Nivel

(Nivel explicativo) finalidad de explicar el comportamiento de una variable
(polinomios de Bernstein) en funcion de otras (métodos de galerkin) con la

relacion de (causa—efecto).



1.6.3. Meétodo para recolecciéon de informacién

Segtin Hernandez Sampieri (2010), “la investigacion se basa en fuentes biblio-
grdficas existentes en libros, tesis, articulos cientificos e informacion por in-

ternet”.

En nuestro caso, la recopilacion bibliografica, consisitié en articulos

cientificos, revistas y libros provenientes de fuentes confiables.

1.7. Poblacion

De acuerdo a la naturaleza de este trabajo, no hay poblacion.



CAPITULO II

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del Problema

2.1.1. Internacionales

e Szegd, G. (1975), en su trabajo de investigacion “Orthogonal Polynomials”,
considera una clase de polinomios llamados de Bernstein y G. Szego:
Sea p(z) un polinomio de grado | y positivo en [—1,1]. Entonces los polinomios

ortonormales P,(x), que estdn asociados con las funciones peso

;

(1—a?)2{p(z)} " . [ <2n

wi) =4 (L—a)Hp@)} |, 1<2n+1)

1

\ G;i)z{f)@")}l Cl<on41

los tres casos fueron investigados por S. Bernstein junto con su férmula asinto-
tica y con estos polinomios gener6 una familia de funciones que pueden usarse

como funciones base.



e Cabada, A., F.J.S.A. y Correa (2012), en su trabajo de investigacion “Existen-
ce of Solutions of a Nonlocal Elliptic System Via Galerkin Method”, estudiaron
el sistema eliptico, con algunas interrogantes relacionadas a la existencia de su
solucion, y llegaron a la conclusion de que el método de Galerkin es una herra-

mienta importante utilizado para resolver problemas en un sistema eliptico.

e Garijo D. (2015), en su tesis “Modelos sin malla en Simulacion Numérica de
Estructuras Aeroespaciales”, hace un estudio formal de la Particion de Uni-
dad de Bernstein en esquemas de Galerkin para la resoluciéon de problemas
de ecuaciones diferenciales parciales en el campo del analisis estructural, per-
mitiéndole concluir que en sus modelos pueden evitarse los mallados de los

dominios.

e Camara J.S (2017), en su tesis “Modelizacion de Problemas de Fluido-
actistica con elementos Espectrales de Orden Elevado y Polinomios de
Bernstein”, resuelve problemas a partir del Método de Elementos Espectrales,
el cual es similar al Método de Elementos Finitos (MEF), indica ademas que
en el MEF, en general, se utilizan elementos lineales y polinomios de Lagrange,
pero que en su trabajo empleara elementos de mayor orden y polinomios de
Lagrange asi como de Bernstein, a fin de estudiar la utilidad de éstos en la

resolucion de este tipo de problemas.



2.1.2. Nacionales

e Navarro (2011), en su tesis “Ecuaciones en Diferencias de Volterra y aproxi-
maciéon numérica para ecuaciones integrales”, desarrolla algunas formas para
aproximar numéricamente las soluciones de las ecuaciones integrales de Volte-

rra usando los polinomios de Bernstein, entre otros, con Matlab.

e Murillo M., F (2016), en su tesis “Polinomios por partes y el Método de
Elemento Finito relativo a una malla en el dominio de calculo”, trabaja con
los polinomios por partes definidos en relaciéon a una malla en el dominio de

calculo.

e Barahona M., W.D. (2018), en su investigacion “Existencia de Soluciones
Débiles de un Sistema Eliptico no local Semilineal”, emplea una metodologia
que puede aplicarse a otros tipos de ecuaciones diferenciales parciales y/o
ordinarias, con diferente condicién de frontera y concluye que el Método
de Galerkin es de gran aplicabilidad para resolver problemas no locales, en

particular para encontrar soluciones débiles de tipo eliptico.

2.1.3. Locales

No se ha encontrado trabajos relacionados en el tema.



2.2. Bases teodricas

Se ha utilizado libros de: Szegd, G. (1975), Issacson y Keller (1966), tesis y

articulos cientificos.

2.2.1. Espacios lineales normados

En la interpolaciéon de una funcién se considera polinomios de cierto grado,
recordemos la interpolacion de Lagrange, donde se tiene que cumplir que dichos
polinomios y la funcién deben de coincidir en algunos puntos. Ahora se vera

en otro sentido la aproximaciéon por polinomios.

Un concepto 1til en nuestra investigacion es la funcion norma.

2.2.1. Definicion. Tenemos al espacio lineal V' sobre un campo R de niimeros
reales. La funcion || - || definida en V' y para la cual en f € V' se denota por

| fIl es llamada una norma sobre V' y satisface las siguientes propiedades:

(2) ||f|l =0 siysdlosi, f=0enV;

(i2) ||laf]] = |a| || fll, para todo a € R y todo f en V;

(i6i) If + gl < |1+ llgll, Vf yg € V, (desigualdad triangular)

Nota.-

El espacio lineal V' junto con la norma, es llamado un espacio lineal

normado.
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2.2.1. Ejemplo. Sea V = C([a,b]) = {f : [a,b] CR — R} y sea la norma

definida en 'V,

I = méx (o) 2.)

entonces C ([a,b]) junto con la norma anterior es un espacio lineal normado.

Por decir, si f(x) = 2% y [a,b] = [-2,1], entonces ||f|lc = m[é)g] |f(z)| =
z€[a,
méx |z%| = 4. [
z€[—2,1]
La norma || - ||« dada en (2.1) se le llama norma infinito o norma del
mdzimo.

2.2.2. Ejemplo. Sea w una funcion definida, positiva, continua e integrable
en la,b|, entonces el conjunto V.= C ([a,b]), como en el Ejemplo (2.2.1),

Junto con la norma

[ SIS

i1k = ([ 1@ ot ar (22)

es un espacio lineal normado.

Por decir, si f(z) = 2%, w(@) = 1 y [a,b] = [0,1], entonces ||fla =

(/01|x2|2-1dx) =7 u

=
—_

A la norma || - || dada en (2.2) se le llama 2-norma y la funcion w se le

llama funcién peso.
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En los cursos de Analisis Matematico se da la comparacion de estas dos

normas, veamos la siguiente proposicion.
2.2.1. Proposicion. Dadas las afirmaciones

(1) Sea w una funcidn peso de valor real, positiva, continua e integrable en

la,b[. Entonces para cualquier funcion f € C([a,b)]),
b 3
Il < @l donde 2= ( [“wioyar)

(2) Dados dos nimeros positivos cualesquiera € (pequenio) y M (grande),

entonces existe una funcion f € C ([a,b]) tal que

Ifllz<e g [flle> M

Demostracion.-

(1) Por (2.1), se tiene que
Vo € [a,b]: 0 < [f(2)] < Ifls = [f(@)]* < IIfI%

Entonces

1fll: = (/abw(x)|f(x)]2dx>é<

Por tanto || f]l2 < Q|| f]]co-
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Si recordamos estas normas sobre elementos u = (uy, us, ..., u,) € R",

n 2
Hqu={;\ui\2} o Ml =

ISy

se tiene que

[l

“n S lul: < Vi lullo, VueR™ (2.3)
La relacion (2.3) nos indica que ambas normas son intercambiables, pero
si actiian sobre el espacio C ([a, b]), la Proposicion (2.2.1) nos indica que esta

relacion (2.3) no es posible y que la eleccion de una de ellas puede afectar

seriamente el resultado de un anélisis.

Entonces si un polinomio aproxima a f en [a,b] el error ||f — p|| debe ser
muy pequeno, donde la norma puede ser la definida en (2.1) o en (2.2), pero
por la Proposicion (2.2.1) la idea de pequenez del error ||f — p||« es diferente

la del error ||f — p|l|2-

Con esto, se trata de dar una idea de aproximacién con una funcién norma
tal que la propiedad (1) de norma no siempre se va a cumplir, pero las restantes

si, es decir que || - || sea una seminorma.

En otras palabras, la medida de la desviacion o error en la aproximacion

de f por P,(x), denotada por

1/ (z) = Pa()]] (2.4)
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debe satisfacer (2) y (3) ya que la propiedad (1): ||f — P,|]| = 0 no siempre
va a implicar que f — P, = 0, es aqui donde se tendran en cuenta clases de

equivalencias.

Esta idea de aproximacion se ve en el siguiente teorema.

2.2.2. Aproximacion de Weierstrass

2.2.1. Teorema. (de Aprozimacion de Weierstrass)

Sea [ una funcion real de valor real, definida y continua en |a,b] C R, entonces

para cualquier €, existe un polinomio P tal que
”f_PHoo S (25)

Ademds si w es una funcion peso sobre |a,b[, entonces (2.5) se cumple para la

norma || - ||2 en [a,b] con funcion peso w. |

El Teorema (2.2.1), (Teorema de Aproximacion de Weierstrass), nos indica
que cualquier funcion f € C([a,b]) se puede aproximar muy bien mediante
cualquier elemento del conjunto de todos los polinomios, pero si adicionamos
una restriccion, por ejemplo que ese conjunto sea de los polinomios de grado

n, Pn, ya no se va a cumplir en general el teorema anterior.

Un caso particular, sea f(z) = sinxz € C([0,7]). Si n = 0, entonces para

cualquier ¢ € Py observamos que

(2.6)

ol = mie sl s
Isine —qlloc = méx |sinz—q| >



14

Es decir que para € = 3, no existe ¢ € Py tal que |[sinz — ¢|| < 3.

Esto se visualiza en la Figura (2.1), y el comportamiento de |sinx — g|, con

q € Po, tomando valores diferentes, (¢ = y), se ven en la Figura (2.2).

Para el caso del conjunto P, se presenta algo similar, para un n dado.

24 .
|sinx — q|

22

q € Po

| sinx 4 0.71|

|sinz — 0.8|

- g

I|sin:{: —0.1]

24 26 28 3 32 34 36 38 4 4.2 a4

1 1
-02 1

DN | =

Figura 2.1: Grafica que muestra que min ( mix |sinzx — q|) >
qgEPo \OLz <7



) [sin(x) = y|
[sin(x) = yI
0

Figura 2.2: Grafica de |sinx — ¢| para diferentes valores de ¢ € Py.

15
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2.2.2. Teorema. Sea f € C (|a,b]), entonces existe un polinomio P, € P, de

tal manera que

If = Pallec = min [|f — Qll (2.7)

Demostracion.-

Ver (Siili, E. y Mayers D., 2003) en su libro “An Introduction to Numerical

Analysis”, Pag. 228 para la demostracion. i

De acuerdo al Teorema (2.2.1), estamos ante un problema de minimizar
un maximo. En la demostracion, si € = (¢, c1,...,¢,) € R la funcion

M : R"*! — R definida por

M(@) = ||f = Qulloe, donde Qn(z) = c;a’ (2.8)

es continua en todo R y alcanza su minimo en R"*!. Entonces, si Q € P, es de
rm x) = o cat, requerimos hallar los coeficientes ¢;, i = 0,...,n
la fo a GJp i=0 it (3 ) )

tal que minimicen la funcién

n+1
M(E) = 1 = Qe = i, /() =D s

sobre R 1.

2.2.2. Definicién. El polinomio minimazx es el polinomio de mejor apro-

rimacion que minimiza, sobre () € P,, el maximo wvalor absoluto del error

f(z) — Q(x), sobre x € [a,b]. |
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La Definicion (2.2.2) es equivalente a decir que si P, € P,, polinomio

minimax, entonces

I = Pulloe = min | — Qlloe = min ( méx |£(z) - Q(:c)l) 29

QEPn QEPn \a<z<b

2.2.3. Ejemplo. (Ejemplo tomado del libro de (Sili, E. y Mayers D., 2003)
en su libro “An Introduction to Numerical Analysis”, Pdg. 230).

Sea f € C(]0,1]) estrictamente creciente, esto es f(0) < f(x1) < f(za) <
f(1), Vo, 29 €10,1[, 0 < 21 < 29 < 1. Queremos hallar el polinomio minimax

Py € Py, constante, para la funcion f sobre [0, 1]. [ |

Solucion.-

De acuerdo al Teorema (2.2.2), existe ese polinomio Py € Py, ademéas debe
ser de la forma Py(z) = ¢y, con ¢y € R. Entonces se debe de hallar ¢y de tal

manera que se minimice

If = Polla = s, 1£(2) ol

es decir, que sea minimo. En vista de que f es estrictamente creciente, entonces

la funcion f(z) — ¢y alcanza su minimo en x = 0 y su maximo en z = 1, pues
rel01] = f(0) < flz) < f(1) = f(0)=co < f(x)=co < f(1)=co.

Sin embargo, para la funcion |f(x) — ¢o|, no se sabe donde esta su méaximo o

su minimo, pero su maximo ocurre o en r = 0 0 en x = 1, es decir, si tomamos
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la funcion M y € = ¢y tenemos que

M(e) = M(co) = [If = Polle = mix [f(z) = co

0<z<1
= max{|f(0) — col,|f(1) — co|}

Primer caso: M(cq) = |f(0) — ¢

Aqui, [f(1) — o] < |f(0) — co|, de donde, por propiedad de valor absoluto, se
tiene que
(1700 = )+ (70 = ) ) (1) = ) = (70 = ) < 0
(f(1) —co+ f(0) —co) (f(1) = f(0)) <O
>0

f(0) —co < o= f(1)
Pero f(0) — co < f(1) — co, en consecuencia
F(0) = o < 0
Y as,
M(co) = |£(0) = co| = co — f(0).

Esto es cuando

7(0) + 7(1)

(f(1) —co+ f(0) —cp) < 0, es decir cuando ¢y > 5

Segundo caso: M(co) = |f(1) — ¢o

AqUiv |f(0) - CU| < |f(1) - CO|7 por tanto

(70 =)+ G0 =) (170 =) = ()~ ) ) < 0
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(£(0) = co + £(1) = o) (£(0) = £(1))

(f(0) —co+ f(1) —co) = 0

N
o

co—F(1) < f(0)—c <0 = f(1)—co>0
Por lo que,

M(co) = (1) = o] = £(1) — co.
Esto es para cuando

£(0) + £(1)

(f(0) —co+ f(1) —co) = 0, es decir cuando ¢y < 5

Entonces la funciéon M queda definida como:

D) e o o< 1O

M(co) = 2 (2.10)
%—ﬂm,cb>ﬂ9§ﬂ9

Las gréaficas de las funciones f(x) y M estan representadas en la Figura

(2.3) y en la Figura (2.4), respectivamente, el minimo de M ocurre en

f(0) + f(1)

2

Por tanto el polinomio minimax (constante) para f, para toda z € [0, 1],

viene a ser

Py(z) = 2 (2.11)

Su grafica esta dada en la Figura (2.3) de color rojo discontinua.



f(0)+ f(1)

2

f()

f()—£(0)
2

. |

Minimo de M,
ocurre en

0
= 5

-

Co

FO)+ £V f)
2

Figura 2.4: Grafica de la funcién M.

20



Si f(z) = e*, para x € [0, 1], tendremos

eV + el 1+e 1+e
0 2 9 o(z) = =3
Ademas
1+e
e—¢cy , < 5
M(co) = X
+e
co—1 , ¢ = 5
Con esto,

= (5] - i
e — = max
2 x€[0,1]

Estos resultados se muestran en la Figura (2.5).

Y

y = |e® — ¢

Figura 2.5: Funcion |e® — cg|, para diferentes valores de cg. Se observa que para cy =

se obtiene el minimo de los méaximos de |e* — ¢g|.

e+
2
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1

En el caso general, es decir cuando f € C([a,b]) no es monotona

necesariamente, y si + = gy * = w son dos puntos del intervalo [a,b] donde
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f tiene su méaximo y minimo respectivamente, es decir que Va € [a, b, f(u) >
f(z) y Vx € [a,b], f(w) < f(z), entonces el polinomio minimax de grado 0

para f en [a,b] estda dado por (recordar (2.11))

Py(z) = —————. (2.12)

Con esto, el polinomio minimax de grado 0 para f € C([a,b]), tiene la
propiedad de que el error de aproximacion f — F, tiene sus extremos en dos

puntos, en x = p y en z = w, donde

P - ) = (o) - (1) _ S-S0, S-S0

es positivo en x = i y negativo en r = w.

El siguiente teorema nos dice que esta propiedad se cumple en general,

antes un teorema que nos ayuda a entender el torema de oscilacion.

2.2.3. Teorema. (De la Vallée Pousin) Sean f € C([a,b]) y R € P,.

Supongamos que existen xy < -+ < Tpi1, n+ 2 puntos en |a,b] tal que
f(z;) — R(z;) y f(xiz1) — R(zi41) tienen signos contrarios, para i =0,...,n,
entonces
{ — Q| > { i) — R(x; 2.13
fin [|f = Qlle > min | f(z:) — B(=)| (2.13)
[ |
Demostracion.-

Ver (Siili, E. y Mayers D., 2003). i
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4 2
2.2.4. Ejemplo. Sea f(z) = 37 sinx — x + v € C([0,2]), cuya grifica se

muestra en la Figura (2.6). Los extremos ocurren en:

o 1y = u = 0.3953590722627735 = f(u) = 0.20766550052925528

o 1 =w = 1.7115491224499995 — f(w) = 0.9479482712506946

. 4 2
Figura 2.6: Funcion f(x) = 3% sinz — z + = mostrando sus puntos criticos en [0, 2].

De acuerdo a (2.12)

Po(z) fp) + f(w) 0.20766550052925528 + 0.9479482712506946
0 r)=———- =
2

= ¢o = 0.57780688589975
El error de aproximacion es

e(r) = f(z) — R(z) = f(z) — Py(z) = %lx sinx —x + g — 0.57780688589975
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e(n) = —0.3701413853607196

e(w) = 0.3701413853607196
De acuerdo al Teorema (2.2.5), tenemos que

; B > i N N M=o
min | f Q||oo_ir£%2\f(x,) R(z;)| g(lu’e(xz)’ 0.3701413853607196

La funcion |f(x) — co|, tomando ¢ diversos valores, estd en la Figura (2.7);

f(u) + f(w)

5 se obtiene el minimo de todos los mdzrimos.

ademds cuando cg =

Figura 2.7: Funcion | f(z) — co| para diferentes valores de cq.
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El siguiente teorema nos indica que si los valores |f(z;) — R(x;)|, para
i =0,1,..,n 41, son iguales a || f — R||» entonces R € P, es un polinomio

minimax, como se vié en el ejemplo anterior, Ejemplo (2.2.4).

2.2.4. Teorema. (Teorema de oscilacion)
Sea [ € C([a,b]). Un polinomio R € P, es un polinomio minimax para f

sobre [a,b] si y solo si existen los puntos a < xg < -+ < Tpp1 < b, tal que

|f(z;) — R(z;)| = ||f — Rlloo, 1=0,1,...,n+1 (2.14)
)
flxi) = R(z;) = —(f(2iz1) — R(xi41)), 1=0,1,...,n (2.15)
[ |
Demostracion.-
Ver (Siili, E. y Mayers D., 2003) para efectos de la demostracion. |

Lo que afirma el Teorema (2.2./) es que el error de aproximacion f — R
alcanza su maximo valor absoluto con signos alternados en los puntos x;,
1=20,1,...,n+1, estos puntos del Teorema de Oscilacion son llamados puntos

criticos.

4 2
2.2.5. Ejemplo. Consideremos f(z) = 37 sine — x + = € C([0,1)), y sea
R € Py, es decir R(z) = ¢y + c1x, con ¢y, ¢y reales. La derivada de f es una

funcion estrictamente creciente, ver Figura (2.8). Aquin =1 y de acuerdo al
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Teorema (2.2.4), R(x) serd el polinomio minimax si y solo si existe el nimero

x1, cona=0=1z9<x1 <xz9=1=0y debe cumplirse (2.15).
1Ty B
Fa)
06 ///
a f(z)
0.2 /
/ xIr

] 02 0.4 06 08 1

_ 4dx cosx 4sinz
-3 3

Figura 2.8: f(x) = gm sinz —z + %, y f'(z) — 1, para z € [0, 1].

La diferencia f(x) — (co + c12) alcanza su mdzimo o en los extremos o donde
f'(x)—c1 = 0; puesto que f" es mondtona creciente, solo puede tomar en un solo
punto el valor de c1. Asi, los extremos son puntos criticos y el otro punto critico
estd enx =d € 10,1] . Entonces, considerando xo =a = 0,21 = d,z9 =b =1,

y (2.15) del Teorema (2.2.4) tenemos
fla) = (ac1 +co) = S, f(d) — (der + co) = =S, f(b) — (ber + co) = S, f'(d) = 1
de donde

b) —
= M = 0.1219613130771953, y d = 0.45081289104162875
—a
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ademds cy = 0.2780480114364367. Por tanto

R(x) = ¢p + c1x = 0.2780480114364367 + 0.1219613130771953

Con lo cual se verifica (2.15),

fla) — (aci + co) = S = 0.12195198856356332

y |f(z:) — R(z)| = ||f — Rlloo = S = 0.12195198856356332, i = 0,1, 2.

Observamos f(x) junto a R(x) en la Figura (2.9); una tangente a f de
pendiente ¢ y una cuerda paralela a dicha tangente que pasa por los extremos.

(b, FO)) )
da de extremos (a, f(ri))’})(—i { b
Cuerda de X

R) =T A

con pendieute 1

Tangente & f

. 4 2
Figura 2.9: f(z) = 3% sinz —x + 5 ysu polinomio minimax R(z) = ¢p + c1z, z € [0, 1].
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Lo que se ha visto es lo que se conoce como la mejor aproximacion unifor-

me, que para el caso general, en P, se sigue el Algoritmo de Rémez.

A continuacion daremos algunas definiciones relacionadas con espacios

producto interior, convergencia, transformaciones bilineales, entre otros.

2.2.3. Definicién. Supongamos que tenemos un espacio vectorial sobre un
campo de escalares K, denotado por V. La aplicacion a : 'V xV — K se
dice que es una forma bilineal si cumple:

(1) a(au + v, w) = aa(u, w) + Ba(v,w), Vo, € K,u,v,w € V.

(2) a(u, v 4+ fw) = aa(u,v) + fa(u,w), Yo, € K,u,v,w € V. [

2.2.6. Ejemplo. Dadas las aplicaciones lineales ¢; - V. — K, i =1,2, con
V' un K-espacio vectorial, entonces la aplicacion a :' V X'V — K, definida

mediante
a(u, v) = ¢1(u) ga(v)
es una forma bilineal. n
Prueba.-
Sean o, f € K y u,v,w € V, entonces
o) alau+ fv,w) = di(au+ fu)ga(w) = (agi(u) + fr(v)) b (w)
= adi(w)ds(w) + B (v)ds(w)= aa(u, w) + Ba(v, w).
o) a(u,av+ fw) = ¢1(u)da(av + Bw) = ¢1(u) (ads(v) + Bea(w))
= adi(w)s(v) + B (w)a(w)= aa(u,v) + fa(u, w).
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Se cumplen las condiciones dadas en la Definicion (2.2.3), por tanto, si es una

forma bilineal. |

2.2.4. Definicién. St V un espacio funcional vectorial sobre los niumeros

reales, una forma bilineal

(u,v) — (u,v)

se llama producto escalar si es simétrica y definida positiva, es decir que verifica
(u,v) = (v,u), Yu,v€eV
(u,uy > 0, YueV (2.17)

(uyu) =0, <= u=0.

La funcion
|lu|| :== /(u,u), parau €V, (2.18)

define una norma sobre el espacio V. Si un espacio vectorial esta dotado de

un producto escalar se le denomina pre—Hilbert o euclideo.

2.2.5. Definicion. Una sucesion de funciones {uy},-, en un espacio euclideo,

se dice que es de Cauchy si

lim  ||um — un|| = 0. (2.19)

min{m,n}— co
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2.2.6. Definiciéon. St H es un espacio vectorial con producto escalar se dice
que es un espacio de Hilbert si es completo con respecto a la norma asociada.

Esto equivale a que toda sucesion de Cauchy de H es convergente. [

La Definicion (2.2.6) es importante porque se va a representar a una
funciéon como una combinacion lineal infinita, y la convergencia tiene que estar

asegurada.

2.2.7. Definicion. Sea % C R" un abierto. Se define el espacio L' (%) :

espacio de funciones integrables en % . Iqualmente se define el espacio
LP (%) = {f (medible) : % — R, |f|" €L’ (%)}

donde 0 < p < oo, el espacio LP (%) es un espacio vectorial con norma

inducida

1

i = ([ 17)" (2.20)

En la Definicion (2.2.7), cuando p = 2, tenemos el espacio

(%) = {f : % — R, medible/ [ (f)*dx < oo} (2.21)

4

con producto escalar

(f,9) izéf(x)g(x)dx.
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Entonces L?(%) es un espacio de Hilbert.

2.2.8. Definicién. Un espacio vectorial normado y completo se le llama es-

pacio de Banach. [ |

2.2.7. Ejemplo. Algunos espacios de Hilbert y de Banach.
) El espacio vectorial R", formado por las n—tuplas u = (uy,...,u,), con
u; €ER, 1 =1,...,n es un espacio de Hilbert con el producto escalar usual
(u,v)y = Zuivi, Yu,v € R™.
i=1

La norma es la norma euclidiana, sin embargo hay otras normas,

4 n

lull, = ) lul, VueR"

i=1

1
lul, = <Z\ui|p> ., YueR"

i=1

| fulle = mix {Juil}, VueR"

..... n
o) Espacio (7, definidos sobre el espacio vectorial de las sucesiones reales:

{xn}22 CR, para p € [1,00],

n=1

= {x = {Zn}pen/ D lal” < —l—oo} .

Estos son espacios de Banach, con norma

o0

Z |z, |P, Vo ={x,} €.

n=1

lzll, = llzlle =
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Para p = 2, el espacio (* es un espacio de Hilbert, y para p = oo, el espacio

0> es de Banach. [ |

La convergencia fuerte y débil son necesarias para las sucesiones de

funciones que vamos a emplear.

2.2.9. Definicién. En un espacio de Hilbert H, el término convergencia
fuerte se entiende por la convergencia con respecto a la norma asociada al

producto escalar. Es decir,

{u,} C H converge fuertemente a u € H

St
lim ||u, —u|| =0 (2.22)
n — oo
Denotamos la convergencia fuerte como u, — u. [

2.2.10. Definicién. Dado el espacio de Hilbert H, se dice que hay
convergencia débil si la convergencia se da a nivel de producto escalar, es

decir,

{u,} C H converge débilmente a v € H

St

lim (u,,v) = (u,v), o (u,,v) — (u,v), Yo H. (2.23)

n — oo
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Denotamos la convergencia débil como

Uy — U.

La convergencia fuerte y débil estan relacionadas, como podemos ver en
las siguientes afirmaciones, las demostraciones se pueden ubicar en (Rektorys,

1980).

2.2.2. Proposicion. Si{u,} converge fuertemente a u, entonces también con-

verge débilmente. [ |

Para determinados espacios de Hilbert, lo reciproco de la Proposicién

(2.2.2) se cumple.

2.2.3. Proposicion. En un espacio de Hilbert de dimension finita, la conver-

gencia fuerte es equivalente a la convergencia débil. [ |
Demostracion.-
Sea H un espacio de Hilbert con dim(H) = d < oo. Consideremos a

{h1, ha,..., hq} como una base ortonormal de H, es decir (h;, h;) = 527 y todo
elemento de H se puede representar como combinacién lineal de los h;. Sean

we Hy {u,} ~, C H, es decir

d

d
U= Z(m P ) Py Uy = Z(un, R ) B,

m=1 m=1
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Si u, converge débilmente a u, es decir
(Uny ) — (U, hpn), Ym

La anterior convergencia esta en el campo de los escalares, por tanto para

cualquier h,, se tendra también convergencia, pero en H, es decir
(U, B ) o, — (U, B Y, VM

Esto implica que

d
> (i Bl — > (1, by

m=1

1=

En consecuencia

Uy, — U.

2.3. Marco Conceptual
2.3.1. Polinomios de Bernstein

Una de las aplicaciones importantes de los polinomios de Bernstein es ser la
base en la demostracion del Teorema de Weierstrass, dado por el ucraniano
Sergei Natanovich Bernstein. Como se sabe, la aproximacion es otro método
que se emplea en analisis numérico ademas de la interpolaciéon. Bernstein ob-
servd que con los polinomios existentes habia ciertas falencias en utilizarlos,
como el caso del Teorema de Taylor, en el cual una de sus exigencias es que la
funcion sea infinitamente diferenciable, es por ello que introduce los polinomios

de Bernstein en la demostracion del Teorema de Weierstrass, y es a partir de
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ese teorema que la aproximacién polinémica es utilizada ampliamente.

Al aproximar una funciéon f por medio de los polinomios de Bernstein, no

se necesita que f sea siquiera diferenciable en algin punto.

2.3.1. Definicién. Para k = 0,1,....,n, n = 1,2,..., los polinomios

basicos de Bernstein se definen como

Boi(z) = (Z) 21— )"k, (2.24)

donde el coeficiente, llamado coeficiente binomzal es,

<Z> - #'_k)' (2.25)

Formula del Binomio de Newton.-

(a+b)" = En: (Z) a*k ok, (2.26)

k=0

Si en (2.26) hacemos que a+b=1y a =z, b=1— x tenemos

1= (a+b)"= kz; (Z) a* b = ;(Z) 2 (1 - x)”’i,

— Bk (@)

de donde
> Builz) =1 (2.27)
k=0
En la Figura (2.10) se observan los polinomios bésicos de Bernstein para
diferentes grados, n, y los correspondientes valores de k. Dichas graficas se han

obtenido con Mathematica.
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Bln , k , x 1 =Binomialln, k1 x*k (1-x)*(n-k);:
{Plot[{B[6, 0, x], B[6, 1, x], B[6, 2, x], B[6, 3, x], B[6, 4, x], B[6, 5, x], B[6, 6, x]}, {x, —.01, 1.01}, PlotRange + {-.05, 1},

PlotStyle - {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Green, Thickness[0.005]}, {Cyan, Thickness[0.005]},
{Brown, Thickness[0.005]}, {¥ellow, Thickness[0.005]}, {Black, Thickness[0.005]}}],

Plot[{B[5, 0, x], B[5, 1, x], B[5, 2, x], B[5, 3, x], B[5, 4, x], B[5, 5, x]}, {x, -.01, 1.01},

PlotStyle - {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Green, Thickness[0.005]}, {Cyan, Thickness[0.005]},

{Brown, Thickness[0.005]}, {Black, Thickness[0.005]}}].,
Plot[{B[4, 0, x], B[4, 1, x], B[4, 2, x], B[4, 3, x], B[4, 4, x]}, {x, -.01, 1.01},
PlotStyle - {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Green, Thickness[0.005]}, {Cyan, Thickness[0.005]},
{Black, Thickness[0.005]}}], Plet[{B[3, 0, =], B[3, 1, =], B[3, 2, =], B[3, 3, =]}, {x, -.01, 1.01},

PlotStyle - {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Green, Thickness[0.005]}, {Black, Thickness[0.005]}}],

Plot[{B[2, 0, x], B[2, 1, x], B[2, 2, x]}, {x, -.01, 1.01},

PlotStyle - {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Black, Thickness[0.005]}}],

Plot[{B[1, 0, x], B[1, 1, x]}, {x, -.01, 1.01}, PlotStyle + {{Red, Thickness[0.005]}, {Black, Thickness[0.005]}}]}

{Plot[{B[10, 0, x], B[10, 1, x], B[10, 2, x], B[10, 3, =], B[10, 4, =], B[10, 5, x], B[10, 6, x], B[10, 7, x], B[10, &, x],
B[10, 9, x], B[10, 10, x]}, {x, -.01, 1.01}, PlotRange - {-.05, 1},

PlotStyle - {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Green, Thickness[0.005]}, {Cyan, Thickness[0.005]},
{Brown, Thickness[0.005]}, {Yellow, Thickness[0.005]}, {Orange, Thickness[0.005]}, {Pink, Thickness[0.005]},
{Gray, Thickness[0.005]}, {Purple, Thickness[0.005]}, {Black, Thickness[0.005]}}].,

Plot[{B[20, 0, x], B[20, 1, x], B[20, 2, x], B[20, 3, =], B[20, 4, =], B[20, 5, x], B[20, 6, x], B[20, 7, x], B[20, 8, x],
B[20, 9, %], B[20, 10, x], B[20, 11, %], B[20, 12, x], B[20, 13, x], B[20, 14, =], B[20, 15, x], B[20, 16, x], B[20, 17, x],
B[20, 18, =], B[20, 19, x], B[20, 20, =]}, {x, —.01, 1.01}, PlotRange - {-.05, 1},

PlotStyle -+ {{Red, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]}, {Green, Thickness[0.005]}, {Cyan, Thickness[0.005]},
{Brown, Thickness[0.005]}, {Yellow, Thickness[0.005]}, {Orange, Thickness[0.005]}, {Pink, Thickness[0.005]},
{Gray, Thickness[0.005]}, {Purple, Thickness[0.005]}, {Pink, Thickness[0.005]}, {Brown, Thickness[0.005]},
{Dashed, Thickness[0.005]}, {Pink, Thickness[0.005]}, {Yellow, Thickness[0.005]}, {Magenta, Thickness[0.005]},
{Green, Thickness[0.005]}, {Gray, Thickness[0.005]}, {Purple, Thickness[0.005]}, {Yellow, Thickness[0.005]},
{Black, Thickness[0.005]}}]}
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Figura 2.10: Polinomios béasicos de Bernstein £, ;(z) = (
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(g) n=10

diferentes valores de n y para x € [0, 1].
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Propiedades.-
Los polinomios béasicos de Bernstein, 3, x(x), definidos en (2.24), para x €
[0,1], forman el conjunto {f,x : k= 0,1,...,n},>1 que es una base de P,

llamada base de Bernstein, y posee las siguientes propiedades:

1= Z Bnk(x) (Particion de la Unidad)
k=0

Z ﬁn,k(«r) — Z Bn—l,k(x)
k=0 k=0

nx = Z k B ()
. k=0

> (K = k)Bun(z) = (n* = n) 2’

k=0

o fur(x)=1—2)bn1k(x)+ 28n_14-1()

ﬁn,k(l‘) = Bn,n—k(]- - .I')

Las dos ultimas propiedades son llamadas Propiedad de Recurrencia y de

Simetria, respectivamente. Ademas, S, () =0 para k <00 k > n.

Nota.-
Para n =0,

Box(x) = Boo(r) = (8) P(1-2)=1 = Bjyz)=0 (2.28)
Para k =0,
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Para k = n,

n

nn

Bun(z) = (n> (1 —-2)° =2" = p  (x)=mna""". (2.30)

Paran =1,
fro(x)=1—2 = 510(1‘) =1 (2.31)
fri(x) =2 = 5{71@3‘) =1 (2.32)

Vemos que (2.51) coincide con (2.29) y (2.32) coincide con (2.30). Ademas,

n

B k(@) = ( k) o* N1 — o)k — n), (2.33)

. k
es decir que (! ,(x) = 0 para z = 0, 2 = 1 0 * = —, exceptuando cuando
’ n

n=0,n=1,k=0y k=mn. Por lo que si tenemos una particion del intervalo

.15 {0,
B (x) = <Z) P2 (1) 2 ((k:—1+(2—n)x) (k—nz) —nx(l—x)) (2.34)

2 n—1 fes
S—y e, ,1 ¢, para x = — € ]0, 1[, punto critico, vemos que
n n n

S|

Por tanto

(-7 () e e

es decir que x = — corresponde a un maximo y el valor maximo de 3,  en ese
n

(-0 e

La relacion entre el valor dado en (2.36) y el valor dado en (2.35) es

punto es

B = _kn—k) B (5) (2.37)

n
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2.3.1. Ejemplo. De la Definicion (2.5.1), tenemos los polinomios bdsicos de

Bernstein, cuyas grdficas estan en la Figura (2.10), para x € [0, 1],
(x) de grado n =1: f1o(z) =1 —2, fii(z) ==
(¥) de grado n = 2:

Pao(x) = (1= 2)?, Pon(x) =22(1 — ), Ban(z) =2

(¥) de grado n = 3:

Bso(r) = (1 —2)°, Bsi(x) =3x(1 —2)?, PBaa(x)=32°(1—1x), Bs33(z) =2z
(*) de grado n = 4:
Bio(z) = (1 — ), Bia(x) = 62%(1 — )%, Bya(z) = 2.

Bui(z) =4z(1 — )%, Bys(z) =423(1 — z),
(¥) de grado n = 5:

Bso(z) = (1 —5)7, Bsa(x) =102%(1 — 2)3,  Bsa(x) =5z*(1 — x),

Bs1(z) = 5z(1 — x)4, Bss(x) = 102*(1 — x)?,  Bss(x) = 2.

Ahora daremos la definiciéon del polinomio de Bernstein.

2.3.2. Definicién. Sea f : [0,1] — R, una funcidn continua, el n—ésimo

polinomio de Bernstein de f de grado a lo mds n se define como

:éf(%)\() (1—a)" 1 Zf( )@m (2.38)
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Recordemos que en (2.38) los 3, x(x) son de grado n, pero los polinomios
B,(f,x) de la Definicion (2.3.2) no necesariamente seran de grado n, pues

dependera de la funcién f, como podemos observar

B.(f.2) = gf (5) (})aa-or

- 2R (D) e

El coeficiente principal (para j = 0) es

S (0o (e oo

y este coeficiente puede ser cero.

<

Por ejemplo, si queremos hallar el polinomio B;(f,z) para f(z) = sin (7x)

en [0,1] C R tendremos, por (2.59), que el coeficiente principal, el de 23, es

L U
A (5) e () ()
— 500 )+3f( )—Sf( )+

27
= —smO+381n —3s1n(? + sin (7
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y asi

Bs(sin (wz),z) = isin (wg) (z) 2k (1 — z)3*

Es decir que el polinomio Bs(f,z) de f(x) = sin (7x) no es de grado 3 sino de
grado 2.

Algunos otros polinomios de Bernstein para f(z) = sin (7x), para x € [0, 1].

o) Bi(f,z) — ,;Sm (7%) (Dxm )
o) Bo(f,z) = 21— a?

o) Byi(f.x) = 2v22—6(vV2—1)22+4(2v2 — 3)x® — 2(2v2 — 3) 2*

o) By(f,z) = 3z +§(\/§ —2) 2% —10(3v/3 —5) 2 +§(7\/§ —12) 2
—3(15v/3 — 26)2° + (15y/3 — 26)2°

o) Bio(f,2) = 3.09017x — 1.36119 2 — 3.27453 2% + 1.18274 z*

+0.534192 2% —0.15935 2% —0.015987 27 + 0.0039293 z®

+0.000044936 27 — 8.9872 x 1076 219

o) Bis(f,z) = 3.11868z — 0.9541082% — 3.953772% + 1.06048z*
+1.038512° — 0.2455925 — 0.083459127 + 0.01744772"

+0.00224392° — 0.000414698z'% — 0.0000185077x!*

+3.016 x 1076212 + 3.181 x 1078213 — 4.542 x 109
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o) By(f,z) = 3.12869z — 0.731868x2 — 4.2830823 + 0.9077562"
+1.362782° — 0.2627062° — 0.15484327 + 0.0272192%

+0.007367342° — 0.001182542'% — 0.000154912x!*

+0.00002272212 + 1.431 x 1075213 — 1.639 x 10~ "z4
+5.961 x 107821 +2.980 x 10826 + 1.490 x 1037

—1.863 x 107%21® — 8.193 x 10716219 +8.193 x 107172

Los polinomios de Bernstein de f(z) = sin (7z), a medida que n aumenta, se
aproximan maés a f(x), ver la Figura (2.11).

Ademas, [|f — Bu(f,)]loc < 1,Vn > 1, y para los polinomios encontrados te-

nemos
O I = Bl = mis sin(r) — Bl = 1
O IF = Balf e = mix |sin () - B, =05
o) [|f—Bs(f, ) = xrél[%)f]hm(wx) Bs(f,x)| = 0.35048094716167
) If = Bilf Moo = i [sin () — By(F. )| = 0.27144660040673
) If = Bo(f Mo = mix [sin(mr) — By(f.2)] = 0.18780059107604

o) [|f—Bio(f, )|l = wrél[%}lc] |sin (mz) — Bio(f,z)| = 0.11651481632053

o) ||f — Bis(f, )]l = max |sin(mz) — Bis(f,z)| = 0.07909414381276

z€(0,1]

) If = Baolf Mo = i [sin (mx) — Bao(f,)| = 0.05988074937453



08

06

04

02

44

0.2

(8) Bisy f
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(b) By f
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(d) Byy f
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0.2
(f) By f
10
08
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04
02
02 04 06 08 1
0.2

(h) Bao y f

Figura 2.11: Polinomios, B, (f,z), de f(z) = sin (7z) (color negro) junto a f(z), para

x €10,1].
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Polinomios de Bernstein de f(z) =1,z,2°.-

e) Teniendo en cuenta la segunda de las propiedades:

1= Bur(@) =Y 1B8uu(z) = By(1,2)

fx)=1 = |B,(1,z) =1 (2.40)

) De la tercera de las propiedades: nx = Z k Bk ()

T = Z (%) Bnr(x) = By(x, x)
ne
f(x) =2 = |B,(z,2)=x (2.41)

e) Para la parabola,

f(x) =x* = |B,(z% ) =2+

(2.42)

De (2.42), los polinomios de Bernstein no interpolan a f(z) sino que la

aproximan, es decir

2.3.1. Teorema. En C([0,1],| - ||oc), Bu(f,-) — f, Vf € C([0,1]), (con-

vergencia uniforme). |

Demostracion.-

Una prueba de esto se ve en (Isaacson and Keller, 1966) p. 185. i
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2.3.2. Ejemplo. Sea f(z) = 2* € C([0,1]), por (2.42) el n—ésimo polinomio

z(1—x)

de Bernstein asociado a f es B, (x* x) = 2* + ,n=12,...

Por el Teorema (2.3.1),

U ||~ Bu(f. )l =0

es decir, que para cada € > 0 existe ng € Z tal que

Hf_ Bn(f7>||00 <€ n = o

Siendo ast,

z(1—x)

If = Balf,)lloo = méx [f(2) = Bu(@?, z)| = méx |——

z€[0,1] z€[0,1]

=—<e
4n

1 1
dn > " Para ng = [4——‘ el Teorema (2.5.1) se cumple. (Ja] =k € Z /
€ €

k> a)

1
St damos algunos valores de € tendremos el ny = [4——‘ a fin de que se cumpla
€

el Teorema (2.3.1), ello se puede comprobar en el Cuadro (2.1):

1

o)e:1—>n0={ 1:[0.25}:1,.-.\77121.

4x1
0) =02 — ng= [4 ;OJ = [1.25] =2, -.Vn > 2.
¢) e=0.04 — ng = L ><10.04—‘ =[6.25]=7,..Vn>T.
1
o) ¢ = 0.0255 — ng = [mw — [9.804] = 10, .. Vn > 10.
o) ¢ = 0.01195 — ng = [mw = [209.20502] = 210, . Vn > 210.H



1 = Bl oo

n

" iy - B

1 0.250000000000
2 0.125000000000
3 0.083333333333
4 0.062500000000
5 0.050000000000
6 0.041666666667
7 0.035714285714
8 0.031250000000
9 0.027777TTTTT8
10 0.025000000000
200 0.001250000000
209 0.001196172249
210 0.001190476190

Cuadro 2.1: Valores del error al tomar B, (x2,z) por f(r) = x2.
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Nota.-

Para f € C([a,b]), el polinomio B,, de Bernstein, asociado a f se define

por

B,(f,x) = (b_la)n Zn: f (a + (b — a)fL) (Z) (x —a)k(b—z)" "
- (2.43)

2.3.2. Funciones Forma

Una de las técnicas numeéricas importantes de los tltimos anos es el Método de
los Elementos Finitos (MEF), y su proceso involucra el método de Galerkin,
aqui las funciones forma juegan un papel crucial pues ellas daran informacion

en los nodos. Los polinomios de Lagrange y Bernstein aportan en estas técnicas.

Las funciones de forma son funciones que interpolan y aproximan y la
manera de expresarlos es a través de valores nodales. Con ellas se logra
formular facilmente el MEF, ademas se puede tener un control del grado de
precision de la solucién del problema, son conocidas porque su orden del error
de aproximacion es O(hP™!). Dos tipos de estas funciones se emplean en el

MEF,

) las empleadas para la interpolacion de la funcién desconocida en los
nodos, denotadas por NV; y tienen cumplen la propiedad de Delta de Kronecker

en el nodo 7;

o) las empleadas para la aproximacion de la geometria del elemento,

llamadas funciones de interpolacion de la geometria, denotadas por N;.
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Se usan coordenadas cartesianas (x,y) o (x,y,z) y si las expresiones

necesitan ser normalizadas se usan coordenadas naturales o locales (£, 7).

2.3.3. Propiedades de las Funciones Forma

Debido a que las funciones forma se encargan de realizar las interpolaciones y
las aproximaciones del MEF, dichas aproximaciones se hacen a partir de los

valores en los nodos ya conocidos, valores nodales.

Veamos a aquellas que realizan interpolaciones.

Interpolacion Nodal

e Una forma asociada satisface la propiedad Delta de Kronecker.

1 sii=j,
0 sit#j

Es decir, dado el nodo z;, la funcién forma asociada a ese nodo tiene el

valor uno en ese nodo j.

e Otra propiedad es que, la suma de todas las funciones de forma en un

elemento es igual a uno, en todo el dominio.

Ademés, de las propiedades expuestas, también deben cumplir la continui-
dad, derivabilidad, integrabilidad, completitud, compatibilidad, invarianza y

lo de criterio de la parcela.
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2.3.4. Polinomios de Lagrange

A diferencia de la aproximacién, en el método de interpolacion se elije una
funcion P(x), que interpola a una funciéon f(x), de tal manera que pase por
un conjunto finito de puntos, reales o complejos, distintos: zg, x1, ..., T, v se

tenga (Atkison, 1989)

f(z;) = P(z;), 1=0,1,...,n. (2.45)

En la practica se toma a P(x) como

Plz)=co+cz+---+cpa™ (2.46)

que tiene m + 1 parametros independientes, y asumiendo m = n junto con
(2.45) se tendra un sistema de n + 1 ecuaciones y el mismo nimero de

parametros,

cotcaxi+--+ce,xl = f(z), 1=0,1,...n. (2.47)

La existencia y unicidad de (2.47) se dan el Teorema (2.5.1).

2.3.2. Teorema. Sean xg, 1, ..., Tn, N + 1 puntos distintos asociados a las
ordenadas Yo, Y1, ..., Yn. Entonces, existe un unico polinomio P(x) de grado a

lo mds n, que interpola el y; en x;, para 1 =0,1,...;n. [ |

Demostracion.-

Una prueba de esto se ve en (Atkinson, K.E, 1989). i
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La forma interpolante de Lagrange es

Lo(x) = yp - Los(z), (2.48)

donde L, x(x) el coeficiente polinomial de Lagrange, L, es grado < ny k es el

k—ésimo punto de interpolacion, k = 0, n. La formulacion general de L, ; es

. - (x—xi) . (I—Jh)"'(fC—ﬁk—l)(x—xku)“'(l‘—xn)
Lawe) = 1L =05 = o= o = mea) o — ones) (o — o)

(2.49)

y éstas satisfacen la propiedad de Delta de Kronecker en cada x;,i = 0,1, ...,n.
Ly () = Ok, (2.50)

Ademas, generan el espacio de polinomios de grado < n, II,,, y cumplen la

propiedad de la Particion de la Unidad, PU, de orden 1, es decir,

> Los()zy =2 a=0,1 (2.51)
k=0

Como comprobacion, para n = 1, los puntos son zy y =1, entonces

a=20:

1 r—x rT—x
Zlek(‘/E)x?:O = Ll,O(x) : $8 + L171($) . iL‘? = ! -+ 0 =1 = ZBO
k=0 To— X1 T1—Xo
a=1:

1
— r—X r—X
Z Lyg(2)zp=" = Lig(a)-wo+ Ly (x)-21 = ( 1) x0+( 0) r, =t
=0 Lo — I1 L1 — Zo

En la Figura (2.12) se visualizan estas funciones base.
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—5—Orden
—#—Orden

oLni(z) 2

n

X

02 4

a
i

oLni(z) @

n
i
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°
T
L

04 4

02 4

0.4 4

Figura 2.12: Polinomios basicos de Lagrange, L, ;(z), en [0,1], para k = 0,1,...,n.
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Utilizar estos polinomios es ventajoso en los esquemas de (Galerkin por su
facil implementacion, sin embargo mientras méas nodos x; hayan se tendra un
grado mayor de los polinomios. Ademés cuando el grado del polinomio aumenta
hay méas variacion entre nodos.

La funcién forma de Lagrange asociada al nodo k se define como
O = Lopa(z), k=1,...,n (2.52)

n es el nimero de nodos de control: x1, 2o, ..., ).

El error que se comete al utilizar estos polinomios para interpolar una

funcion f, mediante

Poj(x) = Po(x) = ) _ flax) Ly x(z) (2.53)

se da en el Teorema (2.3.3).

2.3.3. Teorema. Sean xg, x1, ..., Tn, n + 1 numeros distintos y sea [ €
C*O(I), donde I contiene a los x;, i = 0,1,...,n. Para v € I existe un

£(z) € I tal que

1) = 32 o) Lnafo) = ST g 25
[ |
Demostracion.-

Ver (Atkinson, K.E, 1989). i
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Cota de error de (2.54).

Si miix | " (#)| = M,,11, una cota para el error (2.54) es
€

) 1
(n+1)!

n

H(x — xp)

5 2

2.3.3. Ejemplo. Para la funcion f(x) = 2% 3, con v € [0,2], los

Mn+1 ’
e, = (x — )| < (1) méx (2.55)

k=0

polinomios interpolantes de Lagrange junto con las cotas de error respectivas,

con nodos igualmente espaciados, son

(¥) de grado n = 3:

Py(z) = 0.365221x — 0.254955 2% + 0.0374447 z*
es < 0.28092010838556714
(*) de grado n = 6:
Ps(x) = —0.0671257 x + 0.226907 2% + 1.48998 2> — 2.66999 z*

+1.47956 x° — 0.270456 z°.
es < 0.06086591422661818

(¥) de grado n = 11:
Pii(xz) = —0.00122368 z + 0.0126837 22 + 0.985037 2* — 0.303262 z*
+0.145527 2° — 4.95825 x5 + 9.27003 27 — 7.55372 2®

+3.25653 2° — 0.732716 2'° + 0.068237 x'!
e1n < 0.0010709387500521224

Estas aproximaciones se visualizan en la Figura (2.13).
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Figura 2.13: Polinomios de interpolacién de Lagrange para f, junto con los errores

respectivos.
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2.3.5. Algunos conceptos y Féormulas en las Ecuaciones

diferenciales

El objetivo en la resolucion de un problema, es hallar funciones desconocidas,
llamadas wvariables dependientes, que satisfacen un conjunto de ecuaciones
diferenciales, en un dominio o regiéon y alguna condiciéon de frontera sobre

la frontera del dominio.

Algunos conceptos al respecto, (Reddy, J.N, 1993).

2.3.3. Definicién. Un dominio ) es una coleccion de puntos en el espacio
con la propiedad de que si P € ), entonces todos los puntos muy cercanos a
P también estin en I'. Es decir que un dominio consiste de puntos interiores.
Ademds, si dos puntos cualesquiera del dominio son unidos por una linea rec-

ta y todos los puntos de esa recta estdn en el dominio, se dice que es convexo. B

2.3.4. Definicién. La frontera I' de un dominio Q) es el conjunto de puntos
tales que, cualquier vecindad de esos puntos contiene a puntos del dominio y
a puntos que no son del dominio. Es decir, los puntos de la frontera no estdn

en el dominio. [ |

2.3.5. Definicién. Una funcion de varias variables se dice que es de clase
C™(Q) en un dominio Q) si todas sus derivadas parciales, hasta el orden m,

wnclusive, son continuas en un dominio €. [ |
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2.3.6. Definicién. Una ecuacion diferencial describe un problema de valor

de frontera si la variable dependiente y quizds sus deriwadas, toman valores

especificos en la frontera. Y si describe un problema de valor inicial entonces

la variable dependiente y quizds sus derivadas son especificadas inicialmente. B

2.3.4. Ejemplo. Problema de valor de frontera:

d du
—%(k%)—f, para a < x <b

du
u(a) = ug, ( d:):) b

z=b

2.3.5. Ejemplo. Problema de valor inicial:

u
— t+ku=f, para 0 <t <t

- (%)

t=0

2.3.6. Ejemplo. Problema de valor inicial y de frontera:

o ou ou a<xz<b
(+5:)
ox

_% +7§Zf(xat)7 para
0<t<t

= 90(t>> U(I7O) = UO(I>

r=b

u(a, t) = ua(t), <k %)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)
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2.3.7. Definicién. Fl problema de determinar los valores de la constante A

tal que
—% (l{:%) =Au, para a <x <b
(2.62)
u(a) =0, (k%) =0
z=b

se denomina problema de valores propios asociado con la ecuacion diferencial

(2.56). m

Foérmulas de integracién por partes.

Sean f, g y h funciones en x € R, suficientemente diferenciables, entonces las

siguientes formulas de integracion por partes se cumplen:

o [[arae = — [ 1q e+ gm0 - s (2.63)

o [wrw = - [rdwrmro-sor@ oo

o [ara = [y pago - roen -
o)1) — g0 (0)  (265)

2.3.4. Teorema. Teorema del Gradiente

Sea F(z,y) una funcion escalar de clase C°(2 C R?) entonces se cumple

/gradF dx dy = / VFdzdy = ]{HF ds (2.66)
0 r

La ecuacion (2.66) es llamado el teorema del gradiente. |
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2.3.5. Teorema. Teorema de la Divergencia

Sea G(z,y) una funcion escalar de clase C°(Q C R?) entonces se cumple

/didexdy:/V-dedyzj{ﬁ-Gds (2.67)
0 r

La ecuacion (2.67) es llamado el teorema de la divergencia. |

En la formula (2.66), del Teorema del Gradiente, si hacemos F = wG,

donde w y G son funciones escalares definidas en 2 C R? obtenemos

/Q(VG) wdz dy = — /Q (V) Gdzdy + ]{m)c; ds  (2.69)

r
y usando el teorema de la divergencia, (2.67), haciendo G = (VG) w, con w y

G como antes, obtenemos

—/ (V?G) wdzdy = / Vw - VGdz dy — a—Gwds (2.69)
Q Q r on
0 4
donde n es el operador derivada normal,
0 0 0
— =m-V=n,— —. 2.70
5, = V=n e +ny ay (2.70)

La ecuacion (2.68) es equivalente a:

0G- 0G - ow-» Ow- < 2
[ (5o 503) wasdy == [ (5574 527) vy f (nd+03) wei

(2.71)
Igualando vectores tenemos
oG 0
/w— dredy = —/ Ya dxdy + ]{nwa ds (2.72)
Q &’L’ Q ax r

oG /8@0 ]{
w—dzdy = — | —Gdxdy+ ¢ n,wGds 2.73
/Q dy i o Oy Y T Y ( )
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2.4. Aproximaciéon de Funciones lineales por

trozos

Generalmente se tiene una funcién suave f la cual necesita ser aproximada
por polinomios. Sin embargo, esa funciéon f puede ser continua a trozos, mas

aun segmentos de recta, que unidas, forman una poligonal, como en la Figura

(2.14).

f(x)

Figura 2.14: Funcién poligonal f(z).

Sean los puntos (zg, f(x)) = (zx, fr) € [0,1], k = 0,1, ..., n, vértices de una
poligonal, talque 0 = 2o < 1 < --- < x, = 1, como en la Figura (2.15). Para el

subintervalo [xy, 2k, 1] se tienen los puntos (xg, fi) ¥ (Zkt1, fer1), interpolando



linealmente con polinomios de Lagrange, como en (2.48), tenemos

f) = ) (2 ) 4 o) ()

T — Tt Try1 — Tk

fQxn) - (wppn = ) + f(@pa) - (2 = 23)

Te+1 — Tk
f(fl]) ($k+17.fk+1)
2
.
-
I \\
1 \\
| S
I \\
(ks fr) : S
L ~
1’1 ! B
! ! L — Tpy1 N\
o D) = —251 \
[ i Ly — Lpqy b
B \
1 1 | 1
1 I - \
[ [ | i
oo : T — Tp !
: Lk+1(33):= SE——— 1
i 1 L — T 1
I 1
I 1
i \
I
i o
I
x, =|0 &5 L1 . =1

Figura 2.15: Interpolacion lineal.

Entonces, podemos aproximar utilizando los polinomios de Bernstein, sin
embargo estos polinomios coincide con f sélo en los extremos. De acuerdo al
Teorema (2.2.1), Teorema de Aproximacion, existe una aproximacion buena
y uniforme, es decir que los polinomios de Bernstein nos dan esa buena
aproximacion. La siguiente Proposicion (2.4.1) nos da un comportamiento

habitual de los polinomios de Bernstein, su aproximacion en forma mondtona

para funciones poligonales concavas.

2.4.1. Proposiciéon. Sean las funciones f y g definidas sobre el intervalo

[0,1], tal que Yz € [0,1] se tenga f(x) < g(x), entonces sus aprozimaciones

61
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mediante polinomios de Bernstein del mismo grado mantienen la relacion de

orden, es decir

Bu(f.2) < Ba(g,),va € [0,1].

Demostracion.-

Una de las propiedades de los polinomios basicos de Bernstein, 3, x(z), es que
0 < Bux(z) <1, k=0,1,...,n, n > 1, Vze€l0,1].

Entonces, (3, x(z) = (Z) 2* (1 — )% > 0y las aproximaciones de f y g por

medio de los polinomios de Bernstein de grado n son respectivamente

:%f(%)() (1) Zf( )ﬁnk
1-Er (&) (- Bl

k
Por hipotesis, f(z) < g(z), Yz € [0, 1], esto implica que para z = —
n

f(%)—g(ﬁ) <0 (-0 (5) 0= u-9(5) huw <

y asi, Z(f g)( ) Bni(x) < 0 = B,(f—g,x) < 0,y por la linealidad

k=0
de B, con respecto al primer argumento, se tendra

B,(f,z) < B.(g,7),Yx €0, 1].

x —x

5

yg(x) =ze™",

2.4.1. Ejemplo. Consideremos las funciones f(x) =

para x € [0, 1], los polinomios de Bernstein para ambas funciones se muestran



a continuacion

(x) Paran = 1:

(¥) Para n = 2:

Bg( ,,I) =

B2(97I> = ¢ z

(x) Para n = 3:

63

Bi(f,z) = 0

Bl(gax> = 6_31'

63
20 oz —1
32071

B2 — e 20 (2 - 1)

Bs(f,xz) = %x@sﬁ + 9 — 52)
Bi(g,z) = eBx(r+e—ex)?
(x) Para n = 4:
By(f,z) = 2024180 z (97 + 862% 4 100z° — 195)
By(g,z) = eBz(v+e¥t—e3ig)3
() Para n = 5:
Bs(f,2) = 7881425 z (37 + 4327 4 1002° + 402* — 186)
Bs(g,z) = ez (z+e/5 - x)4

(¥) Para n = 6:
BG( ,l‘) =

B6<97 .T}) =

46656

e 3w (v +el/? — e/ g)5

x (92 + 172 2% 4 600 ° + 480 2* + 72 2° — 1333)
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En la Figura (2.16) se muestran f(x) y g(x) junto con sus polinomios
de Bernstein, B, (f,z) v Bn(g,z) para n = 1,2,3,4,5,6. Se observa que
Ve € [0,1], f(x) < g(x) se verifica la Proposicion (2.4.1), es decir que se

cumple By (f, z) < Bn(g,z).
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ga)=ze g(z) =z e i
| B2(g7m I
Bi(f,z) x i d z
d 1 ! 1
r’ ,‘f B(f,x)
;‘ z —x ' ' —x
| fla) = ; fla) =
(a) n=1 (b) n=2
g(z) =zede g(z) =we?®
Ba(g, ) « =)
iy |
1 1 : i
," Bs(f,=) "l By(f,x)
! T —x " T —x
; fa) = | f(@) =
(c)n=3 (d) n=4
gl dlaj=me s |
Bs(g! CL‘) 1 Bﬁ(g’ m) ‘.“
! 1 ! 1
’f B5(f7"3) ': Bﬁ(f,a’:)
! T —x ; T —x
,‘ @)= f F@) =
(f) n==6

Figura 2.16: Polinomios de Bernstein, para f y g en x € [0,1].
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Para funciones poligonales, los puntos (zy, f(zx)) se consideran como
puntos de control, los cuales se pueden mover y se pueden obtener polinomios
de Bernstein a nuestra conveniencia. Casteljau inici6 con esta idea geométrica.

Luego Bernstein le dio énfasis analitico.

2.4.1. Definicién. Una curva de Bézier de grado n para los n + 1 puntos de

control {po, p1,...,Dn}, cuyas abscisas estan en [0, 1], se define como

P(z) =Y piBuilr), 0<z <L (2.74)
k=0
donde los By, k() son los polinomios bdsicos de Bernstein. |

2.4.2. Ejemplo. Ahora consideremos la funcion poligonal cuyos vértices son
(0,0), (0.2,4), (0.5,4.5), (0.6,4) y (1,0). Esta funcion es conveza y los po-
linomios de Bernstein serdn también converos. Damos estos polinomios para

n = 2,3,10,50. m

() Paran = 2:

P(x) = By(f,xz) = =9z (z — 1)

(x) Para n = 3:
2 2
P(z) = Bs(f,x) = gx(élx — 23z + 19)
(x) Para n = 10:

P(x) = By(f, ) = —22(1102*—3852°+6932" — 7002° +3802° — 902" 422" - 10)



(¥) Para n = 50:

B50(l’) = a1$249 + asx

+a7:1:7z43 + agx

+a131:13z37

—|—a19x19z31

+a25x25225

—l—a31x31219

+a37x37z13

+a43:1:43 7

—102%92

donde z=x—1y

22,48

+ a4
+ axox
+ a28r°"2
+ agax

+ assx

2!+ ayq xt

67

+ a3x3z47 + aqrtz?0 + a5x5z45 + a6x6z44

42 9,41

2+ agxr’z 10,40

+ a102'%2 11,39

+ a1 2 12,38

+ a2x“2

14236 15 16234 17233 18232

+ a1571°2%° + a6 + a7z + aisr

202,30 21229 222,28 232,27 24226

+ a21 + a221 + a23T + az24x

26 ,24 27,23

+ ag7x°' 2 28,22

+ a081282%2 + ag92292%! + agoa®Vz

32,18 33,17 34,16 35,15 36,14

+ aszzx + azax + agsT + asgr

382,12 + 0,39[13392’11 + 040.%'40210 —|—CL41(L‘4129 + CL42[E42Z8

45,5

25 + ag52%2° 4+ ager?02* + agrr? 23 + 49024822

a1 = —20; az = +980; az = —23520; a4 = +368480; a5 = —4237520;

ag = +38137680; ay = —279676320; ag = +1718011680; ag = —9019561320;

a1og = +41089112680; a1 = —

a13 = —1454928126260; a14 = +

aye = +20679496721415; ay7 = —41687239422535; ays = +

a9 = —130745556547760;

az2 = +390499187164240;

azs5 = —5H68847728969884;

asg = +372749224111320;

az; = —115542584856160;

451980239480 1481075743420
s 012=T—F0
3 3
11629286138120
3 ;a1 = —9378456563000;
231085169712320
3 b
612679759171480 881989543422680
azp = + ; a1 = — ;
3 3
1436975269762480
ag3 = — 3 ;a4 = +542917348162140;

aze = +534814104159720; ag7 = —464585989472080;

a29 = —276042528857480; azp = +188516848975840;

azz = +64992703981590; azz = —33481089929910;

30,20
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as4 = +15755807025840; aszs = —6752488725360; aze = +2625967837640;
asz7 = —922637348360; ass = +291359162640; azg = —82178225360;
ayqo = +20544556340; aq1 = —4509780660; ag2 = +859005840; ag3 = —139838160;

agq = +19068840; a4s = —2118760; age = +184240; aq7= —11760;

En la Figura (2.17) se muestran los puntos de control (z;, f;), f(z) y sus
polinomios de Bernstein B, (f,z) para grados n =2, n =3, n =10y n = 50.

Se puede observar que los polinomios de Bernstein asociados a f son convexos.

Polinomios de Bernstein hasta n<= 50
T T T T T T T

a5t L
4 L f(x) T
—B2
35 —B3 .
B10
37 —B50 .
B
IS L 4
M 2.5
S
15F i
1 - -
0.5 b
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2.17: Puntos de control (z;, f;), poligonal f(z) (convexa) y sus polinomios de

Bernstein B, (f,z), para n = 2, 3,10, 50.
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2.4.3. Ejemplo. Tomemos la funcion poligonal concava f(x) cuyos vérti-
ces son (0,0), (0.4,2.5), (0.5,4.5), (0.7,5), (0.9,4) y (1,0). Los polinomios

de Bernstein que presentaremos son para n = 2,3, 10, 28, 50. [ |

La funcion poligonal f(z), para x € [0, 1], viene dada por
f(x) = 2o+ L6z —2)poa(z) + 2(1 — 22)pos(x) + 2(7 — 102) po.7(z)

+ (5 — 352) pog(x)

(¥x) Para n = 2:
P(z) = By(f,x) = =9z (z — 1)

(x) Para n = 3:

(x) Para n = 10:
P(z) = Bo(f,z) = —2a(x —1)? + 2222 (z — 1)* — 22523 (x — 1)7

+5252 (x — 1)% — 11342 (z — 1) + 22a8(z — 1)*

—600z"(z — 1)* + P8 (z — 1)* — 402°(z — 1)

(x) Para n = 28:
Bag(x) = byzw?” + baz?w? 4 bgzw? + byrtw?* + bsrdw?? + bgrbw?? + braw?!
+bgx3w?0 + bez®w' + bioxPw'® + byzw'™ + biax?w' + bz Bw
T hyar w4 b5 w3 + brgz!0w!2 + by Tw!! + bygzBuw!
+b19719%9 + bogz20w® + boy 22w’ + bogr22wS + bogz2Pwd

+bogrtwt + b25a:25w3 + b26x26w2 + b27:1:27w



dondew=x—-1y

b _7%. b _+@_ b — 8775_ b 73125‘ _7219375_ _ 1009125‘
1— 4 ) 2 — 4 9 3— 4 9 4 — 4 9 5— 2 3 6 —
3700125 11100375 55501875 117170625
br=———F—ibg=+—F—"1bg=——"F—1 bro=+—7——;
2 2 4 4
210907125 186876495
b1 = —f; 12 = #; bis = —141745320; by4 = +180524700;
569321415 204771645
bis = —171832770; big = +————; bir = ——————; bis = +63740820;
2
big = —msgn;; boo = m;o?ﬁ; bo1 = —5624190; bagy = +1722240;
172575

bag = —431730; boy = +

(¥) Para n = 50:

P(z) = a122* + as
7,4

+arx

—|—a13:1:13237

+a19x19231

+a25m25z25

+a31x31219

+a37a:37213
+aggx?327 +

—402%92

donde z=2x—1y

3 + agx
+ a2
+ a20x
+ a6
+ asz2xr”“2

+ assx

5 ; bag = —13221; bog = +1080; boy = —40;

1'2248 —{—0,3333247 +a4x4z46 +a5x5z45 + a6x6244 + a7$7z43

824 9241 10240 11239 12238

24 agx + ajox + a1z + a2

14 36 15,35

+ a5z 16 .34

+ a162'%2 17 .33

+airxr 'z

20230 21229 222,28 23227

+ az21x + a22x + a23x

26224 27223 28222 29221

+ asxrx + aosx + a29x

32,18 33,17

+ azzx’z 34,16

+ agqx2 35,15

+ assr°° 2

38212 +a39$39211 +a40x40210 +a41x4129

agax*0 + aqs2° + a46:c46z4 + a47x4723 + 196024822

25 1225

ar= "5 ay =+~ ag = —7350; as = +115150; a5 = ~1324225;
5637225825

ag = +11918025; ar = —87398850; as = +536878650; ag = ————

aio = 5

25680695425

; a1l = —51361390850; a12 = +182099476650;

+ aigr "z

+ a4

+ azox

+ ager” 2

+ agox"2
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a3 = —H76648342725; a14 = +1641229898525; a5 = —4220305453350;

83702724824775
4 Y

162481759953975
4 )

aig =

a9 = —72214115535100; ag0 = +117823030609900; a21 = —195249593582120;

a2z = +292874390373180; a23 = —399760037452720; ag4 = +498349506148830;

azs = —568847728969884; aze = +553046403165165; a7 = —496998965481760;

azg = +412686640980390; a29 = —316438996495160; azp = +223863758158810;

350238460345235

a31 = —145948528239360; azz = + 4

; agz = —48252159016635;

97489055972385
4 )

agq = a3s = —11254147875600; age = +4595443715870;

azr = —1703330489280; asg = +570578360170; azg = —171827198480;
a0 =-+46225251765; ag1 = —11023908280; a42 =+2308578195; a4z = —419514480;

a4qq4 = +65151870; aygs = —8475040; aqe = +736960; aq7 = —47040;

En la Figura (2.18) se muestran los puntos de control (z;, f;), f(x) concava
y sus polinomios de Bernstein B, (f,z) para grados n = 2, n = 3, n = 10,
n = 28 y n = 50. Aqui se manifiesta que los polinomios de Bernstein para

cierto grado son céncavas.



72

Polinomios de Bernstein hasta n<= 50

5.5 T T
51 (o) (xl)fl) |
f(x)
45— B2 -
— B3
47 B10 7
—B28
3.5 i
E —— B50
< 3f -
Q
=25t -
=
2r i
1.5} 7
1k i
05
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2.18: Puntos de control (z;, f;), poligonal f(z) (concava) y los polinomios de

Bernstein asociados a f, B, (f, ), para n = 2, 3,10, 28, 50.
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2.5. Formulacién Variacional
Sea una ecuacion diferencial con condiciones de frontera, los métodos

espectrales, entonces, aproximan la solucion exacta u(x) por medio de una

combinacion lineal finita

3

i(x) = aoppo(z) + arp1(z) + - + anpn(r) = ' a;pi(T).

Si se tiene dependencia del tiempo, tendriamos

n

u(a,t) ~ iz, t) = Y ait)p(x).

=0

El residuo al emplear o por u es

2.5.1. El Teorema de Proyecciéon

El teorema de proyeccion nos da garantia de la existencia de una aproximacion
w de u, es decir que ||u — w|| sea lo més pequeno que se desee. Es por ello
que la idea de ortogonalidad se da en espacios producto interior como L?(2).
Recordemos que, si u y v estan en V' (espacio producto interior) y se cumple

que (u,v) = 0, entonces

lu+v)* = (u+v,u+v) = (u,u) + 2{u,v) + (v,0) = ||ul]” + |Jv]*.

2.5.1. Teorema. Sea V un espacio producto interior y W un subespacio

finito dimensional de V.. Siu € V' (Pita, 1991), entonces

(i) F'w e W, tal que

|lu —wl| <|lu—2|, Yve W, v#w.
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Al elemento w se le denomina la mejor aprorimacion de u en W

(i1) w es la mejor aproximacion para u de W siempre y cuando el residual

es ortogonal a cualquier elemento de W', es decir

VzeW : (u—w,z)=0.

Veamos ahora la formulacion matematica llamada formulacion fuerte.

2.5.2. Formulacion Fuerte

El siguente modelo (2.75), es llamado formulacion fuerte porque considera
todas las exigencias para la funcién solucion como el orden de derivabilidad

y el cumplimiento de las condiciones de contorno en todo punto de su dominio.

Sea la ecuacion diferencial con condiciones de contorno:

Au) = f, enQ
(2.75)
B(u) = g, sobrel =02

donde A y B son operadores diferenciales lineales, y sea una solucion aproxi-

mada u que estd en un subespacio V del espacio V.

Al sustituir @ en la primera de las ecuaciones de (2.75), no siempre se tendra

la igualdad, generando entonces un error llamado error residual r = r(a),

r=A@) — f (2.76)
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Debemos distribuir el error en todo €2 segin una funciéon peso w € W este
espacio W es un espacio adecuado donde el error acumulado se anule en todo

el dominio. Esto significa que

/ rwdQ) = 0. (2.77)
Q

o en forma similar, de (2.76),

/Q (A(d) — f)wdQ = 0. (2.78)

Hay que tener en cuenta que si se cumple (2.78) para toda w € W entonces la
ecuacion diferencial debe satisfacerse en todo su dominio, y si las condiciones

de contorno (segunda ecuacion de (2.75)), entonces

/F (B(@) — g) vdl = 0. (2.79)

donde v € W: espacio definido en T'.

De (2.78) y de (2.79) se tiene la identidad

/Q (A(G) — f) wdQ+ / (B(@) — g) vdl = 0. (2.80)

r
Asumimos que, de la eleccion adecuada de los espacios W 'y W, las

integrales en (2.80) existen Yw € Wy para v € W.

2.5.3. Formulacion Débil

Si a la funcion desconocida le pedimos un orden de derivabilidad menor y que
satisfaga, ya no en cada punto, sino que satisfaga en promedio la ecuacion

diferencial y condiciones de contorno (2.75), a esta formulacion se le denomina
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formulacién débil del problema (2.75). Siendo asi, (2.80) se puede escribir

CcOo1mo

/Q (o (@)Cw — fw) dQ + / (B(1)Cv —gv)dl =0 (2.81)

r

donde &7 y 2 son operadores que contienen derivadas de orden menor que
las derivadas de que contienen los operadores Ay B. A la formulacion (2.81)
se le llama Formulacién débil. La formulacion débil (2.81) se puede escribir

mediante funcionales lineales () y formas bilineales (a), es decir
a(t,w) =73w), weWw (2.82)

El problema variacional débil sera

Hallar u € V
(2.83)
a(t, w) = g(w), Ywe W.

Veremos a continuacion una manera de resolver, aproximadamente, el

problema (2.83).

En (Gottlieb y Orszag, 1977) y (Canuto et al., 1988) emplean los métodos
espectrales, en los cuales la funcion solucion de (2.75) es una serie de funciones

llamadas base.

2.5.4. Formulacidén variacional de problemas de contorno
(PVC)
Recordemos algunas definiciones.

Espacios L?

LP = {fmedible : / |f(z)|P dz < +oo} (2.84)
Q
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1
Para la funcion f(z) = 5, on el conjunto Q = [1, +00[, vemos que
x

1 teo ]
— | dx = —dr = oo
Q=[1,100[ \2T 1 2z
Lo [
Q=[1,400[ \27 1 2z 4

1 1
Esto significa que 5. ¢ L' ([1,4+o0[) pero que P € L?([1, +o0).
x

En los espacios LP los elementos son vistos como clases. Por ejemplo, en

Q = [1,400[, las funciones (Ver Figura (2.19))
0 , siz=3

27 en otro caso
T

son distintas, sin embargo para efectos de integracion son practicamente las

mismas en L? ([1, 4+00[). Es decir que son iguales en casi todo punto (c.t.p)

c.t.p

F=ge L2 ([1,4o0]) .
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0.8 0.8
06 0.6
0.4 0.4

0.2 0.2

Figura 2.19: Funciones escencialmente iguales en L2 ([1,+o00]).

Como se vio en la formulacion débil, también es necesario tener claro la
idea de derivar débilmente.
Derivacion débil

A fin de que quede clara la idea de debilitar, veamos la siguiente ecuacién

diferencial (un problema de contorno)

(3_3)2:4, z€]0,1] (2.85)

Resolviendo, tenemos las soluciones (Ver Figura (2.20))

1 1

2z , O<o << —2x , O<z < <

_ 2 _ 2
ul(l‘)— 1 ) UQ(x)_ 1

2(1—2) §<x<1 2(x—1) , §<x<1

Como podemos observar, ni u; ni uy tienen derivada primera continua, es decir
en el sentido clasico de las ecuaciones diferenciales no son soluciones, pues

no son derivables. Ademas no existen funciones en C' (]0,1[) que satisfagan
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(2.85). Es por ello que surge la necesidad de buscar soluciones que no sean tan

restrictivas. Es aqui que aparece el concepto de derivada débil.

- - - - - - - =

09

08 03 -02 -04 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 11 12
07

06

|
!
|
|
|
|
|
05 |
|
04
!
03 !
|
0.2 |
|
|

01

-02 -01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13

-0

-02

-03

(a) ui(z) (b) ua(z)

Figura 2.20: Soluciones de (2.85).

Definimos el espacio de las funciones test:

D(Q) ={veC™(Q): sop v es compacto en Q} (2.86)

Se dice que g es la derivada (débil) de f, si se cumple

wawz—lﬁmm Yo € D(Q). (2.87)

Si f € C'(9), podemos hacer integracion por partes a la integral del lado
izquierdo de (2.87), y teniendo en cuenta que v € D(2), es decir que se anula

en la frontera OS2, tendremos:

/qu’d:c:%—/ﬂf/vdx:—/gf’vdx
=0

:}g:f/
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pero la ecuacion (2.87) se verifica sin que f € C*(Q), es decir que ni siquiera

se exige que sea continua, solo que esté en L.

Extendiendo a funciones de varias variables, tenemos la derivada de

cualquier orden:
/fa%:(—mia/aaffu (2.88)
Q Q

donde

i

a=(aj,a9,....00) EN" |la|l=a=a;+as+ - +a,, Of=—°—"—.
( 1, &2, ) n) ) | ‘ 1 2 ) f ax‘f‘l...ax%n

Espacios de Sobolev

Se define el espacio de Sobolev W*™ (Q), para k > 0y p € [1, +0o0]:
WP (Q)={velP(Q): 0% e L () ,Va € N |a| < m} (2.89)

Algunos casos particulares:

em=0: WOP(Q)={vell(Q): e LP(Q),VaeN" |a| < 0}

la] <0 — a=0=(0,..,0) — v(x,..z,) =v € LP(Q)

= (WoP(Q) = LF(Q) |, (2.90)

em=1: Wt?(Q)={vel?(Q): d*ve L’ (Q),Va e N" |a| < 1}

v

la] <1 — a=0V a=¢e — v,0%(,...1,) e LP(Q).

— |Wrr(Q) = {v € LP(Q): g”

7

€ [P(Q),Vie {1,...,n}.}

e m=2: W37 (Q)={velr(Q): 0% e L?(Q),Va e N" |o| < 2}

la| <2 — a€{0, e;, ej +ex} — 0 (xy,...x,) € LP ().
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= |[W?P(Q)=3veV: (%eV O e V,Vi, j, ke{l,..,n}
- . 8(137 7ax]axk ) 7]7 R .

donde V = LP (Q).
e Cuando p = 2 : los espacios de Sobolev W™ 2(Q) se denotan como H™(S2),

es decir

H™(Q) = W™?2(Q) (2.91)
Igualmente se tiene el espacio
Hy (Q)={ve H (Q): v|,,=0}. (2.92)

Veamos ahora la integracion por partes, relacionada al teorema de Green.
Integracién por partes

En el sentido débil también se cumple la identidad de Green:

Q o0 on Q
au . aQU
<% = Vu-n: derivada normal; Au = i 3_1’12) .

En los espacios L? y los espacios de Sobolev H™ estan definidas las normas:

o En L2(Q) :|[ul|, = (/Q |u(x)|2dx> 1/2, (2.94)

o En H™(Q) :[lull,, = 3 0%ull,. (2.95)

lal <m
Con los espacios vistos y la nocién de derivadas débiles, las ecuaciones
diferenciales, ordinarias o parciales, se pueden escribir en forma variacional. De
acuerdo a las condiciones de contorno podemos tener diferentes formulaciones

variacionales. Como veremos a continuacion.
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2.5.5. Problema de Laplace con condiciones tipo
Dirichlet—homogéneas

—Au=f ,en (),
(2.96)

u=0 ,enI =00

El problema (2.96) es la formulacion fuerte del problema de Laplace. ;Cual es
su formulacion variacional o formulacion débil?
Consideremos una funcion v € D (), es decir que es regular y de soporte

compacto, multiplicamos a la ecuaciéon diferencial parcial e integramos:

—Au-v=f-v :>—/9Au-v:/ﬂf-v

Aplicamos la formula de integracion por partes (2.95) en la primera integral

de la altima de las ecuaciones

/VU-VU— @U—/f-v
Q a0 On Q

en vista de que la funcién v se anula en la frontera, la segunda integral a lo

largo de la frontera 02 se anula, es decir

/QVu-Vv:/Qfm (2.97)

En este caso sdlo se exije que u,v € H}(Q) y que f € H(Q) = L*(Q).

A la ecuacion (2.97) se le llama Formulacion débil del problema de
Laplace (2.96). Considerando formas bilineales y funcionales lineales podemos

representar a (2.97) como sigue: Si a(u,v) = / Vu - Vo es una forma bilineal
Q
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simétrica y j(v) = / f -v es un funcional lineal el problema variacional queda
Q

COo1mo

Hallar v € V = H}(Q) tal que
PV . (2.98)

a(u,v) = g(v), Yo € V.

2.5.6. Una EDP con condiciones tipo Newman

—Au+u=f en

@
on

(2.99)
=g en 0f)

En forma similar que en el caso anterior, multiplicamos a la edp por una funcién

v € D(Q) y luego integramos
—Au-vt+u-v=f- -1 = —/(Au-v+u-v):/f-’u
Q Q

Mediante integracién por partes tenemos

{/QVu~Vv—/m%v}+/Qu-v:/ﬂf~v
:>/Q(Vu-Vv—|—u- /f v+ aQ—v—/f v—i—/mg v

en el altimo paso se ha hecho uso de la condicién de frontera. Para el Problema

Variacional (2.98), hacemos

a(u,v):/Q(Vu-Vv+u-v J /f-v+/8Qg v

con u,v € V. =HY(Q).
La existencia de la solucion del problema variacional PV (2.98) esta

garantizada si se satisface las condiciones del siguiente teorema.
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2.5.2. Teorema. (Laz-Milgram) Sea V' un espacio de Hilbert, a una forma
bilineal continua y coerciva y J lineal y continua, entonces el problema
variacional PV (2.98) tiene una dnica solucion. Ademds si la forma bilineal

a es simétrica, entonces la solucion u es tal que minimiza globalmente a la

funcion
f(u) = Sa(u,u) = j(u).
[
Demostracion.-
Ver (Czenky and Villagra, 2017). i

En el Teorema (2.5.2) las definiciones de continua, coerciva y simélrica

significan, Yu,v € V:
e Se dice que a es simétrica si a(u,v) = a(v, u).
e Se dice que a es continua si [a(u,v)|] < o ||ully vy -
e Se dice que a es coerciva si |a(u,u)| = B |Jull}.

e Se dice que j es continua si |j(u)| < & [Jully -

2.5.1. Ejemplo. H'(a,b) es un espacio normado completo con la norma

definida por

b
Julft = [+ ()] da
Se define la forma bilineal

b
a:H' xH' — R tal que a(u,v) = / [u'v" + cuv] dx
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donde c(z) es una funcion positiva acotada con ¢, > c(x) > co > 0 para

€ (a,b).

b b
la(v,v)| = / [(v)? + cv?] dw| > / [(v)? + cv?] da
b
> a| [ 107 + %) do| = alol?
con o = min(1,c), y asi a es H' —eliptica. [ |

2.5.7. Una EDP con condiciones tipo Robin

-V - (a1 Vu) + agu = f, en (Q,
(2.100)

cu + ¢y =g, sobre 0f).

on
Para una funcién suficientemente regular u € C2(2) N C*(Q) la forma débil

/ (a1Vu -Vou + aouv) d) — / al—v ds = / fodS$2
Q

es derivada analogamente al caso de condiciones de frontera Neumann.

Usando la condicién de frontera tipo Robin, se obtiene la forma débil:

Dada f € L?(Q2), g € L*(09Q) y ag, a; € L>°(Q), encontrar u € V = H'(Q)
tal que

a(u,v) =39(w), YveV

donde
a(u,v) = /(a1Vu Vo + aguv) d + —uvd,
o €2

g(v) = /fde—i— NI ds

aq C2



CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

Para nuestro estudio, se considera una ecuaciéon diferencial ordinaria con con-
diciones de contorno. Resolveremos utilizando los métodos espectrales. Con-
sideramos primero las aproximaciones tomando en cuenta los polinomios de
Chebyshev. Luego, en el método de Galerkin haremos uso de estos polinomios

como funciones base y compararemos con los polinomios de Lagrange.

El método de Galerkin es una técnica que se utiliza al emplear el Método
de Elementos Finitos; otras técnicas es emplear métodos espectrales, residuos
ponderados, de colocaciéon, entre otros, incluso hay métodos de elementos
finitos sin malla, que son méas ventajosos de los que tienen malla, en éstos,

las deformaciones no influyen en la convergencia.

3.1. Meétodo de Galerkin

El método de Galerkin es una técnica utilizada en la resolucion numérica de

ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) que fue desarrollado por el matemé-



87

tico ruso Boris Galerkin en 1915 y se ha convertido en un enfoque fundamental
en la simulaciéon numérica de fenémenos fisicos, su fundamento teérico del mé-

todo Galerkin se remonta al Principio de Trabajo Virtual.

Se basa en la idea de aproximar la solucion exacta de una EDP mediante
una combinacién lineal de funciones de prueba, también conocidas como fun-
ciones de base. Estas funciones base se eligen de manera que satisfagan ciertas

propiedades, como ser continuas y diferenciables en el dominio de interés.

La aproximacion de la solucion se obtiene al imponer al residuo, es decir, la
diferencia entre la EDP original y la aproximacion, que sea ortogonal a todas
las funciones de prueba. Esto se logra mediante la integracion de la ecuaciéon

residual sobre el dominio y aplicando el principio de ortogonalidad.

La principal ventaja del método de Galerkin es su capacidad para manejar
geometrias y condiciones de contorno complejas. Ademaés, puede ser utilizado
para resolver diferentes tipos de EDPs, incluyendo ecuaciones elipticas, para-

bélicas e hiperbdlicas.

Sin embargo, una desventaja del método de Galerkin es que requiere un
gran ntmero de calculos para obtener una solucion precisa, lo que puede ser
costoso en términos de tiempo y recursos computacionales. Ademas, la eleccién

de las funciones de prueba en el espacio de Hilbert puede ser critica para la
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validez y precision de las soluciones obtenidas.

El método de Galerkin con polinomios de Bernstein se utiliza para aproxi-
mar soluciones a ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) o parciales (EDP).
Este método se basa en la idea de aproximar la solucién mediante una com-
binacién lineal de polinomios de Bernstein de grado dado, y luego usar esta

aproximacion para resolver la EDP.

Hay tres clases de métodos, (Costa, 2004), en los que se usan funciones

forma para expandir una funcién:

e Los Métodos Tau—espectrales, que exige que 4 () satisfaga las condiciones
de frontera del problema y que el residual r(x) = u(x) — a(x) sea

ortogonal a tantas funciones base como sea posible.

e Los Métodos Espectrales, (Galerkin), hace una combinacion lineal de las
funciones base en un nuevo espacio en el que todas las funciones satisfacen
las condiciones de frontera, también se exige que el residual sea ortogonal

a las funciones base.

e Los Métodos Pseudo—espectrales o de Colocacion, 1o mismo que el método

de Tau, sin embargo el residual se anula en determinados puntos.

Las funciones polinomicas que generalmente se usan son los de Chebyshev,

Fourier, Hermite, Legendre, Laguerre (Boyd, 2007).
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(Suetake, 2002), propuso introducir una base en la que sus elementos sean

funciones polinémicas.



CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

Consideraremos el Problema de Valor de Frontera

d*u d
d—§+d—“_2u:_z, te[-1,1]
=od (4.1)

De acuerdo a (2.75), el problema (4.1) es la formulacion fuerte, donde

A=D*+D -2, f(t)=-2, Q=[-1,1], [ = {-1,1}.

4.1. Soluciéon exacta

El problema (4.1) lo resolveremos usando operadores:
(D*+ D —2)[u] = -2
La ecuacién auxiliar es:
P4r—2=0 — (r+Dr-1)=0 = r=-2Vr=+1
Las soluciones fundamentales son

ur(t) = e 2, uy(t) = ¢



La solucion homogénea asociada es
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uc(t) = 016_2t + Ozet

La solucion particular es u,(t) = 1. Por tanto la solucién general es

u(t) = ue(t) + uy(t) = Cre 2" + Coe' + 1

Determinamos las constantes, usando las condiciones de frontera.

u(=1) =0 : Cre 2D 4 Chel+1=0 = C1e? + Chet = —1

u(—l—l) =0 : 016_2 (+1) + 026+1 +1=0 = 016_2 + 026 =—-1

De donde

e? sinh 1

01: - CQZ

(e?+1)e  sinh2

" 14e2+et sinhd’ 1

Por tanto la solucién exacta es

(t) = sinhl _,, sinh2
b= Sinh36 sinh 3

4.2. Solucién aproximada

+e24+ et sinh3

el + 1. (4.2)

Para encontrar una solucion aproximada v(t), tendremos en cuenta que ésta

se puede expresar como combinacién lineal de las

base.

funciones forma o funciones

4.2.1. Usando Polinomios de Chebyshev

Usaremos polinomios de Chebyshev hasta de grado 4. La soluciéon aproximada

serd entonces

U(t) = aoTO (t) -+ a1T1 (t) + CLQTQ(t) + ang(t) + a4T4(t) = Z a; T;(t) (43)

=0



Recordemos que los polinomios de Chebyshev siguen la relacion

Tn+1(t) = QtTn(t) — Tn_l(t), n Z 1
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donde Ty(t) = 1, Ti(t) = t. Para n > 1 tendremos algunos polinomios de

Chebyshev
To(t) = 2t*—1
Ty(t) = 413 -3t
Tyt) = 8t*—8t2+1
Evaluamos en t = —1 y t = 1, para las condiciones de frontera.

To(—1)
Ti(—1)
T>(—1)
T5(-1)
Ty(—1)

S

+1

s

+1

)
)
1)
)
)

&3
+

&

+1

(
(
(
(
(

IS

+1

—_ =

(4.4)

(4.5)

Derivamos las funciones (4.4) y las expresaremos en funcion de polinomios de

Chebyshev, omitimos el argumento,

)
T
Iy
I
T
T

\

La derivada de v(t) es

V(t) = boTo(t) + biTi(t) + baTa(t) + bsTs(t) + baTu(t) = > biTi(2)

0

1

4t

12t2 -3
32t3 — 16t

1o

4Ty

615 + 31y
815 + 8T

4

1=0
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Reemplazando las relaciones (4.6) en la derivada de v y comparando,

generamos la siguiente ecuaciéon matricial, es decir,
v = CL(]T(S + CL1T1/ + GQTQ, + agTé + (I4Ti = Z?:O bzﬂ(t)
= a0-0+a1 'T()—l—ag 4T1—I—CL3<6T2—|—3TQ)+CL4(8T3+8T1)

= (0,1 + 3&3) To + (4@2 + 8&4) T1 + (6@3) T2 + (8@4) T3 + O . T4

bo = a1 + 3az bo 01030]| [a
by = 4as + 8ay by 00 4 0 8 aq
bg = 6&3 = bg = 0006 0 as
bz = 8ay b 00 00 8 as
b4 =0 b4 00000 ay

\

Llamaremos a la matriz 5 x 5, A, esta matriz relaciona las derivadas entre los
polinomios de Chebyshev. Para la segunda derivada de la funcion aproximacion

v la matriz respectiva es A%

1}” = (4&2 + 32@4) TU -+ (24@3) Tl —+ (48&4) TQ + 0- T3 + 0- T4

004 0 32
000 24 0
A=1000 0 48
000 0 0
000 0 0

Al reemplazar v en la ecuaciéon diferencial, se obtiene una funcién residuo:

4

d*v  dv
R(t) - W+E_2U+2:Zriﬂ(t)
=0
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Considerando las matrices A y A% que son lo que se obtuvo en la relacion entre

la 1ra y 2da derivada de v, nos queda

R = (—2ag + a1 + 4as + 3az + 32a4 + 2) Ty + (—2a1 + 4as + 24a3 + 8ay) Ty +

+ (—20,2 + 6@3 + 480,4) T2 + (—20,3 + 8@4) T3 + (-2@4) T4 (47)

Matricialmente,

To ag 2

T aq 0

re | = (A2 + A = 2I55) - a | T 10

r3 as 0

T4 Qy 0

o 2 1 4 3 32| [ 2

! 0 -2 4 24 8 a 0

= 1o o0 —2 6 48| |@|T|0 (4.8)
3 0 0 0 -2 8 as 0

r4 0 0 0 0 -2 a4 0

Ahora, la funcion aproximacion v debe satisfacer las condiciones de

frontera, es decir

v(=1) = a—a1+ay—az+ay = 0

ag+ay +as+asg+as = 0

(4.9)

e
—~
+
—_
S~—
]
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Escribimos matricialmente (4.9),

ap
1-1 1-1 1 “ 0
1111 1

as

ay

(*) Hallamos los coeficientes a; con el Método de Tau

Aqui las condiciones de frontera deben cumplirse, es decir que (4.10) son las
dos primeras ecuaciones a tener en cuenta. Luego, como son cinco variables
que hay determinar, los a;, ¢« = 0,1,...4, nos faltan tres ecuaciones. Asi que

aplicamos la ortogonalidad del residuo

Y R(t) - Th(t) -
/1 P i=01z (4.11)

El residuo R(t) estd dado en (4.7). Evaluamos la integral dada en (4.11) y

asumimos que el residuo es ortogonal a Ty, T1 y 15,

_ [ RO o —
(o) o_/1 St =rr = n=0 (4.12)
(o) oz/_l%dt:%w — =0 (4.13)
(o) ozlj%dt:%w — =0 (4.14)
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Reemplazamos estos valores en las tres primeras ecuaciones de (4.8) y junto

con las ecuaciones que se obtuvieron en la frontera (4.10) tenemos el sistema

ro =0 —2 1 4 3 32| | 2
r =0 0-2 4 24 8| |®™ 0
n=01=19 o2 ¢ 48| [a@]|T]0 (4.15)
0 1 -1 1-1 1| |9 0
0 11 1 1 1/ \™ 0
La solucion del sistema (4.15) es
’
a = 319/1171 ~  0.27242,
ap = —52/1171 ~ —0.04441,
as = —300/1171 ~ —0.25619, (4.16)
as =  52/11T1 ~  0.04441,
a; = —19/1171 ~ —0.01623.

La solucion aproximada (4.3) mediante el método Tau es:

’U(t) = CL()To(t) + CL1T1 (t) + a2T2 (t) + CL3T3<t) + CL4T4(t)
= 0.272427T, — 0.04441 717 — 0.2561975 + 0.04441 715 — 0.01623 T}

v(t) = 0.5124 —0.1776t — 0.3826¢*> + 0.1776¢> — 0.1298t* (4.17)

(*) Hallamos los coeficientes a; con el Método de Galerkin.

Las funciones forma las obtendremos combinando las funciones T;, ademas
deben satisfacer las condiciones impuestas, es decir las condiciones de frontera,

y la mayor cantidad de éstas sean ortogonales con el residuo R(t).
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Las funciones base serian ¢g(t) = Ty(t) — To(t), v1(t) = T3(t) — Ti(t) y

o(t) = To(t) — To(t), éstas satisfacen las condiciones de frontera

Yo(—1) 0,
U (—1) =T3(—1) = T1(—1) =0, 1 (+1) = T3(+1) — T (
Pa(—1) = Tr(=1) = To(-1) =0, Pa(+1) = To(+1) — To(

Las funciones base son ortogonales al residuo, es decir:

Y R(t) i)

Ti(—1) — Th(—1)

+ 7+
— [y
N~— N~—
| Il
S o (@]

R g =0, i=0,1,2. 4.18
1 V1 —t2 ( )
Generamos las ecuaciones:
1
R(t) - () T
° 0= —————"dt = — (14 — 2r = 14 =219, (4.19
( ) . m 9 ( 4 0) 4 0 ( )
1
R(t) - 11 (1) T
° 0= —————~dt=—=(rg—r = 1 =73, 4.20
©) e 5 (s —11) 1 =73 (4.20)
1
R(t) - () T
° 0= — T dt = —(ry — 2r — 19 = 27). 4.21
( ) . m 9 ( 2 0) 2 0 ( )
Reemplazando en la ecuacion matricial (4.8), tenemos el sistema:
2 -1 -5 0 -8 ao 2
0 0 -1 3 25 a1 0
0 -1 2 13 0| |||V (4.22)
11 1 1 1 az 0
1 -1 1 -1 1 aq 0
La solucion de (4.22) es:
apg = 37/135 ~  0.27407,
ap = —1/27 ~ —0.03704,
as = —T7/27 ~ —0.25926, (4.23)
as = 1/27 ~  0.03704,
ay = —2/135 ~ —0.01481.
La solucion aproximada, mediante el método de Galerkin es:
v(t) = 0.51852 — 0.14815¢ — 0.4t* 4 0.14815¢> — 0.11852t* (4.24)
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(*) Hallamos los coeficientes a; con el Método de Colocacion.

Aqui el residuo R(t) se anula en puntos concretos, especificamente en los nodos
T
de Chebyshev; t; = cos (2 Z)’ para i = 1,2, 3. El sistema final de ecuaciones

que resulta es:

2 -1 —4 -3 —34\ [ 2

0 -1 2 13 0 a 0

2 -1 -5 0 -8 | |®| |2 (4.25)

11 1 1 1 as 0

1 -1 1 -1 1 ay 0

La solucion de (4.25) es:
(

ap = 48/175 ~  0.27429,
a;, = —13/350 ~ —0.03714,
as = —13/50 ~ —0.26000, (4.26)
a; = 13/350 ~  0.03714,
as = —1/70 ~ —0.01429.

\
La solucion aproximada, mediante el método de Colocaciéon es:

v(t) = 0.52 — 0.14857¢ — 0.40571 t*> + 0.14857¢> — 0.11429¢* (4.27)

En la Figura (4.1) se muestran, en la primera, las soluciones exacta Figura
(4.2) y sus aproximaciones, mediate el método Tau (4.17), con el método de
Galerkin (4.2/) y con el método de Colocacion (4.27). Asimismo, en la segunda
grafica, se muestran los errores al aplicar estos métodos, usando polinomios de
Chebyshev.

Ademés en la Cuadro (4.1) se muestran los valores obtenidos en diversos
nodos, al aplicar diferentes métodos espectrales, pero solo considerando como

funciones base los polinomios de Chebyshev.
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(a) Solucién exacta y aproximaciones.

(b) Errores: Tau (azul), Galerkin (rojo) y Colocacién (naranja).

Figura 4.1: Solucién fuerte u(t) y débil v(t).



100

r;  Exacta Tau Galerkin  Colocacidon  errorr,,  errorgalerkin €ITOrColoc
-1.0  0.0000000 0.0000000 0.0000000  0.0000000  0.0000000  0.0000000  0.0000000
-0.8 0.2562831 0.2655187 0.2566414 0.2563206 0.0092356  0.0003583  0.0000375
-0.6  0.4118245 0.4260403 0.4160494 0.4161833 0.0142158  0.0042249  0.0043588
-0.4 0.4962389 0.5075347 0.5012643 0.5020801 0.0112958  0.0050254  0.0058412
-0.2  0.5285810 0.5309875 0.5307752 0.5321142 0.0024065 0.0021941  0.0035332

0.0 0.5206507 0.5124000 0.0082507 0.5185200 0.0021307  0.5200000  0.0006507
0.2 0.4791692 0.4627891 0.0163800 0.4738856 0.0052836  0.4750633  0.0041059
0.4 0.4071905 0.3881875 0.0190029 0.4017075 0.0054830 0.4022411  0.0049494
0.6 0.3049889 0.2896435 0.0153454 0.3022702 0.0027187  0.3020815 0.0029074
0.8 0.1705831 0.1632211 0.0073619 0.1713070 0.0007240  0.1707443  0.0001612
1.0 0.0000000 0.0000000 0.0000000  0.0000000  0.0000000  0.0000000  0.0000000

Cuadro 4.1: Valores obtenidos en los nodos z;, con la solucion exacta y con

los métodos Tau, Galerkin y Colocacion, considerando solo polinomios de

chebyshev.
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4.2.2. Usando Polinomios de Lagrange

Con el Método de Galerkin vamos a realizar un mallado del intervalo [—1, 1]
1

de cinco nodos equiespaciados con tamano de paso h = 2 de tal manera que

la solucion aproximada sea un polinomio de grado a lo més 4.

Los nodos seran:

1
GIIOI—L 1'1:—5, $2:O, .1'3:5, $4:+1:b

La figura Figura (4.2) muestra el mallado de la region [—1,1].

-1 —0.5 0 +0.5 +1

Figura 4.2: Mallado del dominio [-1,1].

De acuerdo a (2.49), los polinomios béasicos de Lagrange de grado 4, en los

nodos respectivos, seran:

[ o) = a1 —1) e - 1)
Lix) = —%x(:r;—i— 1) (22— 1) (2 — 1)
Ly(z) = (z—1)(z+1)2c—1)(2z+1) (4.28)
Ly(z) — —%x(a:—l—l)(x— 1) 2z +1)

| L) — éx(m+1)(2x—1)(2x+1)
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La primera y segunda derivada de estos polinomios son:

( (
1— 2z — 1222 + 162° 1
L) = —— Lj@) = —5 — v+ 827
I 4 2 3 " 16 2
Li(z) = g(—1+4x+3x — 8z°) Li(x) = §+8x—32x
Ly(r) = —10z + 162° = § LY(x) = —10+ 4822
Liy(x) = Z—l(1+495—3952—81;3) Li(z) = 1 g 3202
3 s
—1 — 22 + 1222 + 1643 1
| L) = v - v * Lj(x) = —5 +do +80°

(4.29)
La solucion aproximada tiene la forma
4
vp(t) =Y aiLi(t) = agLo(t) + a1 Ly(t) + asLa(t) + asLs(t) + asLa(t) (4.30)
i=0
Esta solucion debe satisfacer las condiciones de frontera, es decir que

v(=1)=0 = a9 =0
(4.31)

v(+1) =0 = a4 =0

La funcion residuo que se obtiene al sustituir vz (¢) en la ecuacion diferencial
de (4.1) es

Rp(t) = vi(t) + v} (t) — 2up(t) + 2 (4.32)

Para determinar los valores de aj,as y asz, utilizamos la ortogonalidad del
residuo con las funciones base (los polinomios béasicos de Lagrange), estamos

empleando el método de galerkin,

/1 Ry(t)- Li(t)dt =0, i=1,2,3 (4.33)

1
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1
(*) Para Ly(t): / Ry (t) - Li(t) dt = 0, genera la ecuaciéon
-1

64 7472 28544 8416 2176 2672

5 2835™ T 283 M o5 T 567 ™ T 2835

1 =0, (4.34)

1
(*) Para Lo(t): / Rp(t) - Lo(t) dt = 0, genera la ecuacion
-1

8 1006 6304 4136 +8416 362 0 (4.35)
— — a a; — a a3 — —=Q4 = .
15 945 ° " 945 ' 315 2 945 ° 189 *

1
(*) Para Lj(t): / Ry (t) - L3(t) dt = 0, genera la ecuacién
—1
64_+ 304 7808 6304 28544 11888
— —Aap — a Ao — a a.
45 " 567 0 2835 ' 045 ° 2835 ' 2835

1 =0. (4.36)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.594), (4.35), (4.36) y las de (4.31), se

obtiene

95949
_ ~ 0.46429331836481885
T 506656 ’
6713
= 2~ 0.5197429544 (4.37)
1= 3o 0.5197429544750697,
74109
_ ~  0.3586104444100341.
| @ = Soaees 0.35861044441003

Por tanto la solucion aproximada mediante el Método de Galerkin con

polinomios de Lagrange es:

vz (t) = 0.46429332 Ly (t) + 0.51974295 Ly (t) + 0.35861044 Ly(t)  (4.38)

Reemplazando los L;(t), se tiene

v (t) = —0.115438 t* +0.140911 ¢* —0.404305 > —0.140911 ¢ +0.519743 (4.39)
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Vemos la Figura (4.3), donde estan la solucion exacta y las soluciones apro-
ximadas obtenidas mediante el Método de Galerkin considerando Polinomios
de Chebyshev y Polinomios de Lagrange (a); asimismo, se muestran los errores
absolutos (b). Aqui se puede apreciar que con los polinomios de Lagrange se

obtuvo un menor error, es decir se tiene una mejor aproximacion.

Si aplicamos la norma en L?, los errores con Chebyshev, Er, y Lagrange,

Er, son

1 3
Er = Jlu—vlL = (/ |u — v’2> = 0.0048898590 (4.40)
-1

1 2
B = |lu—vl:= (/ u — vL\Z) = 0.0029449928 (4.41)
-1

El error de Lagrange representa el 60 % del de Chebyshev. Si bien es cierto los
polinomios de Chebyshev ofrecen una mejor aproximacioén como interpolacién,

en esta caso, en el método de Galerkin al utilizarlos no ha sido muy ventajoso.



0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

(

Solucion exacta y aproximada con Método de Galerkin
T T T T T T T T T

Exacta: u(t)
Chebyshev: v(t)
Lagrange: v (t)

a) Solucién exacta y aproximaciones con Chebyshev y Lagrange.

x10°  Errores obtenidos con Chebyshev y Lagrange

T

Errorey,
Errory,

(b) Errores: Con Chebyshev (rojo), Lagrange (azul).

Figura 4.3: Solucién fuerte u(t) y débiles: v(t) y vz (t).
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4.2.3.

Usando Polinomios de Bernstein

106

En (2.43) se da la forma de los polinomios de Bernstein, cuando x € [a, b]:

1
Brk(x) =

(b—a

- (:) (z — a)*(b — x)" "

Para n =4, en [—1, 1] tenemos:

(

Bao(x)
Paa(z)
Pa2()
Bas()

Baa(z)

\

1 4
= 1—6(1‘—1)
_ 1 1) (1 3
= @) a-a)
= S+ -y
=t -2
]‘ 4

La primera y segunda derivada de estos polinomios son:

(

(

Frola) = 1o~ 1) Loa) = =17
Frale) = —5@r 1) (x— 1 Lo = Be(-2)
Bra@) = Sw(a®—1) — 0 Bala) = 5B -
Bis(z) = —%(295—1) (z +1) Is(r) = =3z (z+1)
| Ga) = 1) | Huw) = 1)

(4.42)

(4.43)

La soluciéon aproximada, v, al usar los polinomios base de Bernstein de grado

4, tiene la forma

4
vp(t) = Z a;fai(t) = aofao(t) + a1fa1(t) + aofao(t) + aszBas(t) + asfBaa(t)
i=0

(4.45)
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Esta solucion debe satisfacer las condiciones de frontera, es decir que

UB(—l) =0 = aqy=0
(4.46)

UB(+1) =0 = a4 =0

Al sustituir vp(t) en la ecuacion diferencial de (4.1) se obtiene la funcidn

residuo:

Ri(t) = v (t) + vly(t) — 2vp(t) + 2 (4.47)

n (4.46) ya se determinaron los valores ay y a4, ambos nulos, nos falta
determinar los valores de ay,as v as, para ello emplearemos la ortogonalidad
del residuo (4.47) con las funciones base que son los polinomios de Bernstein

dados en (4.43), igualmente como en los casos anteriores empleamos el método

de Galerkin,

/1 Ru(t)- Bus(t)dt =0, i = 1,2,3 (4.48)

1
1

(*) Para (,,1(t): / Rp(t) - B41(t) dt = 0, genera la ecuaciéon

-1

4 4 296 26 8 62
L 2 — P S 2 =0 4.49
5 763" 35 T 1052 T g3 MY (4.49)

1

(*) Para (,(1): / Rp(t) - Baa(t) dt = 0, genera la ecuacion

-1

411 10 4 26 A1
= g — gy g 4
5 T 105% o1 T 7% T o5 T op = Y (4.50)

1

(*) Para [,3(1): / Rp(t) - Ba3(t)dt = 0, genera la ecuacion

-1

i 9% 3910 296 40
5350 T3 T o1 T 3B T g = (4:51)
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Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.49), (4.50), (4.51) y las de (4.46), se

obtiene )
a; = % ~  0.776091669247445,
as = % ~ 0.5390729844120987, (4.52)
| 05 = % ~  0.49427067203468567.

En consecuencia, la solucion aproximada mediante el Método de (Galerkin con

polinomios de Bernstein es:
vp(t) = 0.77609167 B41(t) + 0.53907298 4 o(t) + 0.49427067 By 5(t)  (4.53)

Al sustituir los polinomios de Bernstein (84,(t), i = 1, 2,3, dados en (4.45) en

(4.53) se tiene

vp(t) = —0.115438 t14-0.140910 £* —0.404305 t* — 0.140910 £ +0.519743 (4.54)

Se muestran las graficas en la Figura (4.4), de la solucion exacta
y las soluciones aproximadas obtenidas mediante el Método de Galerkin
considerando Polinomios de Chebyshev, Polinomios de Lagrange y Polinomios
de Bernstein (a); asimismo, se muestran los errores absolutos (b). Se observa
que al utilizar los polinomios de Lagrange y los polinomios de Bernstein
se obtiene una mejor aproximacion, es mas, al considerar estos tultimos

polinomios, se observa que son practicamente iguales, ver (b).

Con la norma en L2, el error obtenido al emplear los polinomios de

Bernstein, Eg, es

1

1 2
Ep =|u—vp|r2 = (/ lu— vB|2) = 0.0029449913 (4.55)

1
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(a) Solucién exacta y aproximaciones con Chebyshev, Lagrange y Bernstein.

(b) Errores: Con Chebyshev (rojo), Lagrange (azul) y Bernstein (verde).

Solucion exacta y aproximadas con Método de Galerkin
T T T T T T T T T

Exacta: u(t)
Chebyshev: v(t)

Lagrange: v, ()

Bernstein: vB(t)

« 1(Etrores obtenidos con Chebyshev, Lagrange y Bernstein

Errorey,
Errory,
Errorp

0.4

06 08 1

Figura 4.4: Solucién fuerte u(t) y débiles: v(t), vi(t) y vp(t).
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El error de Bernstein representa el 99.99995064 % del error de Lagrange. Son
similares, en la practica, sin embargo la forma de los polinomios de Lagrange,
cuatro factores, al realizar las derivadas es un poco mas tedioso a comparacion

de los polinomios de Bernstein.

En el Cuadro (4.2) se muestran los errores al aplicar el método de Galerkin
usando como funciones forma a los polinomios de Lagrange y a los de Bernstein;

éstos ultimos dan un ligera mejora con respecto a los de Lagrange.

T; Exacta Lagrange Bernstein  errorpagrange  €rTOIBernstein

-1.0  0.00000000 -0.00000000 -0.00000000 0.00000000  0.00000000

-0.8 0.25628308 0.25428676  0.25428648 0.00199632  0.00199661

-0.6 0.41182450 0.41334226 0.41334188 0.00151776  0.00151737

-0.4  0.49623891 0.49944508  0.49944475 0.00320617  0.00320584

-0.2  0.52858103 0.53044101  0.53044082 0.00185999  0.00185979

0.0 0.52065067 0.51974300  0.51974300  0.00090767  0.00090767

0.2 0.47916916 0.47633119 0.47633138  0.00283797  0.00283778

0.4 0.40719046 0.40475289 0.40475323 0.00243756  0.00243723

0.6 0.30498889 0.30512261  0.30512300 0.00013372  0.00013410

0.8 0.17058305 0.17312203 0.17312232  0.00253898  0.00253927

1.0 0.00000000 -0.00000000 -0.00000000 0.00000000  0.00000000

Cuadro 4.2: Valores exactos en los nodos z;, y valores con el método de Galerkin usando

polinomios de Lagrange y de Bernstein.



CONCLUSIONES

En el presente trabajo de investigacion, se ha comprobado que los polinomios
de Bernstein pueden usarse como funciones base para representar mediante
una combinacion lineal, a cualquier funcion, sea convexa o coéncava. Asimismo,
los polinomios de Lagrange también pueden ser utilizadas como funciones for-
ma, sin embargo, la forma de sus polinomios base, hace que los calculos sean
mas tediosos, se pudo comprobar que a mas puntos los polinomios base de La-
grange, requieren que se modifique totalmente los calculos. A comparaciéon de

los polinomios de Bernstein, que solo intervienen dos factores en su definicion.

En la solucion de ecuaciones diferenciales, especificamente una ordinaria,
se ha comprobado que los polinomios de Chebyshev, que gozan de ser los
més eficientes en la interpolacidon, en nuestro caso particular, no mostraron
una aproximacion maéas precisa a la solucion de la EDO que se propuso.
Los polinomios de Bernstein como funciones base en el método de Galerkin,
proporcionaron una solucion ligeramante mas cercana a la exacta, de la que

proporciondé la base formada por polinomios basicos de Lagrange.



RECOMENDACIONES

Tener en cuenta el tipo de problema a resolver, ya que dependiendo del tipo de
ecuacion diferencial, podriamos tener conclusiones distintas a las que se han
indicado anteriormente. En la eleccion de las funciones base, las condiciones
de frontera pueden ser utilizadas directamente al trabajar con la formulaciéon

débil del problema.
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ANEXOS

6.1. Programa Bernstein.

Hay funciones especificas que nos dan informacion de los polinomios de

Bernstein. El siguiente programa nos proporciona éstos polinomios.

6.1.0.1. Programa. 1

#Polinomios de Bernstein de grado "n"

clc

syms ’x’ ’y’

A=input (’Ingrese el grado "n" y los extremos de [a,b]l: [n,a,b] = ’);
n=A(1);a=A(2);b=A(3);

xx=a:0.01:b;

Y%r=zeros(1l,n+1);

hstr=string(r) ;

fprintf(’Los polinomios bdsicos de Bernstein B(n,k)(x) son:\n\n’);

for k=0:n
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%str(1l,k+1)=char(’d?’)
s=string(d);
hstri=string(str)
y=nchoosek(n,k) *power (x-a,k) . *power ((b-x), (n-k))/(b-a)"n;
yy=nchoosek(n,k)*power (xx-a,k) . *power ({(b-xx), (n-k))/(b-a) "n;
plot (xx,yy)
fprintf (’B(%1.0£f,%1.0f)= ’,n,k);
disp(y)
Y%data(:)=k;
%legend(d,’Location’,’NorthEast’),
hold on
grid on
end

fprintf (> \n’);

6.2. Programa Aproximacion con Bernstein.

6.2.0.1. Programa. 2

%Polinomios basicos de de Bernstein de grado "n" y aproximacién de "f"

clc

syms ’x’ ’y’

N=input (’Ingrese el grado "n" y extremos del intervalo, [n,a,b] = ?);
f=input (’Ingrese la funcién: f(x) = ’);

m=N(1);a=N(2);b=N(3);

B=sym(’B?, [m+1,1]);

G=["BO" "Bi" "B2" "B3" "B4" "B5" "B6" "B7" "B8" "B9" "B10" "Bi1"...
"B12" "B13" "B14" "B15" "B16" "B17" "B18" "B19" "B20" "B21"...
"B22" "B23" "B24" "B25" "B26" "B27" "B28" "B29" "B30" "B31"...

ng3Qn MB33M MB34" MB3EM MB3GM MB37" MB38" "B3gM "B4QM "B41i'. ..



"B42" "B43" "B44" "B45" "B46" "B47" "B48" '"B49" "B50" "B51"...
"B52" "B53" "B54" "B55" "B56" "B57" "B58" "B59" "B60"];
g=string([m+1,1]);
xx=a:0.01:b;
fprintf(’Los polinomios basicos de Bernstein B(n,k)(x) son:\n\n’);
for n=0:m
if (n==2||n==3||n==4| |n==6| |n==10| |n==15] |n==20| |n==28| |n==50)

Bb=0;

fprintf(? n =%2.0f \n’,n);
figure (n+1)
for k=0:n
%i=k;
ha={k};
y=nchoosek(n,k)*power (x,k) . *power ((1-x), (n-k));
Bb=Bb+subs (f,k/n)*y;
yy=subs(y,xx);
plot (xx,yy,’linewidth’,1);
hold on
grid on
%axis([0 1 0 0.15]1)
fprintf (?B(%1.0£,%1.0£) = %s\n’,n,k,y);
end
%end
B(n+1)=Bb;
B(1)=1;

fprintf(? \n’);

ss=simplify(B(n+1));
fprintf(’Polinomio de Bernstein de grado %2.0f° es\n’,n);
fprintf(’ B_%2.0f(x) = %s\n’,n,ss);
%disp(ss);
%fprint£(> \n?);
3 R \n\n?);
title([’Polinomios basicos de Bernstein, grado n = ’ num2str(n)l);
xlabel(’$0\leq x \leq 1$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,15);
ylabel(’$\beta_{n,k}(x)$’,’interpreter’,’latex’, ’'FontSize’,15);
%axis([0 1 0 0.15])
end
end
figure (m+2)
%plot ([0 0.2 0.5 0.6 1],[0 4 4.5 4 0],’0r’,xx,subs(f,xx),’-b’,’linewidth’,1.4)
plot([0 0.4 0.5 0.7 0.9 1],subs(£f,[0 0.4 0.5 0.7 0.9 1]),%0r?,xx,subs(f,xx),’-b’,’linewidth’,1.4);
%plot (xx,subs(f,xx),’-b?,?linewidth’?,1.4);
legend ({’$(x_i,f_1)$’,?$£(x)$°}, Location’, ’northeast’,’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,12);
hold on
grid on

axis([0 1 0 .4])
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for j=0:m
g(j+1)=char(G(j+1));
if (j==211j==311j==1011j==28113j==50)
plot (xx,subs(B(j+1),xx),’linewidth’,.9, ’DisplayName’,g(j+1));
pause (1)
hold on
grid on
end
%axis([0 1 0 0.15])
end
title([’Polinomios de Bernstein hasta n<= ’ num2str(n)]);
xlabel(’$0\leq x \leq 1$’,’interpreter’,’latex’,’FontSize’,15);

ylabel({’$£(x), B_{n}(x)$°}, ’interpreter’,’latex’, ’FontSize’,13);
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