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RESUMEN

En el presente trabajo se pretende dar a conocer algunas herramientas fundamen-
tales en el estudio de la caoticidad de los sistemas dindmicos sobre hiper-espacios,
como son las propiedades de expansividad e hiper-expansividad. El objetivo prin-
cipal es desarrollar la teoria de homeomorfismos hiper-expansivos y formalizar una
teoria de hiper-expansividad para flujos definidos en hiper-espacios, siguiendo la li-
nea de los articulos Artigue (2013) v Baner and Sigmund (1975). Como objetivos
especificos, caracterizaremos los homeomorfismos hiper-expansivos con un niimero
finito de orbitas, demostrando que todo espacio métrico que admite un homeomor-
fismos expansivo es finito. Ademas, estudiaremos el concepto de minimalidad para
flujos hiper-expansivos v demostraremos que los conjuntos minimales son orbitas
periodicas.

Palabras clave: Hiper-expansividad, expansividad, cw-expansividad y minima-

lidad.




ABSTRACT

In the present work it is intended to present some fundamental tools in the study
of the chaoticity of dynamic systems on hyper-spaces, such as the properties of ex-
pansiveness and hyper-expansiveness. The main objective is to develop the theory
of hyper-expansive homeomorphisms and formalize a theory of hyper-expansiveness
for lows defined in hyper-spaces, following the lines of the articles Artigue (2013)
and Bauer and Sigmund (1975). As specific objectives, we will characterize hyper-
expansive homeomorphisms with a finite number of orbits, proving that every metric
space that admits an expansive homeomorphism is finite. Furthermore, we will study
the concept of minimality for hyper-expansive flows and we will show that the mi-
nimal sets are periodic orbits.

Keyword: Hyper-expansiveness, expansiveness, cw-expansiveness and minima-

lism.
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RJD]CE DE FIGURAS

INTRODUCCION

La teoria de los sistemas dinamicos surge de la necesidad de construir un mo-
delo que relacione el estado actual con el estado inicial. En particular, la dindmica

(i()[Il])Ei(il.ii S¢ preocupa por lo que sucede cuando consideramos

fr=fofo--of,
_‘\f—/

n veces
donde f: X — X es una aplicacion continua con X un espacio métrico compacto.
Por ejemplo, dado un punto # € X podemos investigar la drbita de este punto:
;Tiene puntos de acumulacién? jEs finita o infinita? ;Es denso en el espacio? Entre
otras cuestiones. También es parte del estudio del comportamiento de un sistema
dindmico el comprender y comparar iteraciones de condiciones iniciales cercanas. En
algunas situaciones, las condiciones iniciales cercanas pueden tener futuros dindamicos

muy similares (orbitas futuras). Estas condiciones iniciales forman el conjunto
Wi(x) ={ye X | d(f™(x), ["(y)) < ¢ para todo n € N},

conocido como el conjunto estable local. Andlogamente, queremos entender el com-

portamiento pasado de condiciones iniciales proximas, es decir, el conjunto

WHz):={y e X | d(f"(x), ["(y)) < & para todo n € N},




INDICE DE FIGURAS

conocido con el nombre de conjunto inestable local. Una propiedad topologica que
captura la idea de caos es la expansividad, donde diferentes condiciones iniciales,
incluso si son cercanas, tienen trayectorias futuras o pasadas diferentes. El estudio
de los homeomorfismos expansivos se inicié en 1950 cuando Williams (1950) definio
estos sistemas con el nombre de homeomorfismos inestables. En este primer articu-
lo se demostraron algunas propiedades generales relacionadas con las trayectorias
asintoticas, la cardinalidad del conjunto de puntos periodicos y las potencias de
los homeomorfismos expansivos. Existen algunas variaciones de expansividad que
la generaliza, como, por ejemplo, la cw-expansividad, introducida por Kato (1993).
Es importante destacar que este iltimo concepto trabaja con conjuntos continuos
(compactos y conexos) : f es un homeomorfismo ew-expansivo si existe 6 > 0 tal que
si C' es un continuo (compacto y conexo) tal que diam f™(C') < § para todo n € Z,
entonces C' es un anico punto. La cw-expansividad ha suscitado varias cuestiones en
relacion a continuos, en particular, entender las érbitas de continuos préximos. Asi,
Artigue (2013) introduce un concepto mas fuerte que la expansividad, denominada
de hiper-expansividad, que estudia el comportamiento de la érbita de dos continuos
suficientemente proximos.

Para el caso de tiempo continuo, Bowen and Walters (1972) introdujeron una de-
finicion de flujo expansivos que, aplicada en espacios métricos compactos arbitrarios,
les permitio demostrar algunas propiedades compartidas con los flujos de Anosov.
Una primera forma de explorar el mundo mas alla de la expansividad seria conside-
rar flujos con alguna variacion de la expansividad, como la cw-expansividad. Esta
iltima fue definida por Arbieto et al. (2017), v observamos que los lujos expansivos
implican la cw-expansividad. Siguiendo esta linea, surge una cuestion inmediata:
introducir un concepto mas fuerte que la expansividad, similar a lo hecho en el ca-
so discreto. Por lo tanto, en este trabajo tenemos como objetivo definir los flujos
hiper-expansivos y observar sus caracteristicas v propiedades.

A continuacion, delinearemos la estructura de la evolucion de nuestro trabajo. El
primer capitulo se centrara en el marco tedrico, mientras que los capitulos subsiguien-
tes abordaran los resultados, conclusiones y/o recomendaciones. Por consiguiente,

comenzaremos a exponer el Capitulo 1.
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gon el objetivo de proporcionar contexto, la primera seccion estara dedicado a
mencionar los resultados que forman parte de los antecedentes, la segunda secciéon
describimos los materiales y métodos y en la tercera seccion mencionaremos defini-
cién v conceptos basicos de la dindmica topolégica. En el capitulo 2, presentaremos
a los homeomorfismos Hiper-expansivos, donde un resultado principal para este tipo
de homeomorfismos es la existencia de un numero finito de orbitas periédicas, y que
todo punto no errante es atractor o repulsor.

En el capitulo 3 nos centraremos en desarrollar el objetivo principal de nuestro
trabajo, que consiste en desarrollar los Hujos hiper-expansivos. Para definir este

concepto nuevo, empezamos a fijar ciertos conjuntos:
= R ={h:R— R homeomorfismos tal que h(0) = 0}.

m H(A) ={a: A= R: Jz, € Acon afz,) =idp yV I € R, al)(t) €
CY'A,R)}.

= Para @ € H(A) y t € R, definamos X!(A) = {¢daey(z) : @ € A}. Cuando

afx) = I, para todo = € A, denotaremos a A} (A) simplemente por X'*(A).

La hiper-expansividad fue definida de la siguiente forma:

Definicion. Ué flujo (X, @) definido en un espacio métrico X es llamado hiper-
expansivo si (2%, @) es expansivo, es decir, para todo & > 0 existe § > 0 tal que
si

dg(X'(B),X'A) <4 paratodo teR y A, Be2¥

entonces A C ¢_. 4 B.

Es importante destacar que la adaptacion de la hiper-expansividad para flujos es
mads sutil que la hiper-expansividad para homeomorfismos, debido a la direccion del
flujo v a la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones. Demostramos
que la hiper-expansividad implica la expansividad. Sin embargo, es importante se-
nalar que la implicancia inversa no es verdadero. De hecho, mostramos que el flujo
suspension de la Herradura de Smale es expansiva pero no hiper-expansivo. Ade-
mas, probamos que todo conjunto minimal esta contenido en un segmento de 6rbita

y que este tipo de flujos posee al menos una orbita peridédica. Finalmente, con todo
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lo descrito, establecemos el siguiente Teorema.
Teorema. Sea (X,¢) um flujo hiper-expansivo. Para cualquier # € X existe un
punto periodico p € X tal que Orb(p) C w(z).

El Capitulo 4 describira ?)h‘ resultados, discusiones y conclusiones.




CAPITULO 1

MARCO TEORICO

1.1. Antecedentes

Este presente trabajo de tesis se ha desarrollado en el marco de los siguientes
proyectos de investigacion:

Internacionales.

De acuerdo al trabajo de Hiraide (1990), en su articulo ‘gxpausive homeomorphisms
of compact surfaces are pseudo-Anosov”, observa que un ohjetivo importante en la
dindmica topolégica es comprender el comportamiento global de los homeomorfis-
mos expansivos, cuyo punto clave es determinar las propiedades topologicas de los
conjuntos estables. En consecuencia, en este trabajo de tesis investigaremos sobre
los conjuntos estables e inestables de fujos hiper-expansivos, relacionando con los
resultados de los articulos mencionados.

Thomas (1991), en su articulo “Canonical Coordinates and the Pseudo Orbit
Tracing Property”, realizé un estudio sobre diversas propiedades de los Hujos defi-
nidos en espacios métricos, como son la propiedad de sombreamiento, expansividad
y la estructura de producto local. El[—‘ trabajo se relaciona con la investigacion

planteada, va que muestra diversas herramientas para abordar multiples problemas

relacionas a la expansividad.

o




1.2. MATERIALES Y METODOS

Artigue (2013), en su articulo: “Hyper-expansive Homeomorphism?”, se desarrolla
la teoria de hiper-expansividad para homeomorfismos y tiene como objetivo principal
demostrar que el nimero de orbitas es finitas y que el conjunto no errante es la unién
de puntos repelentes y atrayentes. Ete trabajo es pertinente con la investigacién
aqui planteada, ya que aborda la teoria base de nuestro trabajo.

Siguiendo en esta linea de investigacion Namjip et al. (2020), en su articulo
“Topological stability in Hyperspace dynamical systems”, este articulo amplia el
concepto de estabilidad topoldgica de mapas continuos a los correspondientes mapas
inducidos y demuestra que un mapa continuo es topolégicamente estable si y solo
si su mapa inducido también es topologicamente estable. ﬂl.e trabajo también se
relaciona con la investigacion planteada, como fue descrito en los obejtivos, estamos
interesados en relacionar la hiper-expansividad con la estabilidad topologica para

flujos.

i
1.2. Materiales y Métodos

1.2.1. Hipétesis de investigacion
Hipo6tesis general

Se define la hiper-expansividad para flujos en hiper-espacios.

Hipo6tesis especificos
1. Es importante el estudio tedrico de homeomorfismos hiper-expansivos.

2. Todo espacio métrico compacto que admite un homeomorfismo hiper-expansivo

es finito.

3. Existe una relacion entre los conjuntos minimales y las 6rbitas periddicas para

Hujos hiper-expansivos.

6




1.2. MATERIALES Y METODOS

1
13.2. Tipo de Investigacion

Nuestro trabajo de investigacion se centra en el estudio tedrico de homeomor-
fismos hiper-expansivos y en el desarrollo de una teoria para flujos desde el punto
de vista topologico sin involucrar a la derivada. Sabemos que para el investigador
de ciencias naturales el conocimiento de las propiedades diferenciales de un sistema
nunca es inmediato, por lo tanto, este tipo de teorias ofrecen una mayor facilidad
en su entendimiento y difusion.
Investigacion basica o aplicada.
Tam Malaga et al. (2008) En la publicacion  “Tipos, Métodos y Estrategias de In-
vestigacidn Cientifica”. Define que la investigacion aplicada tiene como objetivo me-
jorar nuevos conocimientos a través de la investigacion estratégica para determinar
si pueden ser utilmente aplicados con o sin mayor refinamiento para los propositos
definidos. La informacion obtenida a través de este tipo de investigacion deberia
también ser aplicable en cualquier lugar v por lo tanto ofrece oportunidades signifi-

cativas para su difusién.

1.2.3. Nivel de Investigacion

El estudio de nuestro trabajo de investigacion se realizard en dos etapas. Primero,
se analizara e investigara aspectos concretos que va estan establecidos. Basicamente
se trata de explorar y entender todos los conceptos y resultados de la teoria de
homeomorfismos hiper-expansivos. Segundo, se investigara aspectos concretos que
aun no han sido analizados en profundidad. De hecho, realizaremos una exploracién
o primer acercamiento para la formalizacion de la teoria de flujos hiper-expansivos.
Por lo tanto, se empleard los siguientes niveles de investigacion:

Explicativa. El nivel de investigacion explicativa se encarga de buscar el por que
de los hechos mediante el establecimiento de responder la causa de los eventos y
fenémenos, que condiciones se manifiesta o por que se relaciona dos o mas variables.
Exploratorio. Se plantea cuando se observa un fenémeno que debe ser analizado.
Por tanto, su funcién es el reconocimiento, identificacion y exploracion o primer

acercamiento de un problema.

=1




1.3. PRELIMINARES

1.2.4. Diseno de Investigacion

El diseno de investigacién es la estructura o guia utilizada para la planificacion,
implementacion y analisis del estudio. En particular, la investigacion cualitativa sue-
le partir de una pregunta de investigacion, que debera formularse en concordancia
con la metodologia que se pretende utilizar. la investigacién cualitativa se realiza a
través de diferentes tipos de datos, tales como entrevistas, imagenes, observacion,
documentos, libros, audios, entre otros. Por lo tanto, el disefio cuanlitativo resaltan-

te en este trabajo sera:

Descriptiva-Explicativa.

Roberto Hernandez and Mendoza Torres (2018) En la publicacion “Métodologia de
la investigacion"” define que la investigacion explicativa se encarga de buscar el por
que de los hechos mediante el establecimiento de responder la causa de los eventos

y fenémenos.

Poblacién y muestra

Por la naturaleza del presente trabajo, no-estadistico (analisis v manejo de datos)

no se presenta poblacion ni muestra.

1.3. Preliminares

Nuestro objetivo en esta seccién es presentar algunos resultados que serdn de

utilidad para el desarrollo de esta tesis.

1.3.1. Topologia

A continuacién, enunciaremos algunas nociones elementales de topologia general

que seran indispensables para los proximos capitulos.

Definicién 1.1. Sean X wun conjunto arbitrario e 7 una familia de subconjuntos de

X. La familia 7 es una topologia en X si




1.3. PRELIMINARES

() 0, X €7;
(i) cualquier unidn de elemnentos de T es un elemento de 7;

(#7) cualquier interseccidn de un nimero finito de elementos de T es un elemento
de 1.

Si 7 es una topologia en X, el par (X, 1) es un espacto topoldgico. Los elementos

de T son llamados conjuntos abiertos de X. Un subconjunto F C X es cerrado

en X si su complemento = X \ F es abierto (es decir, si F© € 7).

A menudo denotaremos el espacio topoldgico (X, 7) simplemente por X, sobreen-
tendiendo que la topologia T esta definida en X. Al tratar con diferentes topologias
en el mismo espacio X, haremos explicita la topologia considerada. Observe que los
conjuntos X y ) son abiertos y cerrados simultineamente en cualquier topologia
definida en X.

Dado un subconjunto B C X, naturalmente tenemos una topologia definida en B, al
considerar abiertos los conjuntos BN A, donde A € 7. Esta es la topologia inducida

en el conjunto B por la topologia 7.

Definicion 1.2. Sean 7 e 7y dos topologias en un conjunto X. Decimos que 1 es
menos fina que 7 si T C To.

Definicion 1.3. Sea (X, 7) un espacio topoldgico no veacio. Decimos que B C 1

es una base de la topologia T si todo abierto U € 7 es una union(arbitrarvia) de

elementos de B.

Definicion 1.4. sean (X, 1) un espacio topoldgico y x € X, un entorno de x es un
congunto Vy, para el cual existe U € 7 con x € U C V. §i B es una base de 7, una
base de entornos de v esta formada por todos los conjuntos en B que contienen

el punto x.

Definicion 1.5. Un conjunto X es un espacio métrico si en €l se define una
métrica d, es decir, una funcion distancia d: X x X — [0,00) satisfaciendo las

siquientes condiciones para cualguier x,y,z € X,




1.3. PRELIMINARES

(1) d(z,y) =0 siy sdlo si, v = y;

(1) d(z,y) =d(y,z);
(tit) d(z, z) <d(x,y) +d(y, z) (desigualdad triangular).

Algunas veces haremos explicita la métrica en X, denotando (X, d) simplemente por

X. La métrica d en X puede ser llamada, simplemente, de distancia en X.

Ejemplo 1.6. Sea (M,d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto A C M es
un conjunto abierto desde que cada punto a € A es el centro de una hola abierta

Bla,r) completamente contenido en A. Es decir, existe r > 0 tal que
Bla,r)={zx e M :d(a,z) < e} C A
De esta forma, se define una topologia 7 en M, donde
B={B(a,r):aeMyr >0},

es una base para esta topologia. <

Sea A C X, un punto & € X es un punto de adherencia de A si ANV, # () para

todo entorno V... La clausura® de A es el conjunto de sus puntos de adherencia, y es

denotado por A.

Definicion 1.7. Um subconjunto A de un espacio métrico X se dice que es denso

en X ¢i A=X.

1.3.2. Meétrica de Hausdorff

Los espacios métricos son considerados fuentes de estudio para el analisis ma-
temético, con ello se desprenden diferentes teméaticas, entre ellas, la distancia de
Hausdorff que corresponde, extiende y ajusta la nocion de distancia entre subcon-
juntos no vacios compactos en el ambiente de los espacios métricos. Felix Hausdorff,

ge un matemaético aleman que esta considerado como uno de los fundadores de la

! Adherencia, cerradura
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1.3. PRELIMINARES

topologia moderna y que ha contribuido significativamente a la teoria de conjuntos,
la teoria descriptiva de conjuntos, la teoria de la medida y entre otras.
Sean (X,d) un espacio métrico, A, B C X subconjuntos no vacios y # € X.

Definamos la distancia del punto x al conjunto A como:
d(z, A) = inf{d(z,y) : y € A},
y la distancia de los conjuntos A y B como:
d(A,B)=if{d(z,y) :y € Byxc A}.

Sea

2¥ = {AC X : A es compacto y no vacio },

Para cualquier ¢ > 0, llamaremos de e-entorno de A C 2% al conjunto V.(A) definido
por

Ve(A) ={y € X : d(y. A) < ¢}.
Cuando sea necesario denotaremos a V.(A) por V (e, 4).

Definicién 1.8. Sea £ > 0. i A, B € 2%, entonces defina dy : 2% x 2% — [0, oc]
por

du(A, B) =if{c > 0: B CV.(A) y A C V.(B)}

En el siguiente teorema mostraremos que dy es una métrica v llamaremos a dy
de métrica de Hausdorff. Observemos que la métrica de Hausdorff mide cuan lejos

estdn uno de otro dos subconjuntos compactos de X.
Teorema 1.9. La funcion dp : 2% x 2% — [0, 00] es una métrica para 2%.

Demostracidn. Nostremos la desigualdad triangular

(*) KIH(A:C) S (f]](_*fl:B] +dn(B: 0)
Sea nn > 0y d =1n/2. De acuerdo con la definicién dy tenemos que:
(1) ACV(dy(A, B)+46,B)

11




1.3. PRELIMINARES

(2) B C V(du(B,C) +4,C).

Sea a € A. Por (1), existe b € B tal que

d(a,b) < dy(A, B) + 4.

Por (2), existe ¢ € C tal que
d(b, ¢) < dy(B,C) + 4.

Por lo tanto, de acuerdo con la definicion de 4, tenemos que

d(a,c) < d”a:B) + d H(B,C) + 1.
Asi, como a € A es un punto arbitrario de A tenemos que

ACV(dy(AB)+dy(B,C)+n,0), (1.1)
Con un similar argumento tenemos que

C cV(dy(A B)+dy(B,C)+n, A), (1.2)
Dado que 5 fue un nimero arbitrario. O

1.3.3. Dinamica topolbgica

Sea (X, d) un espacio métrico, f: X — X un homeomorfismo y = € X. Llama-

remos de orbita de z al conjunto O(z) definido por

Ox) ={.... [ x),x f(x), fA(x),...}.

De manera particular, llamaremos de orbita positiva y orbita negativa del punto

x € X a los conjuntos

OF (x) = {z, f(z), fAx),...} v O (x)={z fz), [ Hx),...},

12




1.3. PRELIMINARES

respectivamente. Un punto p € X se dice periddico se existe k& > 1 tal que f*(p) =
p. Se llama periodo de p al minimo n € N tal que f*(p) = p. En el caso que

f(p) = p, lamaremos a p de punto fijo.

Definicion 1.10. Sea £ > 0 e x € X. Llumamos de conjunto estable local e
tnestable local de x a los conjuntos WE(z) y W*(z) respectivamente, definidas
por:

Wiz) ={y € X :d(f"(z), f*(y)) <& para todo n > 0},

Whz)={y e X :d(f"(x), ["(y)) <& para todo n < 0}.

Definicion 1.11. Sea e > 0 y x € X. Llamamos de conjunto estable e inestable
de x a los conguntos W*(x) y W*(x) respectivamente, definidas por:

Woz)={ye X :d(f"(z), f"(y)) =0 cuando n — oo},

W) ={y € X :d(f"(x), f"(y)) = 0 cuando n — —oc}.

Conjuntos minimales
Decimos que un conjunto A C X es f-invariante si f(A4) = A. A menudo llama-
remos al conjunto f-invariante simplemente de invariante, sobreentendiendo que el

sistema dindmico con el que trabajamos es con respecto a f.

Definicion 1.12. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto K C X es mini-

mal si
a) K es cerrado y f-invariante,
b) K no conliene ningtin subconjunto propio no vacio que sea cerrado e invariante.

Para un ejemplo sobre este tipo de conjuntos, basta observar la ¢rbita de un pun-
to periddico. De hecho, si p es periddico con periodo n € N, entonces O(z) =
{&, f(z).. .., f"(x)} es cerrado e invariante. Ademas, no puede contener ningiin sub-
conjunto propio cerrado e invariante, caso contrario, contradice el hecho de n ser el

periodo de p.

13
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Teorema 1.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto invariante K C X es

llarmado minimal si, para todo x € K la drbita OF(z) es denso en K.

Demostracidn. Sea K un conjunto minimal y considerere x € K. Dado que K es
compacto y invariante entounces tenemos que Q(X) C K, luego como O(X) es un

conjunto cerrado e invariante tenemos que O(X) = K. (]

Decimos que un conjunto A es -denso en B si para todo y € B existe x € A tal

que d(y,z) < =

Observacion 1.14. Minimalidad implica que para todo £ > 0 existe n > 0 tal que
pare todo © € K el conjunto O,(x) = {z, f(x),..., ["(x)} es e-denso en K. En
efecto, suponga por contradiccidn que existe £ > 0, una sucesion n, — oo desde
que k — oo tal que Oy, (z) = {z, f(x),..., f*™(x)} no es e-denso en K. Por lo
tanto, mostramos que existe € > 0 e y € K tal que d(y, f"z) > € para todo n € N,

Contradiciendo la minimalidad

Conjunto omega-limite y alpha-limite
Sea [ : M — M un sistema dinamico discreto v x € M. Definimos el conjunto

w-limite de z como

wle, [l={y e M : Inp = +oc tal que f™x — y},
Andlogamente, definamos el conjunto a-limite de x como

alr, [)={y € M : Ing = —oc tal que f™ur — y}.

Es importante observar que si p € X es un punto periodico, entonces a(p) = w(p) =
O(p). En efecto, sea y € a(p) v np. = +oc tal que f™p — y. Como p es periddica,
entonces existe un minimo ny, € N tal que f"p = p. Por lo tanto, existe s €
{1,2,...,ny} tal que los n; son de la forma n. = ne.k + s. Asi, y = f*(p) € O(p).
La otra inclusion puede ser obtenida de la misma forma.

Nuestro objetivo precisamente se reexpresa como: encontrar los limites w y «

para cada punto de X. En particular, necesitamos conocer informacion sobre los

14
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Figura 1.1: Conjunto Omega limite w(x)

conjuntos L(f) = |J wlx), L7 (f) = U alz) y L(f) = L7(f) UL (f), el limite
zeX weX
futuro, el limite pasado v el limite de [, respectivamente.

El limite w de un punto podria ser vacio, como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.15. Sea X =R y [ : R — R tal que f(x) = 2z. En este caso, lenemnos
que ["(x) = 2"z, lo que implica gue Yn € N, f*(0) = 0 y w(0) = «(0) = 0. Sin
embargo, para un punto no nulo x, tenemos que lim 27"¢ =0 y lim 2"z = oo, lo

n—0o TL— 00

que implica que a(z) = 0 pero w(z) = . <
Para evitar estas situaciones, siempre supondremos que X es compacto.

Definicion 1.16. Un subconjunto Y de X se dice que es invariante bajo [ si f(Y) =

}f
Denotaremos por Per(f) al conjunto de todos los puntos periodicos en X.
Proposicion 1.17. Per(f) es [ invariante.

Demostracidn. Es inmediato por el hecho de que f(x) v f1(x) estn en la misma

orbita que z. C
Proposicién 1.18. w(x) es compacto e invariante bajo f.

Dermostracidn. Sea y € X —w(x). Entonces, por definiciéon del w-limite, y no es un
punto de acumulacion de la sucesion " (x)n € N, por lo que U vecindad de y, tal
que existe ng > 0:%n > ng, f*(x) € U.Siy' € U, entonces ¥ tampoco es un punto
de acumulacién por la misma razon. Por lo tanto, U € X —w(x), lo que implica que

X — w(x) es abierto. Entonces, w(z) es cerrado y, por lo tanto, compacto.
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Sea y € w(x). Entonces, existe una subsecuencia { f™ () }ren que converge a y.

Debido a la continuidad de f, la subsecuencia {f™**!(z)}ren converge a f(y). Asi

que f(y) € w(x), lo que implica que f(w(z)) C w(z). Pero f es un homeomorfismo,
por lo que {f" " Y(x)}ren_o converge a f7H(y) v luego f~Y(w(z)) C w(zx), lo que

implica que w(x) = f(f~Hw(x))) C f(w(z)). Por lo tanto, w(z) = f(w(z)). (|
De hecho, {w(z)}.ex son los conjuntos minimos cerrados e invariantes bajo f:

Proposicion 1.19. Sea Y C X cerrado e invariante bajo [, yy € Y. Entonces

w(y) CY.

Demostracion. Sea y € Y y y € w(y). Entonces, existe f"(y) _, — y'. Pero
tenemos que Y es invariante bajo f, por lo que ¥n € N, f"(y) € Y. Por lo tanto,

y €Y, debido a que Y es cerrado. Asi que w(y) C Y. (]

Analogamente, o(x) es compacto e invariaute bajo f. Ahora demostraremos que
L*(f), L~(f) v L(f) también son invariantes bajo [ (la compacidad es directa por

definicion), pero primero necesitamos un lema general.

Lema 1.20. Si Y es un conjunto invariante bajo f, entonces Y es invariante bajo

I

Demostracion. Sea y € Y. Existe una secuencia {y,},en de elementos de Y que
converge a y. Debido a la continuidad de f, {f(y.)}nen converge a f(y). Pero Y
es invariante bajo f, por lo que Vn € N, f(y,) € Y. Entonces, f(y) € Y, lo que
implica que f(}_") C Y. Sin embargo, f es un homeomorfismo, por lo que ¥ también
es invariante bajo f~!. Entonces f~(Y) C Y, lo que implica que Y = f(f~1(V)) C
F(Y). Por lo tanto, Y = f(Y). (

Proposicion 1.21. L7 (f), L=(f) y L(f) son invariantes bajo f.

Demostracion. Observamos que |J w(z)y |J «(z) son uniones de conjuntos inva-
TzeX zeX
riante bajo f, por lo que son invariantes bajo f. De acuerdo con el lema anterior,

L*(f) y L™(f) también son invariantes bajo f. Dado que L(f) = L7 (f) U L=(f),

entonces también es invariante bajo f. ]
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Proposicion 1.22. Six € X es periddico st y solo si su orbita es finita.

Demostracidn. Dado que O(x) es finita, existe un n tal que x, f(x), ..., f*(x) son
distintos, pero f""!(z) es igual a f™(z) para algin m € 0,1,...,n. En este caso,
Jrt () = 7o N (x) = f~™ o f™(2) =z, lo que implica que m = 0 debido a

la minimalidad de n. Asi que f"*(z) = =. -

Recordando que el niimero natural minimo 7 (z) tal que f™@)(z) = z se llama el
periodo de x.

Conjunto no errante

Sea f: M — M un sistema dinamico. Un punto # € X es un punto no errante
si para todo entorno U de z, existe n > 1 tal que f"(U) N U # (). Denotaremos por

Q(f) al conjunto de todos los puntos no errantes, es decir,

Q(f) ={x € M : z es no errante}.

Observemos que el conjunto Q(f) es cerrado y invariante. Ademas

Sip € Per(f) = p € Q(J).

Stz e M= w(x)CQf) v alz) CQ(f).

Figura 1.2: Conjunto no errante
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Proposicion 1.23. Un punto x € X es errante si y solo st U un entorno de x y

Ing e N:Wn >ng, fAU)YNT=0.

Demostracion. (=) Trivial.

(<) Tomemos U un entorno de &, ng € N:¥n > ny, fHU)NU =0y Vg, .., Vi,
conjuntos abiertos que son mutuamente disjuntos y Vi € {0,...,no}, fi(x) € V.
Tenemos que V= U nN ﬁ F74V;) es un entorno de x, porque x € U y fi(z) € V.
Para i € {1,...,ny}, f'x(__{’]’) C V, asi que VN f{(V) = 0, porque V' C 1}, Para
i >ng, fH(V)C fi(U), asi que VN f4(V) =0 porque V C U. Por lo tanto, = es

errante. |

Llamamos Q(f) al conjunto de puntos no errantes de f.
Proposicion 1.24. Q(f) es compacto ¢ invariante bajo f.

Demostracion. Sea z € X — Q(f). Existe un conjunto abierto U tal que z € U y
YneN, f(U)NU =0.Siy € U, entonces U es un entorno de y, por lo que y es
errante. Asi que X — Q(f) es abierto, lo que implica que Q(f) es cerrado y, por lo
tanto, compacto.

Sea z € Q(f) v U un entorno de f(z). Entonces f~'(U) es un entorno de z.
Tenemos que x no es errante, asi que In € N o f~HU) N HU) £ 0, lo que implica
que U (W) = F(f 1(U)Nf* H(U)) £ 0. Por lo tanto, £(x) € Q(x), lo que implica
que f(Qz)) € Q(x). De manera aufil()ga:nemos que f1(Q(x)) € Q(x). lo que
implica que Q(f) = £~ (Q(x))) € F@(x)). Asi que [(x)) = (x). O
Proposicion 1.25. L(f) C Q(f).

Dermostracidn. Seay € X y x € w(y). Entonces existe una subsecuencia { f™(y) }ren

que converge a x. Si U es un entorno de x, existen al menos dos ng, > ny, tales

que f™i(y), f*2(y) € U. Por lo tanto, f™i(z) € f™~™=(U), lo que implica que

Un fram2(U) # 0. Ast que 2 € Q(f), w(y) € Q(f). U w(z) SQ(f) y L7(f) €
e X

Q(f), porque Q) es cerrado. De manera andloga, tenemos que L=(f) C Q(f). Por
lo tanto, L(f) C Q(f). (

Por lo tanto, tenemos que Per(f) C L(f) C Q(f), pero en general estos conjuntos

son distintos.

18
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Observacion 1.26. Una drbita puede ser vista como lo secuencia (zy),y C X, tal

que f(xg) = wpe1, k € Z.

Definicién 1.27. Sea I C Z un rango de enteros, es decir, | = [a,b)NZ ye > 0. Una

secuencia (xy),_, C X se dice ser un e-pseudo-orbita para f, sid (f(xy), 201) < £,

kel
para todo k€ I, con k+1 € 1.

Cuando I es finito, decimos que (xy), ., es una pseudo-6rbita-finita, y (ry)..;
es una pseudo-orbita-infinita si / es un rango infinito. Cuando I = N decimos
que (z3)pc; es una psendo-orbita-positiva y es una psendo-Grbita-negativa si I =

—N(={—n;n € N}). Si tenemos [ finito, es decir, I = {ko, ko +1,..., ko + no}, v

Thytny = Thy, decimos que ("rk)kef es una pseudo-6rbita periddica.

Definicion 1.28. Un punto x € X se llamae cadena recurrente si existe una £-
pseudo-drbita desde x hacia si misma para cualguier eleccidn de £ > 0. Bl conjunto
de todos los puntos cadena recurrentes se llama el conjunto cadena recurrente y se

denota por R(f).
Proposicion 1.29. R(f) es compacto y f-invariante.

Demostracidn. Dado que X es compacto, es suficiente demostrar que R(f) es un

conjunto cerrado. Considere cualquier secuencia (2, )nen en R(f), con 1211 Tn =Y.
13 oo

Para cualquier £ > 0, existe ng € N tal que x,, € B(y, ), para todo n > ny. Tome

la e-pseudo-orbita periodica que contiene x,, ., y reemplace el término x,, ., por y,

obteniendo una z-pseudo-drbita periédica que contiene a y, entonces y € R(f), por

lo que R(f) es un conjunto cerrado, como se desea.

Ahora, tome xzy € R(f) vy £ > 0, necesitamos encontrar una s-pseudo-orbita
periodica que contenga a f(x). Por continuidad de f, existe ; > 0 tal que d(z,y) <
01 implica d(f(x), f(y)) < 5, para todo =,y € X. Tome § = min{d, 5} v, dado
que x9 € R(f), considere la d-pseudo-orbita periodica (xx)rer que contiene a z,

asumiendo que [ = {0,1,2,...}. Defina (yx)g=1 por

T, k#1
flxo), k=1

Y =

19
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Entonces, (yr)rer s una e-pseudo-orbita periddica que contiene a f(xzg). De hecho,

dado que (#)rer s una d-pseudo-orbita periodica, tenemos d(f(x1), 22) <6 < = v

B | M

d(f(zy), x1) < & < oy implica d(f(f(x)), flz,)) < % Entonces,

kE=0=d(f(ye) yes1) = d(f(yo), 1) = d(f(x0), 1) =0 < ¢,

k=1=d(f(ye), ye+1) = d(f(y1),y2) = d(f(f(w0)),22)

< d(f(f(z0)), flz1)) +d(f(x1), x2)
< f+5=
k> 1= d(f(ge), gesr) = d(F (ax), mrsn) < 0 < &.
Euntonces, f(zo) € R(f) vy f(R(f)) € R([).

Dado que [ es un homeomorfismo, tenemos f~1(R(f)) C R(F) por lo tanto
R(f) € f(R(])), v concluimos la prueba de que R(f) = f(R(f)), es decir, R(f) es

[-invariante. (|
Proposicion 1.30. Q(f) € R(f).

Dermostracian. Sea x € Q( f), para todo € > 0 existe ng € N tal que

f* (B (2,) N B(x.e) 0.

Definiendo

Lo =T, = f(i’); sy = er] 1( """ Lo fnn(:r): Lrg+1 = Loy - - -
Obtenemos un pseudodrbita periddica € que contiene a x, por lo tanto, x € R(f) v
Q(f) C R(f). L

Con esto, tenemos Per(f) C L(f) € Q(f) € R(f). En general, estos conjuntos

no son iguales. Veamos un caso donde Q(f) C R(f).
Ejemplo 1.31. Considere el homeomorfismo f: ST — S que satisfoce:
- fp) =p1y f(p2) = pos
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f"(x)

Figura 1.3: 81
- Sixz e Cy entonces w(z) ={m} yalz)={m};
- Siz € Cy entonces w(x) = {p} y alz) = {p:}.

Mostraremos que R(f) = St y Q(f) = {p1, p2}. En primer lugar, es ficil ver que
{p1.p2} C Q). Seax € S'\{p1,p2}, entonces x es un punto errante, es decir, x &
Q([). De hecho, supongamos que x € Cy y tomemnos intervalos Iy e I1 que contengan
a py y x, respectivamente, con Iy NI, = 0. Existe ng € N tal que f”“(fl) C Iy, para
ver esto, para todo y € I, consideremos n(y) € N que garantiza f*(y) € Iy, si
k= n(y).

Dado que [V es continua, existe §, > 0 tal que
fn{y} (B (!},51})) C I(J Y fk (B (y, 51';)) - I{J;

para todo k > n(y). Por la compacidad de I ezisten yi, ..., Ym, n(y), o n(Ym)

m J
Y Oyrs ooy 0y que cumplen Iy C UB (i, 6y) y ¥ (B (y:,6,,)) C Io, para todo k >
i=1

n(y;). Tomando ny = maxy<<p{n(y:)} tenemos [ (I_l) C Iy. Entonces, hernos
dernostrado que existe un conjunto abierto U © 8, conx € U, tal que fY(U)NU = 0,
para n € N, es decir, x es un punto errante, asi que Q(f) = {p1,p2}.

Ahora, veremos que R(f) = S, Para ello, sea x € S* y £ > 0, obtendremos una

pseudo drbita periddica £ que contiene a x. Supongamos que x € Cy, podemos elegir
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k1 € N tal qued (f“ pl) < 2. Luego, tornamos un punto z € CiNB(py, =) y elegi-
mos ko € N tal que f*2(x) € B( ) Definimos la secuencia (xy.) &e{n o 2kitka} © X
COMmo
fE(x), ke d{0,... bk —1},
Ty = fk_kl(Z), ke{likl—FkQ—l}J

f"'_{zkl_"'z}(;::), ke {kl + kQ: 2k + fiz}
Entonces, tenemos

Ad(f(xr, 1), 70) =d (f*(2),2) < &

A(f(Tryihy 1), Tyt ;\z)—d(fk”(z);f_kl(:r)) <€ (1.3)

o d(f(xp). 1) =0, en caso contrario. Asi que () .i.e{(l Dy k) 8 URE e-pseudo-

drbita periddica que contiene x. FEsto es valido para cualquier £ > 0, entonces x €
R(f) y R(f) = S'. En este ejemplo, Per(f) = L(f) = Q(f) = {p1.p2} € R(f) =
St

a
1.3.4. La Herradura de Smale

Sean @ = [0,1] x [0, 1] un cuadrado unitario, 4 un semicirculo de radio 1 por
debajo de @, B un semicirculo de radio 1 por encima de @ y N = AU QU B. Sean

H;, para j € {0, 1}, dos frajas horizontales
H; = {(:1:;'_:;) eR*:0<r< 1,y <y< yg}: cond <yl <yp <yl <yy <1
y sean V5, para j € {0, 1}, dos frajas verticales,
={(z,y) R 1z} <z <2, 0<y<1},con0<al <af <aj <y <1,

Sean G una franja horizontal comprendida entre Hy e Hy, Hs una franja horizontal
inferior en () por de bajo de Hy, e Hy una franja horizontal superior en ( por encima

de H;.
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H,

Hy

€

FAN)

Figura 1.4: La herradura de Smale

La funcion herradura de Smale f envia una region N dentro de si misma, es
decir, efectia una transformacion de N en N como pasamos a describir. Primero,
contraemos linealmente el cuadrado @@ en la direccién horizontal por un factor 0 <
d < % e expandiéndolo en la direccion vertical por un factor %, como es mostrado en la
Figura 1,4. Obtenemos un rectangulo que es doblado en la forma de N ("herradura")
v ubicado sobre el cuadrado original (Figura 1.4). Ademas de esto,onsideramos [
de forma que f(G) C B, la imagen de Hy U Hy este contenida en A, que f sea una
contraccion de A y también de forma que f(A4), f(B) C A. Asi, en estas condiciones,
la funcion herradura de Smale [ transforme la region N dentro de si misma, como
pretendfamos. Asi f2(N) N Q consiste de cuatro franjas verticales de ancho 42, Un
procedimiento analogo nos permite concluir que f*(N) N @ consiste de ocho franjas

verticales de anchura 6%, Continnando esta construccion inductiva, obtenemos el

siguiente conjunto

A={qeqQ: f*q eQ parak =12}

que es producto cartesiano El] x (', de un conjunto de Cantor por un intervalo
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vertical, es decir, es un conjunto de Cantor de segmentos verticales. De la misma
forma, podemos observar que el conjunto f~'(N) N Q es la unién Hy U Hy, de dos
franjas horizontales de altura 8; f~2(N) N @ consiste de cuatro franjas horizontales
de altura 62. Un procedimiento analogo nos permite concluir que f~3(N)NQ consiste
de ocho franjas horizontales de altura ¢*. Continuando esta construccién inductiva,

obtenemos el signiente conjunto

Ay ={qeQ: ffq) €Q,parak =1,2..}

Finalmente interceptando estos dos conjuntos, obtenemos el conjunto
A=A_NA..

El conjunto invariante en () es A, ya que cualquier punto en AL o A_ es trans-
portado por f a otro punto que también esta en A. Asi, el conjunto A esta formado
por los puntos en Q que, después de aplicaciones repetidas (en ntmero infinito) de
la funcién f, pueden mostrar un comportamiento recurrente o no errante. Los pun-
tos de () que no estan en A eventualmente deben salir de (2 bajo cualquier tipo de

iteracion de f.

1.3.5. Expansividad y estabilidad

905' expansivos son un caso particular de movimiento cadtico. Tenemos que dos
puntos cualquiera se separan, a futuro y/o a pasado. Esto implica que un pequeno
error en las condiciones iniciales puede dar lugar a una diferencia sustancial entre

las orbitas y los conjuntos limite.

Definiciéon 1.32. Un homeomorfismo [ : X — X es llamado expansivo, si existe
un constante ¢ > 0 tal que pare cualquier par de puntos x.y € X diferentes, existe
n=n(z,y) €Z tal que

d(f"z, [My) > ¢

A constante ¢ > 0 satisfaciendo la definicidn anterior, es llamada constante de ex-

pansividad.
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Observacion 1.33. La expansividad garantiza la existencia de un numero finito de

puntos fijos.

Sea K = {0,1,... é — 1}, donde k > 2, un conjunto finito llamada de k simbo-
los. Denotaremos por K al conjunto, llamado espacio shift, formado por todas las

sucesiones bi-infinitas ¢ : Z = K, es decir:
Z "
K ={{an}tnez : a0, € K Vn € Z}.
Por otro lado, en K% definimos la métrica

d({x.} {y}) = Z ljnm%;nl

nel

Definamos a continuacion el shift de Bernoulli

Definicion 1.34. Sea la aplicacidn o : K= — K% definida por

0’({(.1.” }nGZ) = {b'u}nEZ:

con by, = a,_1. Esta aplicacion es llamada de shiff de Bernoulli.
Ejemplo 1.35. (EI shift de Bernoulli). Sea ¥ = {0, 1}* dotado de la topologia
2

producto dada por poner la topologia discreta en {0,1}. En ¥ podemos definir lo
2
siguiente transformacion o : % — 3 dada por o ({x,}) = {y.} de forma tal que
Y = T,_1. En pocas palabras, lo que hace o (llamado shift de Bernoulli) es correr
la sucesion {x,} un lugar pare la derecha.
Es muy sencillo observar como la transformacion o es erpansiva con constante
de expansividad 1. Para verlo, tomemos dos sucesiones diferentes {x,} y {yn}. Por

ser distintas, existe ng para el cual T, # yn, por lo cual [T, —yn,| = 1, entonces

10" ({n}). o () = 3 =l o [l

9n—ng| 2lno—ng|
nck

Observemnos que la dltima desigualdad es obtenida por que 2,,,, Y., € {0,1} y son

diferentes. <
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2
Observacion 1.36. En definitiva lo que se hace en el efermnplo 1.55 es correr las dos
sucesiones de forma tal que el término en el que difieren es en el que se concentra
la mayor distancia. Sin embargo, es muy sencillo encontrar sucesiones distintas
que se mantienen arbitrariamente cercanas para el futuro, por ejernplo: la sucesidn

constante igual a 1 se manticne arbitrariamente a sucesiones {x,} que cumplen que

son uno para los n < ng y en el resto de los valores son cero.

A seguir definamos el siguiente conjunto
I.(z) ={y € X;d(f*(z), f*(y)) < c.Vk € Z}

es la bola dindamica de radio ¢ centrada en x. Es facil ver que ¢ > 0 es la constante

de expansividad para f siy solo si I'.(z) = 2, para todo x € X,

Definicién 1.37. Un homeomorfisrmo f: X — X es positivamente expansivo cuan-

do existe ¢ > 0 tal que © #y implica d(f"(2), f*(y)) > ¢, para algtin n € N.

A continuacion, presentamos algunas propiedades basicas de los homeomorfismos

expansivos.

Proposicion 1.38. Si [ es un homeomorfismo positivamente expansivo, entonces

X es finito.

Demostracidn. Primero aﬁrmamuﬁaque existe un nimero 0 < £ < ¢, donde ¢ es la
constante de expansividad para f, tal que para todo punto # € X existe un entorno
U, tal que si y € U, entonces d(f"(z), [ (y)) < &, para todo n > 0.

En efecto, supongamos que Féih‘l.eu puntos y, — x para n — oc de manera gue
para algunos k, € N tengamos d(f % (y,), f*(z)) > ¢ (podemos suponer que k,
es el primero).

adu que [ es uniformemente continuo, tenemos que k, — oc cuando n — oc.
Sea z, = f~* (y,) vy w, = f~(x) puntos tales que d(z,, w,) > ey d(f'(z.), f'(w,))
e, paral € {1,2,.. .k,

A

Sean z y w puntos limite de z, v w,, respectivamente, tenemos d(z,w) > £, en

particular z # w. Entonces,
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A(™(2), 7 (w)) = Min d(f™ (=), /" (wa) S € < e,

lo cual contradice el hecho de que f es expansivo.

Y ahora mostramos que para todo £ > 0 (¢ < ¢) y para todo § > 0 existe n € N
tal que d(f~"(x), f7™(y)) < &, ¥n = 0, implica d(f~™(z), f~™(y)) < §, para todo
m > N.

En efecto, si no fuera asi, tendriamos que para todo N € N existen xzy e yy que
satisfacen

d <d(f*(en), fflyn)) <e<c,VO< k<N

Sean z y w puntos limites de f~(zx) v f~V(yy), respectivamente, tenemos
) I . N Y Yn ) I ;

d(z,w) = § > 0, mientras que d(f"(z), f*(w)) < ¢ < ¢, para todo n > 0, lo cual

contradice el hecho de que [ es expansivo.

Finalmente, dado que cada punto x en X tiene un entorno U, en el que sus
puntos permanecen cerca de x en el pasado, tenemos una cobertura para X dada
por [J,ex U, y obtenemos una subcobertura finita {U,,, U,,,..., U, }-

Sea ng — oo de manera que f~™(x;) — 7;, para todo i € {1,2,..., n}. Paran,

suficientemente grande, f~"(U,,) estd contenido en un entorno lo suficientemente

pequeno de T; v f7™(X) = X, por lo que concluimos que X = {#,, Ty, ..., 7, }. O

A la inversa, todo homeomorfismo f: X — X, donde X es finito, es expansivo

positivamente.

Proposicién 1.39. Un homeomorfismo [ es expansivo si y solo si f* es expansivo,

pare todo k # 0.

Demostracidn. Sea ¢ > 0 la constante de expansividad para f y elige 6 = 0, por
continuidad, de manera que (n"y) < ¢ implique d(f"(z). f*(y)) < c. para todo
n e 0,1,..., k. Afirmamos que ¢ = mine, d es la constante de expansividad para
f*. De hecho, si d(f™(z), f**(y)) < ¢ < ¢ entonces d(f/(x), fi(y)) < ¢, para todo
j € Z. De ello se sigue que z = y, lo que demuestra que f* es expansivo. Por otro
lado, si f* es expansivo para todo k # 0, es claro que f es expansivo, con la misma

constante de expansividad. -
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Proposicion 1.40. El mapa identidad en un espacio métrico compacto X es ex-

pansivo solo cuando X es finito.

Demostracidgn. Siid : X — X es expansivo, entonces existe ¢ > 0 tal que
x #y = dlid"(x),id"(y)) > ¢,

para algin n € N, es decir, d(x,y) > ¢ > 0. Por lo tanto, para todo punto
x € X tenemos B(xz, ¢) \ {z} N X =0, lo que significa que todos los puntos en X

son aislados. Dado que X es compacto, concluimos que X es finito. -

Proposicion 1.41. Si [ es expansivo, entonces para cualguier n € N existe solo un

nimero finito de puntos periddicos de periodo n.

Dermostracidn. Supongamos que (pg)ren €8 una secuencia de puntos periodicos dis-

tintos de perfodo n, y sea p € X un punto limite de (py)rey. Tenemos

A (p),p) = A (lim pe), lim p)

d(k!fm_ f(pe)s ka Pr)

lflnk—)g(; d(f!t(pk] 1 pk)
= 0.

Por lo tanto, f*(p) = p. Y si f/(p) = p para cualquier j € {1,2,...,n — 1},
tendriamos f7(px) = pi, para todo k € N. Entonces p seria un punto perigdico de
periodo n.

Sea ¢ > 0 la constante de expansividad de f™, entonces existen infinitos puntos

fijos de f™ en B(p.c). Por lo tanto, I'.(p) tiene puntos infinitos, lo cual es una

contradiccion. -

Teorema 1.42. Sea [ : X — X wun homeomorfismo expansivo. Entonces, el con-

gqunto A ={y € X;a(y) = {p} yw(y) ={q}} es a lo sumo un conjunto numerable.

Dermostracidn. Supongamos que A es innumerable. Entonces existen puntos fijos
p1y pz2 de f tal que el conjunto B = {y € X;a(y) = {p1} v w(y) = {p2}} es

innumerable, dado que f tiene puntos fijos infinitos.
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Sea ¢ > 0 la constante de expansividad de f. Para cada y € B, sea n, el menor

nimero natural tal que

d(f ™ ) p)>5 vy d(f*(y).p2) > 5V E=n,

Para cada n € N considera el conjunto B, = {y € B;n = n,}. Entonces tenemos

B= U B, v asi existe ny € N tal que B, es innumerable.

Ty
neld
Sea p € X un punto limite de By, elige § = 0 tal que d(z,y) < ¢ impli-

que d(f*(z), f¥(y)) < ¢, para todo k € {—n,...,n}. Toma =1 v x2 en B, tal que

dlay,xe) < by

A(fF (), fE() < dUFGn),pa) +d(pa, 15 (5)
< §t+5=¢

para todo k& < n. Ademas,

d(f (xy), f*(x2)) < d(fMaxy),pr) + d(py, f5(22))
< 5t+5=¢

para todo k = n. Ademas,

d(f5(z1), f¥(x2)) < ¢, Y k€ {—n,...,n}.

Esto implica que T.(z1) contiene un punto diferente de x1, lo cual contradice la

expansividad de f. (

Proposicion 1.43. Sea f: X — X un homeomorfismo expansivo. Entonces existe

£ >0 tal que W2(z) C We(x) y WH(x) C W*(x).

Demostracidn. Sea ¢ > 0 la constante de expansividad para [ y elige £ > 0 tal que
£ < 5. Basta con demostrar que para todo r > 0 existe n > 0 tal que fHWe(x)) C
W2(f*(z)), para todo k > n y todo z € X.

Supongamos que existe r > 0 tal que para todo n € N existe algin &, # n

vy o, € X tal que W?(f* (x,)) no contiene a f* (W2(x,)), es decir, existe y, €

FEo(We(x,)) pero y, & We(f*(z,)). Sea z, = f~*(y,), entonces z, € W:(x,)
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Y ozn & fTE(WE(fF(20))), es decir, y, = fF(z,) & WS(f*(z,)). Dado que
2, € Wi(z,), tenemos d(f*(z,), f*(x.)) < e, para todo k > 0. Pero f(z,) ¢
We(fFn(z,)), por lo que d(f*(z,), ff(x,)) > r, para todo n € N. Las secuencias
(F* (2u))nen v (f* (£n))nen tienen puntos limite z y = en X | respectivamente, que

cumplen z # ¢ y
A(f*(2n), fF(20) < £ VEk >0 = d(f5 (), fF70 (20)) < 2,V k> =k,

entonces d(f*(f*(z.)), [F(f* (2.)) < & — d(f*(2), f¥(z)) < & < ¢, para todo
k € Z, cuando n — oc. Esto es una contradiccion. (|

Definicion 1.44. Decimos que un punto p € X es estable si para todo £ > 0, existe

un 6 >0 tal que Bs(p) C W2 (p).

Un punto p € X es inestable si es estable para f~!, es decir, para todo £ > (),
existe un ¢ > 0 tal que Bs(p) C WX(p).

Definicion 1.45. Decimos que un punto p € X es asintdticamente estable si

es estable y existe un & > 0 tal que Bs(p) C W*(p). Vea la figura 1.5

Figura 1.5: p es asintoticamente estable

Un punto p es llamado atractor si es periodico v asintdticamente estable.Un

punto p es llamado repulsor si es periddico v asintoticamente estable para f=1
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El siguiente teorema indica que para homeomorfismos expansivos, los puntos

periodicos estables implicam ser asistoticamente estables.

Teorema 1.46. Sca [ : X — X un homeomorfismo expansivo. Si p € X es un

punto periddico estoble, entonces p es un punto atractor.

Dermostracidn. Sea p un punto periddico de periodo k. Por lo tanto, p es un punto
fijo para f*. Por contradiccion, suponga que p es un punto fijo estable y no atractor,

es decir, p no es asintoticamente estable. Por lo tanto, existe & > 0 tal que Bs(p) C

Figura 1.6: existe n, — oo tal que ¢ = lim [ (q)

o0

W.(p) ¥y q € Bs(p) tal que w(q) # {p}. Sea ¢’ € w(q) con ¢’ # p ( vea la figura 4.1 )

luego

a(f"(p), f"(d)) <9,
como [ es expansivo se tiene que p = ¢', llegando a una contradiccién. O

Observe que el teorema anterior indica que si dos puntos se acompanan para
iterados positivos entonces estos se aproximan cada vez mas a medida que se va

iterando.
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CAPITULO 2

HOMEOMORFISMOS
HIPER-EXPANSIVOS

Como fue descrito en el capitulo anterior, los expansivos indican el comporta-
miento de la orbita de dos puntos suficientemente proximos. Es natural preguntarse
que sucede con la drbita de continuos (conjunto compacto y conexo) suficientemente
proximos. Asi, Kato (1993) define un primer concepto referente a continuos, 1lla-
mado de ew-expansivo, esto fue definido de la siguiente forma: f es llamado de
cw-expansivo si existe § > 0 tal que si C' es un continuo tal que diamf™(C) < &
para todo n € Z, entonces (' es un tnico punto. Luego, Artigue (2013) introduce un
concepto méas fuerte que la expansividad, denominada de hiper-expansividad, esta

estudia el comportamiento de la orbita de dos continuos suficientemente proximos.

2.1. Homeomorfismos hiper-expansivos

Dado un espacio métrico compacto X, consideremos el espacio de todos los sub-
conjuntos compactos A C X, este espacio es llamado de hiperespacio y se denota

por 2%,
Definicion 2.1. Sea [ : X — X un homeomorfismo definido en un espacio métrico
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X. Llamamos de extension natural de f para 2% al mapeo f: 2% — 2% definido por

fi2X 52X

A= f(A) = f(4)

Definicion 2.2. Un homeomorfismos f: X — X es llamado hiper-expansivo, si
eriste una constante ¢ > 0 tal que ,IF 0 2% 5 2% es expansivo, es decir, si cxiste
una constante ¢ > 0 tal que para cualquier dos subconjuntos A, B € 2% no unitarios
tenemos que

du(f*(A), /"(B)) < ¢  paratodon € Z,
entonces A = B

Obhserve que equivalentemente a la definicién anterior, podemos afirmar que para

cualquier dos subconjuntos A, B € 2% tenemos que
du(f"(A), f*(B)) = ¢ paraalginn € Z

Observacion 2.3. La hiper-ezpansivided garantiza la existencia finita de conjuntos
compactos e invariantes. Caso contrario, de la compacidad de 2% existe por menos
dos conguntos invariantes A y B suficientermente prozirmos( e-prizimos con £ una
constante de hiper-ezpansividad), observe que las iteradas positivas y negativas de A
y B contindan prézimos por la invariancia de los conjuntos . Contradiciendo asi la

hiper-ezpansividad de f.

Observacion 2.4. De acuerdo con la definicion de 2.2 tenemos que
Hiper-expansividad= expansividad = Cw-expansividad

Lema 2.5. Sea f : X — X wun homeomorfismo hiper-ezpansivo. Si K C X un

conjunto minimal entonces K es un conjunto finito.

Demostracidn. Sea £ > 0 una constante de hiper-expansividad. De acuerdo a la

Observacién 1.14, existe n € N tal que para todo y € K existe j € {0,1,..., n} tal
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que d(f7(x),y) < e. Ademas, f/(O,(x)) = O.(f(x)) es e-denso para todo j € Z.
Por lo tanto,

dy(f1(K), f1(Ou(x))) <

Luego, de acuerdo con la hiper-expanividad tenemos que K = @, (), es decir, K es

un conjunto finito. =

Proposicion 2.6. Si [ es hiper-expansivo entonces todo punto fijo de [ es atractor

0 repu Isor.

Demostracidn. Por contradiccion, supongase que p € X es un punto fijo que no es
atractor ni repulsor. Como p no es atractor, por el Teorema 146 tenemos que p no
es estable, de esta forma existe £ > 0 y sucesiones z,, € X v k, >0 tal que =, — p
cuando n — oo y ffx, € B.(p). Podemos suponer que k, es el primer tiempo
donde los punto z,, salen de la bola, es decir, para todo n < k,, [z, € B(p) v

fFnz,, & B.(p). Supongamos que a, = f* }(z,) = a € B.(p) cuando n — oc. Por

lo tanto, podemos deducir que
f™(a) = p cuando n — —oco,

v a # p. En efecto, basta observar la invariancia de los conjuntos a(t) v {p}, de
acuerdo a la hiper-expansividad tenemos que a(a) = p. De manera similar, si p no
es repelente, existe b # ptal que f"b — pcuandon — oc. Sead > 0 una constante de
hiper-expansividad y ng > 0 tal que f~"(a) v f™b pertenecen al conjunto Bs(p) para
todo n > ng. Finalmente, observe que los conjuntos A = {f7"(a), f™(b)} v B =
{p, /7™ (a), f™(b)} contradicen la hiper-expansividad. En efecto, sea Us(f"A) =
{r € X :d(x, f*A) < 6} un d-entorno de f"A para todo n € Z. Se afirma que
f*B C Us(f™A) para todo n € Z. De hecho, como f~™a y f"b son puntos en

comiin de A y B, bastaria probar que p € Us(f™A). Obhsérvese que para todo n > 0,

d(p:fn‘,‘l) = f[][{d(p: 3’1) Ty € '}rn‘/_l}
< ity 7 o

<4.
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La dltima desigualdad de (4,1) se tiene por la convergencia de la 6rbita de b al punto
p. De esta forma p € Ug(f™A) para todo n > 0. Se puede mostrar de manera similar
que p € Us(f*A) para todo n < 0. Se ha probado entonces que todo d-entorno de
J™A contiene al conjunto f"B. Es facil observar que todo d-entorno de f*B contiene

al conjunto f"A para todo n € R. Por lo tanto,

du(f*(A), f1(B)) = inf{d": f"B C Us(f"A) y [FACUs(f"B)} < 6.

La hiper-expansividad implica que B = A. Se concluye entonces que p = f~™a 6
p = [f™b, de esta forma a = p & b = p, en cualquiera de los casos tenemos una
contradiccion (

b

[ )

-

o),

i
p:

.':_”[] al
f‘”””‘\(a )f‘ ' E ).

Figura 2.1: f"b — py ["(a) — p cuando n — oo, .

Sea p € X, recordemos que si p es una orbita periodica asintoticamente estable,
e dic la orbita d ' tractor. Un repelente es atractor para f!
se dice que la orbita de p es un atrector. Un repelente es un atractor para f~'.
Denotaremos por Per, v Per, como el conjunto de puntos periddicos repelentes y

atractores, respectivamente.

Teorema 2.7. Un homeomorfissno [+ X — X es hiper-expansivo si y solo si f

posee un nimero finito de érbitas y Q(f) = Per, N Per,.

Demostracidn. Supongamos que f es hiper-expansivo. Mostraremos que f posee un

nimero finito de 6rbitas. De acuerdo con la hiper-expansividad tenemos un nimero
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finito de puntos periddicos. Podemos suponer que todos los puntos peridédicos son
puntos fijos, basta tomar una potencia de f. Sabemos que Per, U Per, C Q(f),
mostremos que Q(f) € Per, U Per,. En efecto, sea ¢ Per, N Per, un punto que
no es fijo y consideremos el conjunto minimal K C w(x). De acuerdo con el Lema 2.5
tenemos que K = {p} puesto que todas los puntos periddicos son fijos. Afirmamos

que w(z) = {p}. En efecto, sea £ > 0 v y € w(x) entonces existe ky > 0 tal que

d(f"(z),y) < = para todo k> ko,

B |

como p € w(x) v dado que p es atractor existe § > 0 tal que Bs(p) C W*(p), luego

existe sp > 0 tal que f*(x) € W¥(p). Entonces existe n; > sy tal que

d(f"(z),p) <

para todo n > nq,

b2 |

considerando un ny = max{ky, n1} tenemos que d(y,p) < . Por lo tanto, y = p,
luego w(z) = {p}.
Finalmente, demostremos que = ¢ Q(f), es decir, para § > 0 consideremos un

gg > 0 suficientemente pequefio y un ng > 0 tal que
= [z € B(p,d) paratodon > ngy tal que f"z € B(x,zq) paratodo 1 <n < ng,

» d(r,y) < g implica d(f"(z), f*(y)) < £ para todo 1 < n < ny.

Vea la figura 2.2.

Finalmente, mostremos que existe un nitmero finito de drbitas. Observemos que
para todo & > 0 existe n > 0 tal que si = € B.(Q(f)) tal que fiz, f*z € B.(Q(f)) si
j=znyk < —n Enefecto, siz & B.(Qf)) entonces d(x, Q(f)) > &, luego = ¢ Q(f),

siguiendo la misma idea del parrafo inicial, tenemos que
w(x) =q € Per(f) CQf) = Per. N Per,.

Por lo tanto, ¢ es un punto atractor, luego, para todo £ > () existe § > 0 tal que
Bs(q) € W#(q) N W2(q), es decir, existe n > 0 tal que f’z € B.(¢q) € B.(Q(f)) para

todo j = n, vea la figura 2.3 mostrando asi nuestra afirmacion.
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fro=t @)
' 1o (y) J
f‘(f) » {u(;}f)

Figura 2.2: = € Q(f), es decir, f*(B.,(x)) N B, (x) =0

B:(Q2(f))

e

Figura 2.3: B;(q) C W*(q) N WZ(q)

Supongamos que f tiene un nimero infinito de 6rbitas v £ > 0 una constante
de expansividad para f, entonces X\B.(Q(f)) es un conjunto compacto infinito.
Entonces, existe x,y ¢ B-(S2[f)) v p.g € Qf) tal que w(y) = w(z) = {p} v
a(r) = aly) = {q}. Entouces, si x y y son suficientemente proximos, entonces
estos puntos contradicen la expnasividad de f. Esto contradice el niimero finitos de

orbitas. I:l




2.2, SHIFT DE DOS SIMBOLOS

2.2.  Shift de dos simbolos

Sea >, el espacio de secuencias de dos simbolos 0 y 1, es decir,

Z ={r=wwmay...:a; €{0,1}}

2
Para dos secuencias x = (z;) y y = (y;), definimos

s’}

€Ly — Ui
dz,y) = 2 |{271)‘|

1=0

Es facil ver que la métrica d genera la topologia del producto en > ~,. Sea la aplicacion

que corre los valores de las secuencias un lugar para la izquierda, es decir

I’T:;ﬁ;

(2:) = olx:) = (zis1)

La aplicacion ¢ es conocida como la aplicacion de desplazamiento (full-shift ) v es
continua con respecto a la métrica d definida. Esta construccion simple y abstracta
resulta muy poderosa dentro de los Sistemas Dinamicos. El punto es que el full-shift
v sus restricciones a subconjuntos invariantes modelan un conjunto impresionante
de dinamicas en distintos contextos. Por ejemplo, los sistemas dindmicos cadticos en
variedades suelen ser proyecciones de este tipo de dindmicas simbélicas.

El siguiente ejemplo demuestra que la implicancia de la Obervacion 2.4 no es

verdadera, es decir
Expansividad = Hiper-expansivo

Ejemplo 2.8. Sea >, el espacio de secuencias de dos simbolos 0y 1y K (>°,) =
2%2 sea el espacio de hipervoldmenes de todos los subconjuntos compactos no va-
cios de > ,. Es ficil observar que (> ,,0) es expansivo con una constante de ex-
pansividad de %. Sin embargo, demostramos que el sistema (3, ) no es hiper-
expansivo. Supongamos que (3, @) es hiper-expansivo, es decir, (K(32,), ) es

erpansivo, con unae constante de expansividad 6. Sea n € N fal que 2% < 0. De-
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finimos S; como {9"1"[)“ k> 0,r < ?1.} y So como {Uk 1"0>*: kE>0,r<n+ l}.
Luego, dg (S1,52) = 75
Ademds, o (S;) = S;,i=1,2. Asi, para cualquier k € N,

(f]} (G’k(sr]): G'k(SrQ)) = d}} (Srl: 5‘2) = < 6._

2!;—1

lo cual es una contradiccidn.
Por lo tanto, el sistema (K (3.,),3) no es expansivo, es decir, (3.,,0) no es

hiper-expansivo. <
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CAPITULO 3

FLUJOS HIPER-EXPANSIVOS

En este capitulo definiremos los flujos hiper-expansivos y demostraremos diver-
sas propiedades de esta. Nuestra adaptacion de la hiper-expansividad para el caso
continuo es mas sutil que la hiper-expansividad para el caso discreto, debido a la
direccion del flujo y la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones. De
esta manera, logramos obtener un concepto que pueda abarcar distintos ejemplos y

Casos.

3.1. Introduccion

3
Sea (X, ¢) un flujo definido en un espacio métrico compacto X. Donde un flujo

en X es una funcion continua ¢ : R x X — X denotada por ¢(t,z) = ¢ (x)

satisfaciendo:
» ¢y(x) = x para todo x € X,
w Gy () = @5 (o)) para todo s,t € R y todo z € X.

Llamamos a ¢ de flujo regular si para cada z € X existe t € R tal que ¢, (x) # z, es

decir, no tiene puntos de equilibrio.




3.1. INTRODUCCION

Definicién 3.1. Llarnamos conjunto no errante al conjunto (o) definido por
Q={x £ X : para cada entornoV, y ty > 0 existet >ty tal que ¢,(Ve) NV, £ 0}
Definicion 3.2. Pare x € X sean los conjuntos
w(z)={y € X : ¢, x —y para alguna sucesiont, — oc},
afz)={y € X : ¢_,, v —y para alguna sucesiont, — oc}
Decimos que el punto ¥ € X es recurrente si x € w(x) Na(ze).

Definicion 3.3. Para cualquier x € X ye > 0. Sean W2(x) y W¥(x) los conjuntos

estable local ¢ inestable local de © respectivamente, definidas por:

Wiz)={y€X:3 aec Rep(R") tal que d(¢yx,daqyy) < &Vt > 0},

W) ={ye X :3 a € Rep(R7) tal que d(dyx, doyy) < € ¥t < 0}.
Definicién 3.4. Para cualquier x € X ye > 0. Sean W?(x) y W"(x) los conjuntos
estable global y inestable global de x respectivarnente, definidas por:

Wi z) ={y € X :3 ac Rep(R ") tal que d(¢sx, doyy) — 0 cuando t — o},
Wh(z) ={y € X :3 a € Rep(R™) tal que d(¢_ix, ¢ai—ny) = 0 cuando t — o0},
gecimos que un punto z € X es estable si para todo £ > 0 existe § > 0 tal
que Bs(z) C 1'1""_;“(:1:).-El punto z € X serd llamado de inestable si es estable para
5

¢_¢. Decimos que x es asintoticamente estable si es estable v existes d tal que

Bs(z) C W*(a).

Definicion 3.5. Un punto p € X es llamado atractor si posee una orbita periddice

y es asintdlticamente estable. Un repelente es un atractor para ¢_,.

Definicion 3.6. Un punto p € X es llamado no errante para un flujo ¢ en X si

para cualguier entorno U, de x y Ty > 0 existe un t > Ty tal que ¢,(U,) N U, # 0.
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3.2. Flujos expansivos

La adaptacion de la expansividad para flujos definido por Bowen and Walters
(1972) es mas sutil que la definicion de expansividad para homeomorfismos, debido
a la direccion del Hujo v a la posibilidad de tener una reparametrizacion.

Definamos los siguientes conjuntos:
a) R ={h:R — R homeomorfismos tal que h(0) = 0},

b) H(A)={a: A= R: 3z, € Acona(zr,) =idpy Vit R, a()(t) € C'(A,R)}

c) para @ € H(A) v t € R, definamos X (A) = {¢,n(x) : © € A}. Cuando

a(z) = I; para todo © € A, denotaremos a /‘L}Z(A) simplemente por X*(A),

d) K(X) el conjunto de todos los subconjuntos compactos de X equipado con la
métrica de Hausdorff,

e) C(X)={A e K(X): A conexo}.

Definicion 3.7. Sea (X,¢) un flujo ¢ definido en un espacio mélrico compacto

X. Decimos que (X, ¢) es expansivo si para todo ¢ > 0 existe & > 0 tal que si

s:R =R es una funcion continua con s(0) =0y d(gyr, yy) < 0 para todo t € R

entonces y € ¢_. ..

Esto indica que dos orbitas se separaran ¢ en algiin momento, no importa como los

reparametricemos (una de ellas).

Proposicién 3.8. Si (X, ¢) es un flujo expansivo entonces todo punto fijo estable
es atractor.

Demostracidn. Sean p € X un ponto fijo v £ > 0. Por contradiccidén supongamos
que p un punto estable pero no asintoticamente estable. Sea d > 0 una constante
de expansividad correspondiente a £ > (. De la estabilidad del punto p € X existe
¢" > 0 tal que Bg(p) C Wi(p); por otra parte, dado que p no es asintoticamente

estable, existe g € By (p) tal que ¢ ¢ W#(p). Por lo tanto, existe a(t) € Rep(R) tal
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que gauq € Bs(p) para todo t = 0y p ¢ w(q). Sea ¢' € w(q), ¢ # p, es inmediato

observar que ¢’ € By (p). Por lo tanto
d(en(q),p) <6 vieR.

De acuerdo a la expansividad, observe que p = ¢, obteniendo una contradiccion.

Por lo tanto, todo punto fijo estable es atractor. O

Proposicion 3.9. Si (X, ¢) es un flujo expansivo, entonces cada punto fijo es iso-

lado.
Demostracion. (Bowen and Walters, 1972, Lema 1) (|

Observacion 3.10. Observe que cada punto periddico no es isolado para puntos
periodicos del mismo periodo. Basta observar, un punto en la drbita de un punto
periddico, suficienternente prozimo al punto periddico, este punto estard prozimo ol

punto periddico y tendrd el mismo periodo.

Definicién 3.11. Un flujo ¢' es cw-expansivo si para todo & > 0 existe & > 0 con
la propiedoad de que si A € C(X) y o € H(A) con diamX'(A) < 0 para todo t € R

entonces A C . (xa).

3.3. Flujos Hiper-expansivos

En esta seccion definiremos los fAujos hiper-expansivos v mostraremos que el
Hujo suspensiéon de la herradura de Smale es un fAujo hiper-expansivo. Ademas,
mostraremos que todo conjunto minimal estd contenida en un segmento de 6rbita
finita.

Familia de estables y inestables

Sea (X, ¢) um Hujo definido en un espacio métrico X. Definamos los conjuntos

de familias estables e inestables de conjuntos compactos:

Definicion 3.12. Para cualquier A € K(X) y e > 0, sea WE(A) y W(A) las
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familias locales estables y tnestables de subconjuntos de X definidas por:

WiA)={BeK(X):TaeHB) tal que dy(X'(A),X'B) <

m

, Vit >0},

1]

WHA)={B e K(X):JacH(B) tal que dg(X'(A), X.B) <& WVt <0}
Definicién 3.13. Seu
G, 2% 2% (3.1)
una extencidn natural de lo accion de ¢ a 2%, definido por (,‘A'DL(A) = & (A) para
cualquier A € 2% y t € R.

Definicion 3.14. Un flyjo (X, ¢) definido en un espacio métrico X es lamado
hiper-expansivo si (2%, (;) es expansivo, es decir, para todo £ > 0 existe & > 0 tal
que si

d(X*(B).X!A) <6 paratodo t eR y A, B €2

entonces A C ¢, o B.

- r.t{y]{!.}?
\ o

Figura 3.1: Hiper-expansividad

Observacion 3.15. o) Observe que la adaptacion de la hiper-ezpansividad para flu-
jos es mas sutil que la hiper-expansividad para homeomorfismos, debido a la di-
reccidn del flujo y a la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones,

vea la figura 3.5.
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b) La hiper-expansividad es una propiedad mds fuerte que la expansividad definida
por Bowen, es decir, la hiper-expansividad implica la expansividad. En efecto,
sean £ > 0 e d > 0 wna constante de expansivided para (; correspondiente a
g. Afirmamos que § > 0 serd una constante de expansividad para ¢. En efecto,
supongarmnos que d(danx, o) < 0 para todo t € R y x,y € X. Por la definicion
de hiper-expansividad para los conjuntos A = {x} y B = {y} tenemos que © = ¢,y

para algin |r| < . Esto prueba que ¢ es expansivo.

Flujo hiper-expansivo = Flujo expansivo = Flujo Cw-ezpansivo.

Flujo suspencién
Sea (X, d) un espacio métrico, f : X — X un homeomorfismo y ¢ : X — R,

Llamaremos de espacio suspension de f sobre ¢ al conjunto

Xl ={(z,t): 0<t <elx). v € X}/ ~
A seguir definiremos el flujo suspension y la métrica definida en el espacio suspensién
para mas detalles vea Bowen and Walters (1972)

Definicion 3.16. La suspensidn de f con allura ¢ es el flujo definido por

AED G G

(z,8) = o8 (x,5) = (f"(x), s,

conn y s satisfociendo
n—1
E(‘ (fi(x)+s' =t+s, 0<s <e(f"(2).

i=0

Definamos ahora una métrica en X = X' y suponga que dim X < 1. Consi-

deremos el subconjunto X x {t} de X x [0,1] y sea d; la métrica definida por

di((y,1), (2,1)) = (L = )d(y,t) + td(f(y), f(2)), y,z€X.
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Por otro lado, para cada (x,t), (y,s) € X/, considere todas las sucesiones finitas
(2, t:)1, de elementos de X7 tal que (z1,t1) = (2,1), (20, t,) = (y,$) y para ca-
dal €4 < n—1, (g;,t) vy (201, t;) pertenecen al mismo conjunto X x {t}
para algin ¢ € [0,1] (en ese caso lamamos [(z;,t;), (€i+1, t;41)] un segmento hori-
zontal) o pertenecen a la misma orbita do flujo suspension (en ese caso llamamos
[(z:, ), (xis1,ti41)] de segmento vertical). La longitud de un segmento hori-
zontal serd dado por la distancia d; entre los puntos (z;,¢;) v (2441,¢41), en cuanto
la longitud de um segmento vertical serd la distancia entre sus tiempos en [0, 1].
La longitud de una cadena es definido como la suma de las longitudes de sus seg-

mentos horizontales y verticales. Definamos una métrica df en X/ de la siguiente

forma:
d’((z,t),(y, s)) = inf{ longitud de todas las cadenas entre (z,t) v (y,s)}.

Teorema 3.17. Sea [ : X — X un homeomorfisrmo y ¢ : X — R wuna funcidn

continua. La suspencidn de [ con altura ¢ es expansiva si y solo si [ es expansiva.
Demostracion. Vea (Bowen and Walters, 1972, Teorema 6) ]

Ejemplo 3.18. El flujo suspension de la herradura de Smaole f: A — A definida en
la seccion 1.3.4 es expansiva. En efecto, en el ejemplo 2.8 mostramos que la funcion
desplazamiento o = > — > es expansivo. Por otro lado, existe una funcion h : A —
3 que es una conjugacion topologica entre f|y y o. Asi, la herradura de Smale es
expansiva, pues lus conjugaciones topoldgicas Hevan espacios expansivos en espacios
expansivos. Finalmente, por el Teorema 5.17 tenemos que el flujo suspension de la

herradura de Smale es expansivo.
El siguiente ejemplo muestra que la expansividad no implica la hiper-expansividad.
Flujo expansivo # Flujo hiper-expansivo.

Ejemplo 3.19. El flujo suspensidn de la herradura de Smale es un flujo expansivo
pero no hiperexpansivo. En efecto, todo punto periddico de un hormeomorfisrmos es
un punto periddico de su flujo suspension. Ademds, sabemos que todo punto perid-

dico de un flujo es un punto fijo de su hiperespacio. Por otro lado, la herradura de
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Smale definida en la subseccion 1.53.4 tiene infinitos puntos periddicos, luego el flujo
suspension de lo herradura en el hiper-espacio tiene infinitos puntos fijos. Sabemos
que los flujos expansivos tienen un numero finito de puntos fijos. Por lo tanto, el
fujo en el hiper-espacio no puede ser expansivo, es decir, el flujo suspensidn de la

herradura de Smale no es hiper-ezpansivo. <

Ejemplo 3.20. Siguiendo la misma idea del ejernplo anterior, podemos observar
que el flujo suspensidn del difeomorfimo de Anosov lineal y del Shift de Bernoulli

son ejernplos de flujos expansivos que no son hiper-ezpansivos. <

Definicion 3.21. Sea (X, ¢) wn flujo continuo definido en un espacio mélrico.

A C X es minimal si
(a) A es cerrado, A# 0y ¢,(A) = A para todo t € R,

(b) B C X satisfuce (a) y B C A entonces A = B, es decir, no existe subconjunto

propio satisfaciendo (a).

Definicion 3.22. Decimos que A es un conjunto -denso en X si para todo v € X

eviste y € A tal que d(z,y) < e.

Lema 3.23. Si (X, ¢) es un flujo hiper-espansivo y K C X un conjunto minimal

entonces K esta contenida en un segmento de drbita finita.

Demostracidn. De acuerdo a la minimalidad del conjunto K, afirmamos que para
todo ¢ > 0 existe £y > 0 tal que para todo @ € X, ¢jp 4, es e-densa en K. En efecto,
suponga por contradiccion existe £ > 0, £, — oo desde que & — oo y puntos o, € X
tal que ¢pp 4 or 10 cs e-densa en K. Por lo tanto, de acuerdo a la definicion anterior
existe una sucesion pp € K tal que d(¢,xy, pi) = £ para todo r < [0, . Aplicando
limite, d(¢,z,p) = ¢ para todo r = 0, donde z = lim z, € X y p = lim p; € K.
k—ne k—no
Esto contradice la minimalidad de K. Continnando con la demostracion, sea £g > 0
y ¢ > 0 una constante de hiper-expansividad correspondiente a 4. Por el parrafo

anterior y la continuidad uniforme de ¢, existe un ¢; correspondiente a /2 tal que

para todo x € X:
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(a) dp,yx es 0/2-densa en K,
(b) d(guz,z) < /2 para todo |u| < t;.

Es claro por la propiedad de Aujos que
Gljz(ﬁ"?[fl,al]iff) = ﬁ'ﬁ[fl,tl](‘?‘bbf) ViteR,
asi @ (do,r,)7) es §/2-densa en K para todo ¢t € R. Por lo tanto, concluimos que
A (X (Pp2), X' K) = dp(d(dp92), K) < 0.

Asi, por la hiper-expansividad K C @[ 142, Esto prueba que K esta contenido
en un segmento de érbita finita. Mostremos la iltima desigualdad. Sea ¢ € R, se

afirma que :
1) K C {-rﬁ((;'l); (QID[(]‘LI]:I,’)J;
2) (,'IDL(Q'ID[(]‘LI]:If) C {-Tﬁ(l\,]

Por lo descrito en el parrafo anterior, 1) es inmediato. Mostremos 2). Sean ¢« €
Oi(dp,mz) v q € K. De (a), existe ¢rpx € ¢y(do ) tal que diq, dror,z) < 0/2.

Por lo tanto
d(pperx, K) < d(dren,q)

S d(Pror @, Grery®) + d(Gperyt, q)

< d((.bri—n €T, @'%—:‘1—71:1:) + 5/2

<8/2448/2 =4,
donde u =1, —ry y [u| <t;. Esto prueba que ¢y (¢, ) C Us(K) para todo ¢ € R.
Por lo tanto, se concluye que d”(q-'at((.-')[f,‘m]‘r);K) < 64, como se deseaba. (|
Observacion 3.24. Observe que el lema anterior nos indica que K es una drbita
periddica. <
Llamamos punto fijo para (; a todo conjunto K C X compacto ¢-invariante, es decir,
¢, (K) = K para todo t € R.
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Observacion 3.25.

1. Cada flujo hiper-ezpansivo posee un nimero finito de puntos fijos para ¢. Caso
contrario, existe por lo menos un punto de acumulacion de puntos fijos. Por lo

tanto, existen dos conjuntos diferentes, invariantes y suficientemente prozimos

Ky y Ky contradiciendo la hiper-czpansividad.

2. Por lo anterior, note que todo flujo hiper-expansivo posee un numero finito de

puntos periddicos. <

Proposicién 3.26. Sea (X, ¢) un flujo definido en un espacio métrico. Entonces

existe al menos un conjunto minimal no vacio K C X.

Demostracion. (Todd and Boris, 2018, Proposiicion 1.6.27) (
Corolario 3.27. Cada flujo hiper-cxzpansivo posee al menos unae drbita periddica
Demostracidn. Sigue inmediatamente de la Proposicién 3.26 y el Lema 3.23. (|

Teorema 3.28. Sea (X, ¢) um flujo hiper-ezpansivo. Para cualquier x € X existe

un punto periddico p € X tal que Orb(p) C w(x).

Dermostracidn. Sea © € X. De la invariancia y compacidad del conjunto w(z) y
la Proposicion 3.26, podemos garantizar la existencia de un conjunto minimal &
contenido en el conjunto w(z). Entonces, de acuerdo con el Lema 3.23 existe un

punto periddico p tal que K = Orb(p). (

Finalmente, enunciamos algunos problemas que pueden ser abordados a futuro,
0 que podrian resultar de interés para los lectores de este trabajo.

Problema 1. ;Podemos afirmar que todo punto no errante de fujos hiper-
expansivos son atractores o repulsores?.

Para resolver el problema 1, observamos que es importante responder el siguiente
problema:

Problema 2. ;Los puntos periodicos estables de flujos expansivos actiian como

atractores?.
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CAPITULO 4

RESULTADO, DISCUSION Y
CONCLUSION

4.1. Resultado

Tal como hemos indicado en los objetivos de nuestra trabajo, los teoremas y
proposiciones que enumeraremos a continuacion, a modo de sintesis, representan
nuestros resultados fundamentales. Dividiremos en dos partes nuestros resultados,
la primera constara de los resultados descritos en en el capitulo 2, que son resultados

obtenidos en el articulo Artigue (2013) y la segunda parte constard de resultados

[N ]

obtenidos en este trabajo de tesis que son descritos en el capitulo 3.

Parte 1

Teorema 1.46. Sea f : X — X un homeomorfismo expansive. Sip € X es un

punto periddico estable entonces p es un punto atractor.

Demostracidn. Sea p un punto periddico de periodo k. Por lo tanto, p es un punto
fijo para f* Por contradiecion, suponga que p es un punto fijo estable y no atractor,

es decir, p no es asintoticamente estable. Por lo tanto, existe & > 0 tal que Bs(p) C
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Figura 4.1: existe n, — oo tal que ¢’ = lm [ (q)

W.(p) ¥ q € Bs(p) tal que w(q) # {p}. Sea ¢’ € w(q) con ¢ # p ( vea la figura 4.1 )

luego

d(f*(p), [*(d)) <6,
como f es expansivo se tiene que p = ¢/, llegando a una contradiccion. (|

Proposicion 3.8. Sea f: X — X un homeomorfismo expansivo. Entonces eziste

e >0 tal que W2(x) C Wo(z) y Wi (x) C W"(x).

Demostracidn. Sea ¢ > 0 la constante de expansividad para [ y elige £ > 0 tal que
£ < §. Basta con demostrar que para todo r > 0 existe n > 0 tal que FEwe() C
W2 (f*(x)), para todo k > n y todo = € X.

Supongamos que existe » > ( tal que para todo n € N existe algiin &, # n
v r, € X tal que W3(f* (x,)) no contiene a f*(W3(x,)), es decir, existe y, €
o (W2 (xy,)) pero y, & W2(f*(z,)). Sea z, = f~*(y,), entonces z, € W2(x,)
Y ozn & fTEWE(fF(20))), es decir, vy, = fF(2,) & WS(f*(x,)). Dado que
2, € W2(x,), tenemos d(f*(z,), f¥(x,)) < &, para todo k > 0. Pero fF(z,) ¢
We(fFn (z,)), por lo que d(f* (2,), ff(x,)) > r, para todo n € N. Las secuencias

(f* () nen v (f* (2,))nex tienen puntos limites z v z en X, respectivamente, que
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cumplen z # ¢ y

d(f5(zn), ffan) < e Yk >0 = d(f 5 (2,), 5 (2,)) < e Yk > —k,,

entonces d(f*(f5(2,)), fF(fF (2)) < & — d(f*(2), f5(z)) € & < ¢, para todo

k € Z, cuando n — oo. Esto es una contradiccion. (

Lema 2.5. Sea f : X — X un homeomorfismo hiper-expansivo. St K C X un

conjunto minimal entonces K es un conjunto finito.

Demostracign. Sea £ > ( una constante de hiper-expansividad. De acuerdo a la
Observacion 1.14, existe n € N tal que para todo y € K existe j € {0,1,...,n} tal
que d(f/(x),y) < e. Ademas, f/(O,(x)) = O.(f(x)) es e-denso para todo j € Z.
Por lo tanto,

di (f(K), ) (On())) < ¢

Luego, de acuerdo con la hiper-expanividad tenemos que K = O, (x), es decir, K es

un conjunto finito. =

Proposicion 2.6. Si f es hiper-eapansivo entonces todo punto fijo de [ es atractor

0 repu Isor.

Demostracign. Por contradiccion, supongase que p € X es un punto fijo que no es
atractor ni repulsor. Como p no es atractor, por el Teorema 1,46 tenemos que p no
es estable, de esta forma existe £ > 0 y sucesiones x,, € X e k, > 0 tal que =, — p
cuando n — oo y f*ux, ¢ B.(p). Podemos suponer que k, es el primer tiempo
donde los punto z, salen de la bola, es decir, para todo n < k,, [f"x, € B:(p) y

frx, ¢ B.(p). Supongamos que a, = ¢, _1(x,) = a € B.(p) cuando n — oo, Por

lo tanto, podemos deducir que
f"(a) = p cuando n — —oc,

v a # p. En efecto, basta observar la invariancia de los conjuntos a(t) e {p}, de

acuerdo a la hiper-expansividad tenemos que a(a) = p. De manera similar, si p no
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es repelente, existe b # ptal que f™b — pcuando n —+ oo. Sea d > () una constante de
hiper-expansividad y ng > 0 tal que f~"(a) v f"b pertenecen al coujunto Bs(p) para
todo n = ny. Finalmente, observe que los conjuntos A = {f=(a), f(0)} v B =
{p, [7™(a), f™(b)} contradicen la hiper-expansividad. En efecto, sea Us(f"A) =
{zr € X :d(z, ["A) < 6} un d-entorno de f"A para todo n € Z. Se afirma que
S B C Us(f*A) para todo n € Z. De hecho, como f~™a y f™b son puntos en

comin de A y B, bastaria probar que p € Us(f™A). Obsérvese que para todo n > 0,

dip, ["A) = nf{d(p,y) : y € " A}
< d(p. fb) (a1)

< 4.

La altima desigualdad de (4,1) se tiene por la convergencia de la orbita de b al punto
p. De esta forma p € Us(f™A) para todo n > 0. Se puede mostrar de manera similar
que p € Us(f™A) para todo n < 0. Se ha probado entonces que todo d-entorno de
[ A contiene al conjunto f*B. Es facil observar que todo d-entorno de f*B contiene

al conjunto f"A para todo n € R. Por lo tanto,

du(f"(A), f1(B)) = inf{d": f"B C Us(f"A) y ["AC Us(f"B)} < 6.

La hiper-expansividad implica que B = A. Se concluye entonces que p = f~™a 6
p = [f™b, de esta forma a = p 6 b = p. en cualquiera de los casos tenemos una

contradiceion -

Teorema 2.7. Un homeomorfismo [ : X — X es hiper-ezpansivo si y solo si f

posee un nimero finito de drbitas y Q(f) = Per,. N Per,.

Demostracidn. Supongamos que f es hiper-expansivo. Mostraremos que f posee un
nimero finito de drbitas. De acuerdo con la hiper-expansividad tenemos un nimero
finito de puntos periédicos. Podemos suponer que todos los puntos peridédicos son
puntos fijos, basta tomar una potencia de f. Sabemos que Per, U Per, C Q(f),

mostremos que Q(f) C Per, U Per,. En efecto, sea ¢ Per, N Per, un punto
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b

-

S (b) :

WO
p:

i)

f—”rJJrI.\((“l ). o~

Figura 4.2: f*b — py f=™(a) — p cuando n — oo .

fijo e consideremos o conjunto minimal K C w(x). De acuerdo con el Lema 2.5
tenemos que K = {p} puesto que todas los puntos periddicos son fijos. Afirmamos

que w(z) = {p}. En efecto, sea £ > 0 y y € w(x) entonces existe ky > 0 tal que

d(f™(x),y) < para todo k> ko,

k|

como p € w(x) v dado que p es atractor existe § > 0 tal que Bs(p) € W*5(p), luego

existe sp > 0 tal que f*(x) € W¥(p). Entonces existe n; > sy tal que

para todo n = n,

d(f*(@).p) <

b2 |

considerando un ne = max{ky,n1} tenemos que d(y,p) < z. Por o tanto y = p,
luego w(z) = {p}. Finalmente, demostremos que = ¢ Q(f), es decir, para § > 0

consideremos un £y > 0 suficientemente pequeiio y un ng > 0 tal que
= ["r € B(p,d) paratodon > ng y tal que [z & B(x,zy) paratodo 1 <n < ng,

w d(x,y) < g implica d(f™(x), ["(y)) < % para todo 1 < n < ny.

Vea la figura 2.2. Finalmente, si f tiene un ntmero infinito de érbitas v £ > 0 una
constante de expansividad para f, entonces X\B.(Q(f)) es un conjunto compacto
infinito. Entonces, existe z,y & B-(QUf)) v p,q € Q(f) tal que w(y) = w(z) = {p}
y afx) = aly) = {q}-
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Parte 11
Proposicion 3.8. Si (X, ¢) es un flujo expansivo entonces todo punto fijo estable

es alractor.

Demostracidn. Sean p € X un ponto fijo v £ > 0. Por contradiccion supongamos
que p un punto estable pero no asintéticamente estable. Sea ¢ > () una constante
de expansividad correspondiente a £ > (. De la estabilidad del punto p € X existe
o' > 0 tal que Bg(p) C W§(p); por otra parte, dado que p no es asintoticamente
estable, existe g € By (p) tal que ¢ € W*(p). Por lo tanto, existe a(t) € Rep(R) tal
que ¢oq € Bs(p) para todo t =0y p ¢ w(q). Sea ¢’ € w(q), ¢ # p. es inmediato

observar que ¢’ € By (p). Por lo tanto
d(en(q),p) <6 vt e R.

De acuerdo a la expansividad, observe que p = ¢, obteniendo una contradiccion.

Por lo tanto, todo punto fijo estable es atractor. C

Definicién 3.13. Sea
O 125 5 2% (4.2)

una extension natural de lo accidn de ¢ o 25, definido por qu(A) = ¢,(A) para
cualquier A € 2% yt € R.

Definicion 3.14. Un flyjo (X, @) definido en un espacio métrico X es lamado
hiper-expansivo si (2%, ¢) es expansivo, es decir, para todo £ > 0 existe 6 > 0 tal
que st

dp(X'(B).X'!A) <6 paratodo t eR y A B e€2¥

entonces A C ¢_.)B.
Lema 3.23. Si (X, ¢) es un flujo hiper-espansivo y K C X un conjunto minimal

entonces K esta contenida en un segmento de érbita finita.
Demostracidn. De acuerdo a la minimalidad del conjunto K, afirmamos que para
todo ¢ > 0 existe £y > 0 tal que para todo & € X, ¢jp 4, es e-densa en K. En efecto,

ah
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suponga por contradiccion existe £ > 0, ¢ — oo desde que k — ooy puntos x, € X
tal que @, 7% 10 es e-densa em K. Por lo tanto, de acuerdo a la definicién anterior
existe una sucesion p, € K tal que d(¢,z, pp) = ¢ para todo r < [0,{,]. Aplicando
limite, d(¢, 2z, p) > £ para todo r > 0, donde 2 = lfim x, € X y p = lm p; € K.
k—oo k—o0
Esto contradice la minimalidad de K. Continuando con la demostracion, sea g > ()
e & > 0 una constante de hiper-expansividad correspondiente a 9. Por el parrafo
anterior y la continuidad uniforme de ¢, existe un ¢; correspondiente a 4/2 tal que

para todo x € X;
(a) ¢,z es /2-densa en K,
(b) d(guz,z) < /2 para todo |u| < t;.

Es claro por la propiedad de flujos que
(.-‘I)L((;'ID[[I,M]-E) = f:"?[n,tl](ﬂ"?bff) ViteR,
asi {;‘5&({;“)[[]‘&1]:1:) es d/2-densa en K para todo t € R. Por lo tanto, concluimos que
rf;;(f‘(“(q-'a[g‘;n]:r); X'K) = A (e (Poggw), K) < 0.

Asi, por la hiper-expansividad K C ¢__ , ..7. Esto prueba que K estd contenido
en un segmento de orbita finita. Mostremos la iltima desigualdad. Sea ¢ € IR, se

afirma que :
1] K C {.-rd((}ﬁz (QID[[]‘LI].I,’)):
.2) (,'i‘t(ﬂlﬁ[(]‘tl]:lf) - {Iﬁ(l\,)

Por lo descrito en el parrafo anterior, 1) es inmediato. Mostremos 2). Sean ¢, & €

O(dpmz) v q € K. De (a), existe ¢p,,® € ¢y(Ploz) tal que diq, dpop,z) < 0/2.
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Por lo tanto

A, K) < d(ror . q)
S d(Grom T, Prary ) + d(dror,, q)
< d( o @, Grary ) + 8,2

<5/2+5/2 =4,

donde u =1y — ry e [u| < t;. Esto prueba que ¢y(¢p,7) C Us(K) para todo ¢ € R.
Por lo tanto, se concluye que dg(od,(¢dp ), K) < 9, como se deseaba.

(I
Corolario 3.27. Cuada flujo hiper-expansivo posee al menos una drbita periodica.
Demostracion. Sigue inmediatamente de la Proposicion 3.26 y el Lema 3.23. |

Teorema 3.28. Sea (X, @) um flujo hiper-expansivo. Para cualquier x € X existe

un punto periodico p € X tal que Orb(p) C w(z).

Dermostracidn. Sea © € X. De la invariancia y compacidad del conjunto w(z) y
la Proposicion 3.26, podemos garantizar la existencia de un conjunto minimal &
contenido en el conjunto w(x). Entonces, de acuerdo con el Lema 3.23 existe un

punto periddico p tal que K = Orb(p). =

4.2. Discusion

» Comprender la dinaAmica hiperbdlica se ha convertido en el principal objetivo
de muchos investigadores del drea v se han considerado muchas generalizacio-
nes de la hiperbolicidad: Hiperbolicidad Parcial, Hiperbolicidad No Uniforme,
Descomposicién Dominada, entre otras. Todas estas nociones suponen fuertes
propiedades en el comportamiento de la derivada del sistema, casi nada se
puede decir, a partir de estas teorias, sobre sistemas definidos en espacios mé-
tricos que no son variedades, o para espacios de Peano (localmente conexos),

sin considerar alguna diferenciabilidad del sistema. Observamos que para el

o
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investigador de ciencias naturales, el conocimiento de las propiedades de dife-
renciabilidad de un sistema nunca es inmediato. Por tanto, resulta interesante
desarrollar teorias que no involucren la derivada vy considerar generalizaciones
de la hiperbolicidad desde un punto de vista topolégico, como es la hiper-

expansividad, expansividad y cw-expansividad.

En la bisqueda de la teoria de la hiper-expansividad para flujos, iniciamos de
forma preliminar con el estudio de la expansividad v hiper-expansividad para
homeomorfismos. Se observa que la hiper-expansividad implica la expansividad
y se obtiene resultados mas fuertes con la teoria de la hiper-expansividad. De
hecho, en el Teorema 1.46, un punto periddico estable definido en un espacio
expansivo implica ser un punto atractor, es decir, las orbitas de dos puntos
suficientemente proximos a un punto estable, se aproximan cada vez mas para
tiempos positivos, v en la Proposicion 2.6 se observa que todo punto fijo en
un espacio Hiper-expansividad es atractor o repulsor, observando que en el
caso de la hiper-expansividad no exigimos la estabilidad para garantizar que

un punto sea atractor.

La adaptacion de la hiper-expansividad para el caso continuo es mas sutil
que la hiper-expansividad para el caso discreto, debido a la direccién del Hujo
v la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones. Asi, los flujos
hiper-expansivos descrita en 3.14 fue definida usando un continuo de repara-
metrizaciones. Es importante realzar que nuestra definicion fue creada usando
las ideas de flujos ew-expansivos definidas en Arbieto et al. (2017). Al intentar
llevar propriedades del caso discreto al continuo, nos enfrentamos a diversos
problemas relacionados con las reparametrizaciones, motivo por el cual es ne-

cesario diversas herramientas como las secciones transversales.

Conclusiéon y Sugerencia

Es fundamental y a manera de resumen dar algunas conclusiones sobre nuestros

resultados mas importantes. Para mejor orden lo dividiremos en dos partes.

o
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= En el estudio de homeomorfismos hiper-expansivos, logramos concluir que una
de las principales importancias, es la implicancia de propriedades mucho méas
fuertes que en el caso de expansivo. En efecto, observamos que los elementos
de estudio son los compactos, englobando asi diversas propriedades y obte-
niendo resultados mas fuertes que los expansivos y cw-expansivos. Por otro
lado, para homeomorfimos hiper-expansivos garantizamos la relacion existen-
te de conjuntos minimales con las orbitas periodicas. En efecto, en Lema 3.23

se muestra que los conjuntos minimales son drbitas periddicas.

= En el caso continuo, exploramos diversas formas de definir la hiper-expansividad
para Hujos, tomando en consideracion las definiciones de expansividad y cw-
expansividad para flujos. Después de examinar los distintos resultados y te-
niendo en cuenta la dificultad de las reparametrizaciones, logramos obtener
como resnltado la Definicion 3.14, obteniendo asi una definicion que pueda ob-
tener la mayor cantidad de posibilidades de ejemplos que encajen en ella. Un
ejemplo para esta definicion es el flujo suspension de la herradura de Smale.
Logramos concluir que los hiper-expansivos implican la expansividad y cw-

expansividad.

» El Lema 3.23 y en el Teorema 3.28 logramos obtener resultados significativos
para flujos hiper-expansivos. Sin embargo, reconocemos que atin tenemos un
largo camino a recorrer por este mundo de los hiper-expansivos. Hemos iden-
tificado varios problemas que requieren atencion, los cuales estan descritos en
el Problema 1 y el Problema 2 al final de nuestro trabajo. A seguir, damos

algunas sugerencias del problema 2.

Primera tentativa del problema 2. Aqui trabajamos con la definicion de con-
juntos estables definidas con reparametrizaciones. El problema cae en no en-
contrar una reparametrizacion para el punto ¢’ (como se observa en la ecuacion
de color rojo) y también no logramos garantizar que p ¢ w(p). Como es des-

crito en la siguiente demostracion:

Sean p € X un punto periodico, € > 0, t; € R tal que ¢pp =py o > 0

o
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una constante de e:a)auﬁividad correspondiente a £ > (). Supongamos por

contradiccidén que p es un punto estable pero no asintoticamente estable.

De la estabilidad del punto p € X existe ¢' > 0 tal que By (p) C W§(p); por
otra parte, dado que p no es asintoticamente estable, existe ¢ € By (p) tal que
g ¢ W*(p). Por lo tanto, existe a(t) € Rep(R) tal que ¢nnq € Bs(¢p) para
todo ¢ > 0 pero tal que, p € w(qg). Sea ¢ = 131_1’1919 Oaftyn)d, de acuerdo a la
Definicion 3,12 tenemos que ¢' # p. Por lo tanto

A(Pund's oep) = m d(duaiyragem (@), ¢rp) <9 VieR,

T—0C o

Latltima desigualdad de la ecuacién anterior no necesariamente es verdadera,
este es un problema comiin que se tiene cuando se trabaja con reparametri-
zaciones. Si lograsemos responder esta tltima desigualdad como afirmativa,
podriamos seguir nuestra demostracion como se muestra a seguir: Por la ex-
pansividad de ¢, se llega a que ¢,.p = ¢ para algin |r| < ¢ y entonces p € w(q).

1q entonces

En efecto, como ¢’ = Hm ¢,
1—oo

T

p= lim Daftgn)—rq
TL— 00

Asi, p € w(q), lo cual es una contradiccion.

Segunda tentativa del problema 2. Para no caer en el problema anterior, pen-
samos que podriamos trabajar con otro tipo de reparametrizaciones. En efecto,
definiremos los conjuntos estables con reparametrizaciones en Rep(g), es decir,
funciones Lipchitz. Observamos que con este tipo de reparametrizacion, solu-
cionamos el problema inicial y creemos que es posible concluir como afirmativo
nuestro problema, por el tiempo y dado que no es un objetivo de nuestra tesis,
dejamos como un problema a trabajar a futuro o para los lectores interesados.

Damos algunas ideas para la demostracion del problema 2:

Sean p € X un punto periddico, = > 0, {p € R tal que ¢opp =py o = 0
una constante de e;&)duﬁividad correspondiente a £ > (. Supongamos por

contradiccidén que p es un punto estable pero no asintéticamente estable.
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De la estabilidad del punto p € X existe ' > 0 tal que Bs(p) C W/ (p) (de-
finiremos los conjuntos estables com reparametrizaciones en Rep(s), es decir,
funciones lipchitz); por otra parte, dado que p no es asintoticamente estable,

existe ¢ € By (p) tal que ¢ & W (p).

Supongamos que p & w(q). Sea ¢ = lim @uymq, ¢ # p. Por lo tanto, defina
— 0o

o, (t) = at + ton) — a(t), entonces § = lim o, € Rep(=)

TL—+ D0

d((."lj:'i’(t}q;: G'ijop) = lim if((r'ljr.t{f,-&—ﬁ[]rL}((f): G'I)rlp) S ) Vie R:
n—oc

Luego, por la expansividad de ¢ tenemos que ¢,p = ¢ para algan |r| < ¢y
entonces p € w(q). De fato, como ¢ = lm ¢u(yn)q entonces
00

p= lim Peftgn)—rd

T—r o

Asi, p € w(g), lo cual es una contradiccion.

Ahora supongamos que p € w(g). Observe que para cualquier a € Bg(p)
tenemos que a = 1211 Quryny@ pertenece a la orbita de p. Por otro lado,
n—roo
el hecho de ¢ & W¥(p) implica que existe una secuencia tp — oc tal que
.klll»g, Dair)d = ¢” pertenezca a la orbita de p o no. Si ¢” € Orb(p), entonces
existe ¢ € R tal que ¢,¢" € Bg(p) (aqui por la continuidad ¢ acompana a la
orbita de ¢n,)q" cada vez mas, dado que p € w(g) garantizamos que la orbita
de p se aproxima para p). De acuerdo a la afirmacién del parrafo anterior,

q" € Orb(p), contradiccion.
iPodemos afirmar que ¢” € Orb(p)?.

Para el problema 1, creemos que las herramientas nsadas hasta el momento
no son suficientes para lograr resolver . Por lo tanto, como sugerencia pode-
mos afirmar que las secciones transversales son importantes para este tipo de

problemas, esto puede verse en el articulo de Artigue (2015).

?inalmente recomendar, a todos los interesados en leer el presente trabajo, tener

claro los conceptos de disciplinas basicas tales como Topologia v Analisis real. Eso
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facilitara a entender v codificar mejor, los temas que se tratan en el presente trabajo.
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