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RESUMEN

La presente tesis tiene por objetivo analizar y utilizar las matrices de
diferenciacion para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales con
condiciones de frontera. Una de las ventajas de utilizar dichas matrices es
que para aproximar la derivada con un mayor orden, bastara con solo realizar
nultiplicaciones de ellas. Tal es el caso de las matrices de diferenciacion de
Chebyshev y las de Fourier. Estas matrices de diferenciacién tienen relacion
con las matrices circulantes y de Toeplitz, es por ello que se estudiaran algunas
propiedades de las mencionadas matrices. Asimismo, los ejemplos que tienen
solucién exacta se comparan con las soluciones que se obtengan aplicando
matrices de diferenciacion. Se hard énfasis a las diferencias finitas de segundo

orden para aproximar la primera derivada de la funcién u(z), que estd dada por
u(wit1) — ul@i—1)
2h

sistema de ecuaciones lineales, que en forma matricial, a la matriz del sistema

w(x;) = w; = ,parai = 1,2,...,n. En esta parte se genera un

se le llama matriz de diferenciacion. Se espera generar matrices diferenciales tal

que al aplicarlas recursivamente se obtenga el llamado Operador de Laurent.

Palabras Clave

Matrices de diferenciacion de Chebyshev, de Fourier. Diferencias finitas.

Operador de Laurent.



ABSTRACT

The objective of this thesis is to analyze and use differentiation matrices to
numerically solve differential equations with boundary conditions. One of the
advantages of using these matrices is that to approximate the derivative with
a higher order, it will be enough to simply perform nulliplications of them.
Such is the case of the Chebyshev and Fourier differentiation matrices. These
differentiation matrices are related to the circulating and Toeplitz matrices,
which is why some properties of the mentioned matrices will be studied.
Likewise, the examples that have an exact solution are compared with the
solutions that are obtained by applying differentiation matrices. Emphasis will

be placed on second-order finite differences to approximate the first derivative

U(l’z‘+)1) — (1)
2h

1 = 1,2,...,n. In this part, a system of linear equations is generated, which

of the function u(x), which is given by u/(z;) ~ w; = , for

in matrix form, the matrix of the system is called the differentiation matrix.
It is expected to generate differential matrices such that by applying them

recursively the so-called Laurent Operator will be obtained.

Keywords

Chebyshev and Fourier differentiation matrices. Finite differences. Laurent

operator.
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INTRODUCCION

Dar solucién a un problema que involucra ecuaciones diferenciales, ordinarias
o parciales, ha sido crucial para la generacion de diversas técnicas o métodos o
féormulas que nos ayude a acercanos tanto como querramos a la solucién exacta.
Una de ellas es utilizar la discretizacion del dominio y llevar el problema con-
tinuo a un problema discreto, el cual se transforma en un problema matricial.
La aparicion de esas matrices ha ayudado en parte a hacer mas comodo poder
hallar una soluciéon aproximada, inclusive con un alto grado de precision. Sin
embargo el coste computacional no queda de lado, es por ello que no siempre es
recomendable usar determinado tipo de matrices. La ventaja es que al querer
aumentar la precision de la derivada, basta con solo realizar multiplicacion de
matrices. Esas matrices son llamadas matrices de diferenciacion, y aparecen
al truncar los polinomios que representan la soluciéon aproximada, esos polino-

mios son ortogonales.

Zarowski, Ch. J. (2004) generaliza las relaciones de recurrencia de los po-
linomios ortogonales, uno de los cuales es el polinomio de Chebyshev. Dichos

polinomios son llamados espectros, es por ello que a las matrices de diferen-



xiii

ciacion también se les conoce como matrices diferenciales espectrales.

Ardila, (2020), muestra algunas propiedades y ejemplos de matrices Toe-

plitz y resuelve una ecuacion diferencial con ellas.

Trefethen, L.N., (2000), aborda los métodos espectrales en general y tam-
bién utiliza las matrices de diferenciaciéon como resultado de aplicar las dife-

rencias finitas para aproximar la derivada.

En esta tesis estudiamos las matrices diferenciacion, iniciando con las ma-
trices circulantes, las matrices Toeplitz, las cuales aparecen en muchas aplica-

ciones, como el procesamiento de imagenes.

El siguiente trabajo se distribuye de la siguiente manera: En el marco
conceptual, se vera los polinomios de Lagrange, cruciales para generar las
matrices mencionadas, también los polinomios de interpolaciéon de Hermite.
Seguidamente, se veran las matrices circulantes, las matrices de Toeplitz,
sus propiedades, luego las matrices de diferenciaciéon de orden dos y de
orden cuatro, igualmente generadas ya con los nodos de Chebyshev. Después
estudiamos el operador de Laurente y finalizamos la utilizacién de las matrices
de diferenciacion. En las referencias bibliograficas no hay muchos ejemplos

de ello, es asi que nuestro trabajo aportara en detalle como se generan esas
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matrices y como utilizarlas. Desde luego que se analizara el error respectivo

comparando con la solucién exacta, cuando fuere el caso.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcién de la realidad problematica

En la solucién de una ecuacién diferencial, con condiciones de contorno o de
condiciones iniciales, podemos utilizar métodos espectrales o pseudoespectrales
para aproximarnos a la funcion que satisface dicho modelo, sin embargo la
aparicion de derivadas requiere que las primeras o segundas o derivadas de
mayor orden sean representadas por expresiones que dependen de un mallado
inicial, entonces ese proceso se puede realizar mediante una multiplicacién
de matrices, las matrices de diferenciacion. Las matrices de Chebyshev o de

Fourier son algunas de esas matrices que nos ayudan en esas aproximaciones

(Weideman, J. A. C., and Reddy, S. C., 2000).

Actualmente, los softwares computacionales nos proporcionan muchas ven-
tajas para resolver numéricamente un problema de valor de frontera; por ejem-
plo, en (Trefethen, Birksson, Driscoll, 2018), se ha implementado en Chebfun
hasta los operadores que modelan las ecuaciones diferenciales. Es por ello que

es necesario entender bien sobre matrices de diferenciacién. Entonces abor-



daremos con detalle el comportamiento y la generacion de esas matrices de
diferenciacion. A pesar de que a través de las diferencias finitas se da la idea
de estas matrices, la convergencia nos lleva a un operador, el Operador de

Laurent.

Una de las ventajas de utilizar las matrices de diferenciacion es que si quiere
elevar el orden de la aproximacién, bastard con realizar multiplicaciones de

madtrices.

1.2. Delimitacién de la investigaciéon

1.2.1. Espacial

La investigaciéon se sitia en una rama de la matematica aplicada, como es el

analisis numérico y ecuaciones diferenciales.

1.2.2. Social

Este trabajo de aplicaciéon es 1til para estudiantes de la Escuela Profesional de
Ciencias Fisico-Matematicas e Ingenierias, pues se aborda la solucién numérica

de una ecuacién diferencial ordinaria a través de las matrices de diferenciacion.

1.2.3. Temporal

Se trabajara con tesis y articulos cientificos actuales, al igual que bibliografia

desde 1980. Luego podremos aplicar a problemas especificos.



1.3. Problema de investigacion
1.3.1. Problema general

. Las matrices de diferenciaciéon pueden usarse en la soluciéon numérica de un

problema de valor de frontera?

1.3.2. Problema especifico

. Las matrices de diferenciacion de Chebyshev y de Fourier se pueden aplicar

a problemas peri6édicos?

1.4. Objetivos
1.4.1. Objetivo general

Demostrar que las matrices de diferenciacion se pueden usar para la solucién

numérica de un problema de valor de frontera.

1.4.2. Objetivo especifico

Estudiar si las matrices de diferenciacion de Chebyshev y de Fourier se pueden

aplicar a problemas periddicos.

1.5. Hipoétesis
1.5.1. Hipodtesis general

Las matrices de diferenciacién se pueden usar en la solucién numérica de

problemas de valor de frontera.



1.5.2. Hipotesis especificas

Las matrices de diferenciacién de Chebyshev y de Fourier se pueden aplicar a

problemas periodicos.

1.6. Diseno

(Diseno no experimental), la variable (matriz diferencial) se usa y se obtiene
una aproximacién a una funciéon que es la soluciéon de un problema de valor de

frontera.

1.6.1. Tipo

Quivy, R., & Van Campenhoudt, L. (2005), en su libro "Manual de
investigacion en ciencias sociales®, indica que la investigaciéon documental
implica la revision y analisis de documentos existentes para construir un marco

tedrico y comprender mejor el fenémeno de estudio.

Asimismo Denzin, N. K., & Lincoln, Y. S. (2000) en su manual "Handbook
of Qualitative Research®, describen a la investigacion documental como un
método para examinar y sintetizar el conocimiento existente a través de la

revision y analisis de documentos.

Nuestro trabajo es, entonces, una investigacion de tipo documental.



1.6.2. Nivel

(Nivel descriptivo) Tiene por finalidad de describir el comportamiento de una
variable (problema de valor de forntera) en funcién de otras (matrices de

diferenciacion) con la relacién de (causa—efecto).

1.6.3. Método

El método de investigacion es inductivo y deductivo, pues como senala
Hernandez Sampieri (2010) Metodologia de la Investigacién, “la
investigacion se basa en fuentes bibliograficas existentes en libros, tesis,

articulos cientificos e informacion por internet”.

Puesto que nuestra tesis es un trabajo monografico el método adecuado a
usar sera el método de investigacion inductiva y deductiva. La investigacion se
basa en fuentes bibliograficas existentes en libros, tesis de doctorado, articulos

e informaciones por internet.

1.7. Poblacion

De acuerdo a la naturaleza del trabajo de investigacién no se considera la

poblacion.



CAPITULO II

MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes del Problema

2.1.1. Internacionales

e Weidman, J. A, C, and Reddy, S.C. (2006), en su articulo “A MatLab
Differentiation Matrix Suite”, resaltan la importancia de las matrices de
diferenciacion para la solucién numérica de las ecuaciones diferenciales
e implementan en MatLab estos conceptos, The Differentiation Matrix
Suite, su nombre en inglés, consiste de 17 funciones de MatLab, que
generan las matrices de diferenciacién basadas en los interpolantes de

Chebyshev, Fourier, Hermite.

e Boyd, J.P (2001), en su trabajo “Chebyshev and Fourier Spectral
Methods”, presentan las matrices de diferenciacion y aplica los métodos
espectrales de Chebyshev y de Fourier, asimismo analizan la convergencia

y la precisién de estos métodos.



e Canuto et al, (1988), en su trabajo “Methods in Fluid Dynamics”,
introducen la idea de matriz de diferenciaciéon a través del método
de colocacion (pseudoespectral) para resolver ecuaciones diferenciales

basadas en interpolantes ponderados.

e Trefethen, L.N.; (2000), en su trabajo “Spectral methods in MatLab”,
realiza un estudio de los métodos espectrales, enfatizando dos matrices
de diferenciacion, las de Chebyshev y la de Fourier. Ademés presenta

una serie de programas en matlab.

e Zang et al, (1989), en su articulo “Spectral Methods for CFD”,
proporciona una introduccién basica a los métodos espectrales aplicados
a la dinamica de fluidos, en el que las matrices de diferenciacion aparecen
en algunos de esos métodos y presenta resultados importantes diversos

en dindmica de fluidos.

2.1.2. Nacionales

No se ha hallado investigaciones realizadas sobre el tema.

2.1.3. Locales

[gualmente, no se encontraron investigaciones sobre el tema.



2.2. Bases tedricas

Presentamos algunos conceptos de polinomios de interpolacion, especificamen-
te de Lagrange y de Hermite, espacios de Sobolev, espacios LP, distribuciones,

matrices de Toeplitz, matrices circulantes, entre otros.

2.2.1. Interpolacién de Hermite y de Lagrange
2.2.1. Definicién. (Sili and Mayers, 2003)

Sea f € CNtYa,b] y la particién de [a,b]: a < zo <21 < -+ <ay <b.
La formula de interpolacion de Lagrange es

N 1

flz) = gexx)f(xi) - mﬂ(fﬂ)f“v“’(f) (2.1)

y el polinomio interpolante de Lagrange para f de grado lo mds n es

bi(r) = Z&(x)f(xi) (2.2)

donde los £;(x) son las bases polinomiales de Lagrange, también llamadas

funciones cardinales, definidas por:

ei(x):ﬁ<x_xi), i=0,1,..,N. (2.3)

T — T4

Aqui deben conocerse los f(z;). Las funciones de {&(m)}f\io, satisfacen la
condiciéon

li(x;) = bi; (2.4)



Por ejemplo si tenemos los nodos z, 1, 3, €l polinomio ¢;(x) es

(x — xo)(x — 229)
(21 — o) (x1 — 72)

,€1 (.I) =

Entonces si aplicamos este polinomio a cada uno de los nodos tenemos

t(ze) = (To — o) (0 — 72) — 0

(21 — @o) (21 — 72)

(@1 —®mo) (w1 —xa)
bulm) = (x1 — xo) (1 — T2) =

61(1’2) _ (Iz—xo)(wz—xz) — 0

\ (331 - CUO)(SCl - 132)

N° nodos Algunas funciones interpolantes bésicas de Lagrange

2 {o.0y = {a=. 222}

, [ (@x)(a—ws)  (z—mo)(z—za) (z—z0)(z—x1)
3 {bo, by, t2} = {(,,,n,_,i)(,,o,f,z), (ml—.'r:;)(vlfl—'lrzﬁ (r,:r.r.:x)(vrrf:l)}
[ @—a)@—z)(e—zs) (r—wo)(e—wo)(@—ws) (e—zo)(@—a1)(w—z3) _(a—wo)(w—w1)(w—z2)
4 o, b, o, ls} = {(Iuﬂ‘l‘)(Inf«;z)(rxrz:f)’ (rrzk;))(a‘lffz)(rrr,s)‘ («Pz*ruo,)(ﬂf‘z*l‘l)(rz*;a)’ (1'3*«1"00)(13*1‘1)(Ia*n)}

o — _ _ (@=zi) _ _ (z=wo)(z—ap 1) (@=ps)-(2=2n)
nbt | s k=01 = () = [T 22 = e n e 6o

Cuadro 2.1. Interpolantes bésicos de Lagrange.

2.2.2. Definicién. (Sili and Mayers, 2003)
En forma similar como en la definicion anterior, si se conocen, aparte de los
f(z), los f'(x;), la féormula de interpolacion de Hermite es dada por

N N

flz) = Z hi() f(z:) + Z hi (z) f' () +

i=0 =0

1

mf@N—i—Q) (OI2(z)  (2.5)



10

donde hi(z) = [1 —20(x;) - (x — )] 3 (x), hi(x) = (v — x)l3(x), y & estd

(2

entre x y x;. [

2.2.3. Definicién. (Sili and Mayers, 2003)

Los polinomios de Hermite, H,(x), satisfacen las relaciones de recurrencia:

(

Ho(x) = 1,

{ Hi(z) = 2z, (2.6)

\ H,(x) = 2xH, () —2(n—1)H,_2(x), n>2,

su primera y sequnda derivada satisfacen

H(x) = 2nH, (), n>1 27

H!(x) = 4n(n—1)H, o(z), n>2.

En la Figura (2.1) se visualizan los polinomios de Hermite, para diferentes

grados n en el intervalo [—2,2].



Figura 2.1. Polinomios de Hermite, H,(z), en [—2,2], para n = 2, 3,4, 5, 20, 25.
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A continuaciéon definimos algunos conceptos importantes de algebra lineal,

los cuales se encuentran en (Dym, 1978).

2.2.2. Espacios vectoriales

2.2.4. Definicién. (Espacios vectoriales.)

Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es un conjunto V' no vacio, dotado de

las siguientes dos operaciones para las cuales serd cerrado y cumplir ademds

las siguientes propiedades:

S1)

Ss)

Ss)

Sy)

Ss)

Se)

S@)

VuveViutveVyu-veV (Cerradura)
Vu,o e Viutv=v+uyu-v=0v-u (Conmutativa)
Vuvo,w € Viu+v4+w) = (ut+v)+wyu-(v-w) = (u-v)- w
(Asociativa)

Yu eV eristee e V, tal queu+e=c+u=u (Existencia del

elemento neutro)

31 € K tal que para todo uw € V, se tiene: u-1 =1-u = u (Existencia

del neutro escalar)

Vu € V eriste (—u) € V, tal que: u+ (—u) =e (Existencia del

elemento inverso)

Va,f € K yYu,v e V: (a+ ) u=a-u+p-u, a-(u+v) =a-u+5-v

(Distributiva)
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2.2.5. Definicién. (Subespacio)

Sea V' un espacio vectorial sobre el anillo F, un subespacio M de V' es un
subconjunto no vacio de V' que es cerrado bajo la suma de vectores igualmente
con la multiplicacion por escalares. Un subespacio de un espacio vectorial es

inmediatamente por definicion un espacio vectorial. [ |

2.2.6. Definicién. (Span o Generado)

Sean uy, us, ..., up elementos del espacio vectorial 'V sobre el campo T,
entonces se define el generado por el conjunto {uy, us, ..., ug}, denotado por
span{uy, ug, ..., ux} como el conjunto de todas las combinaciones lineales entre

estos vectores, es decir

k
span {uy, ug, ..., up} = {Z ;U Q, Qo ..., Q € IF} (2.8)
i=1

2.2.7. Definicién. (Independencia lineal.)
Se dice que un conjunto de vectores uy, us, ..., u; de un espacio vectorial V'
sobre F es linealmente independiente sobre F si la unica forma de representar

al 0 como combinacion lineal de los u;, es decir

k
ZO{Z' U; = 0e V, (29)
=1
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es cuando oy = ag = -+ = o = 0 € F, en caso contrario son llamados

linealmente dependientes. [ |

2.2.8. Definicién. (Base.)

El conjunto de vectores {ui}le C V forma una base del espacio vectorial V'

sobre IF s3
(o) spanf{u;}i, =V y

(o) {u;}r, es linealmente independiente.

Ahora definiremos a una matriz.

2.2.9. Definicién. (Matriz.)

Un arreglo rectangular, de nimeros reales o complejos, de m filas y n columnas

es llamada una matriz, asi

11 Q12 - Qip
Q21 Q22 -+ QAap

A= (2.10)
m1 Am2 - Gmp

En notacion breve, una matriz se denota asi:

A = (aij)
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El conjunto de todas las matrices de orden m X n con elementos o entradas en
IF, es denotado por

Mo (F) . (2.11)

iy

Ademdas, (2.11) junto con las operaciones “+7” y “®”, es un es un espacio

vectorial:

A+ B = (a;;) + (bij) = (aij + by) (2.12)
a-A=(a-a) (2.13)

k=1
|

También tenemos los siguientes productos.

2.2.10. Definicién. (Producto de Shur)
Sean A, B € M,,, (F), se define el

(-) Producto de Shur: matriz cuya ij—ésima componente es el producto de la

1] —€sima componente de A por la ij—€sima componente de B, es decir

(-) Producto Kronecker (también llamado producto tensorial o producto

directo)

Si A€ My, (F) y B e M,, (F) entonces

A® B = (ay - B) € Myupng (F) (2.16)
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st p=m,q=n, entonces

A®B = (a; - B) € My 2 (F) (2.17)

Propiedades del Producto de Kronecker:

(i) (tA)®B =A® (aB)=a(A® B), con a € C.

(il) ( A+B)®C=(ARC)+ (B®C), (Ay B del mismo orden).

(i) A(B+C)=(A®B)+ (A®C), (B y C del mismo orden).

(iv) A9 (B&C)=(A® B)®C.

(v) (A B)- (C®D)=(A-C)®(B- D), (sies que los productos pueden

realizarse).

(vi) (A® B) = A® B, (A: conjugada de A)

(vii) (A® B)' = AT@ B, (A® B)" = A* ® B*.

(viii) traza (A ® B) = traza (A) - traza (B), (A € M,, (F) y B € M,, (F)).

(ix) (A® B)"'= A '® B!, (A y B matrices no singulares)

(x) det (A® B) =det"A - det™B (A y B como en viii)
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2.2.1. Ejemplo. Sean las matrices, en M3 (R),

-3 2 2 3
A=|1 -4, B=]|-25
5 —1 —6 2
Entonces
-3 2 2 3 (=3)(2)  (2)(3) —6 6
AxB=11 —a|*|[=25[=10O2 06 |[=] -2 -20
5 —1 —6 2 (5)(=6) (=1)(2) —30 —2
2 3 2 3 —6 -9 4 6
=31 -2 5| 2[-25 6 —15 —4 10
—6 2 —6 2 18 —6 ~12 4
2 3 2 3 2 3 —8 —12
APBB=| 1|2 5| —-4|-25]|]|= 2 5 8 —20
—6 2 —6 2 —6 2 24 -8
2 3 2 3 10 15 -2 -3
5[ -2 5 —11-2 5 —10 25 2 -5
—6 2 —6 2 —~30 10 6 —2

El resultado anterior, de A@ B, se ha representado en bloques, sin

embargo los paréntesis en la parte interna pueden quitarse. Se puede observar

que tiene orden 3% x 22 = 9 x 4, es decir que A B € My, (R).
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2.2.11. Definicién. (Determinante de una matriz.)

Sea la matriz A € M,, (C); su determinante es el funcional
det : M, (C) — C (2.18)
que satisface las siguientes reglas:
(1) det(I,)=1
(2) det(A) es un funcional multilineal en las filas de A.

(3) Si dos filas de A son idénticas, entonces det(A) = 0.

(4) Si en la matriz A se suman o multiplican una de sus filas por otra de
sus filas, entonces el determinante de la matriz resultante es igual al

determinante de A.
(5) Si A tiene una fila formada por ceros, entonces det(A) = 0.

(6) Sila matriz A tiene dos filas linealmente dependientes, su determinante

es nulo.

2.2.12. Definicién. (Algunas matrices especiales.)

Sean las matrices A, B € M,, (F), entonces:

(1) A es diagonal si a;; = J;;.

(2) A es invertible si existe A~ € M,, (F) talque A™*-A=A-A"' =

I,.
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(3) Se dice que A y B son semejantes si existe una matriz invertible

P talque P7'-A.- P =B.

(4) Se dice que A es diagonalizable si es semejante a una matriz

diagonal.
(5) A es involutiva si A = A~1.
(6) Se dice que A es nilpotente de grado k si A* = 0.

(7) Si F = C, la transpuesta conjugada o adjunta de A, denotada

* * =
por A*, es aj; = ay;.

Normas en M, (C)

(e) Norma de Frobenius: (Glashof and Bronstein, 2018)

1A F = /Z a2 = (traza(A* - A))? (2.19)

(e) Norma Operador: (Glashof and Bronstein, 2018)

|Allo = méx  [|Az]z = (Amas (A" - A)) 2. (2.20)

2€R2: ||z]|2=1

donde A* es la adjunta o transpuesta conjugada de A y A4z (A) es el
maximo de las normas de los autovalores de A, también llamado radio

espectral de A.
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2.2.13. Definiciéon. (Matriz autoadjunta.)

Una matriz compleja A se dice que es autoadjunta si

A*=A. (2.21)
|
3 5431
Por ejemplo, si A = , la adjunta de A es
4—1 2
3 441
A* =
5—3t 2
Sin embargo no es autoadjunta.
-8 6—412
En cambio la matriz B = si es autoadjunta, pues
6 + 42 5
-8 6—41
B* = =B
6 + 42 5

2.2.14. Definiciéon. (Matrices conjuntamente diagonalizables.)

Se dice que las matrices A y B son conjuntamente diagonalizables si

existe una matriz unitaria U talque las matrices
U*"-A-U=D,, y U*"-B-U =Dg

son diagonales. (Glashof and Bronstein, 2018) [
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2.2.1. Teorema. Sea A una matriz y Ta su matriz de Toeplitz asociada tal
que

|Ta — All2 <e, con >0,
entonces:

(i) | [Ta; Al |2 < 2¢ min {|[Tallz, | All2}-

(i1) Si A es autoadjunta, también lo es Ta. Ademds si ||Al2 < 1 y
|ITalls < 1, ambas son aproximada y conjuntamente diagonalizables,

esto en el sentido de (Glashof and Bronstein, 2018).

(ITa, Al = TaA — AT,) n

Demostracion.-

() Asumamos que ||T4—A||2 < g, (¢ > 0), entonces tenemos las dos relaciones

siguientes:

[ [Tas Al ll2 = |[TaA— AT4l|2
= ||ThA— ATy — T3+ T3l
< ||Ta A= Tills + ||T5 — ATall
= |[Ta(A=Ta)ll2+ [|Ta(Ta — A) |l
= |[|Tall2 [|A = Tall2 + [[Tall2 [|Ta — All2
= 2[|Tall2[|A — Tall2

< 2¢[|Tall2
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Ademas,

| [Ta, Alll2 = |[TaA—ATalls
= [|[TaA— ATy — A* 4+ 4%||5
< [|Ta A — A%y + || A% — ATl
= [[A(Ta—A) |2 +[[A(A=Ta)|l2
= [|All2[|A = Tall2 + |[All2[|Ta — All2
= 2[|A[l2[][A = Tall2

< 2¢]|A]]2
De ello se concluye:

[ [T, A} ]2 < 2e min {[|Talls, [[Afl2}

(¢¢) En primer lugar veamos que si A es autoadjunta, entonces Ty también

lo es.

Veamos, de acuerdo a la definicién de las matrices Toeplitz T4 que esta

asociada a la matriz A, tenemos:

K K
1 1 _
bi =177 > i = il > @i =t

=1 =1

Es decir que A es autoadjunta.
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En (Glashof and Bronstein, 2018) se ve el resto de la prueba, es decir de que
si||All2 < 1y ||Tall2 <1 entonces A y T4 son aproximadas y conjuntamente

diagonalizables. |

2.2.3. Espacios de Banach

2.2.15. Definicién. (Espacio de Banach.)
Un espacio de Banach es un espaio lineal completo B con una norma || - || que

satisface:

(1) |Ifll=0, siy solo si f=0.

@) A=Al para AeCy feB, y

B) If +gll < A1+ llgll, para f,9 € B.

tal que B es completo en la métrica dada por esta norma. |

2.2.16. Definiciéon. (Funcional lineal acotado.)
Sea B un espacio de Banach. Una funcion ¢ de B en C se dice que es un

funcional lineal acotado si:

(1) DS + Aag) = Mb(f) + Aatp(g), para g€ By h, o€ Cry

(2) Eziste M > 0 tal que [¢(f)] < M| f]|, Vf € B.
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2.2.17. Definiciéon. (Espacio dual o conjugado.)
En el conjunto L (B,C) = B* de todos los funciionales lineales acotados en el

espacio de Banach B se define, para 1 € B*:

o =sup { L 0} (2.22)
[nal
A B* se le denomina espacio dual o conjugado de B. [

2.2.18. Definicién. (C—algebra.)

Se dice que A es una C—dlgebra si:

(1) A es un C-espacio vectorial.

(2) FEs un anillo con la misma suma que tenia como espacio vectorial, y un

producto nuevo.
(3) A tiene unidad 1 = 1 4 para el producto.

(4) YVa € C, a,b € A: a(ab) = (aa) b= a(ab).

También, A’ se dice que es una subdlgebra de A, si es un subespacio cerrado

bajo el producto. [ |

2.2.19. Definicién. (Algebra de Banach)
Un dlgebra de Banach es una C-dlgebra A que tiene una norma || - || que la

hace un espacio de Banach, junto con la condicion: Ya,b € A

[lab]l < {lall [[b (2.23)
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Si A tiene unidad, se cumple:1 =14, y |14l =1. |

2.2.20. Definicién. (Multiplicadores)
Sea el dlgebra de Banach A, se definen los multiplicadores (o caracteres) de A

a los morfismos no nulos

v: A — C.

Si el A es abeliana y tiene unidad, los ¥ € A* y

[l = 1.

Al conjunto de todos los multiplicadores de A se le denotard como £4. [ |

2.2.21. Definicién. (Elementos invertibles)
Sea A un dlgebra de Banach, denotaremos por G a la coleccion de elementos
invertibles en A, y a la coleccion de los elementos invertibles izquierdos e

invertibles derechos en A, que no son invertibles a los conjuntos

gi7 gd

respectivamente. [ |

2.2.22. Definicién. (espectro de un elemento)
Dado el dlgebra de Banach, A, y x € A, entonces el espectro de x en A,

denotado por o4 (x), se define como

oa(x)={A€C: z—XA-1 no es invertible} (2.24)
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2.2.23. Definicién. (Funcional lineal complejo)
Un funcional lineal complejo ¢ en el dlgebra de Banach A se dice que es

multiplicativo si:

(1) ¥(fg) =v(f)v(g), para f,g€ Ay

(2) ¥(1) =1.
Se denotard por M = M 4 al conjunto de todos los funcionales lineales mul-

tiplicativos en A. [ |

2.2.4. Espacios de Sobolev

2.2.24. Definicién. (Los espacios C™ (Q), m > 0.)

Sea Q = (a, b)d, d=1,2,3 y denotemos por Q la cerradura de 2, es decir el
poli-intervalo cerrado [a,b].

Se denota por C™ (ﬁ) al espacio vectorial de las funciones u : (ﬁ) — R,
tal que para todo multiindice o, con O < ‘a‘ < m, la derivada D®u existe y es

continua en (ﬁ) .

Una norma en C™ (ﬁ) es

|lul| == sup  sup |D%u(z)] (2.25)
0<lal<m ue(0)
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2.2.25. Definicién. (Los espacios L”.)
Sea (a,b) un intervalo acotado de R, y sea 1 < p < +o0. Se denota por LP (a,b)

al espacio:
b
P .= {u: (a,b) — R; u es medible, / {u(ac)’p drx < —i—oo} (2.26)

Una norma es
b 1/p
[l 7oy = (/ \u@)\p) | (2.27)
Con la norma dada en (2.27), LP es un espacio de Banach.
(o) Sip =00, L>®(a,b) es el espacio de funciones medibles u : (a,b) — R
tal que |u(z)| es acotada, si M es el nimero mds pequeno tal que |u(z)| < M,

se define la norma
[|u|| Lo (ap) = ESSUP ¢ (q.1) ‘u(x)‘ = M. (2.28)

L*>(a,b) también es un espacio de Banach.
(o) Sip=2, L*(a,b) no es un espacio de Banach, sin embargo es un espacio

de Hilbert con producto escalar

b
(W V) r2(0p) ::/a u(z)v(x) dz. (2.29)

Ahora, sea Q acotado en RY, d = 1,2, 3; denotemos por D (£2), al espacio
vectorial de todas las funciones infinitamente diferenciables ¢ : Q@ — R,
para las cuales existe un conjunto cerrado K C 2, tal que ¢ = 0 fuera de ese

conjunto (es decir que es de soporte compacto).
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Se dice que la sucesién de funciones v, € D (€2) converge en D (§2) a la
funcion ¢ € D (), si existe un conjunto comin K C €, tal que todas las 1, se
anula fuera de K y D*y,, — D uniformemente sobre K cuandon — oo,

para todo multiindice no negativo a.

Sea el mapeo lineal (forma) T': D (2) — R. El valor de T sobre el
elemento 1 € D () se denotard por <71 >. Se dice que T es es continua si,
para cada sucesion ¢, € D (€2) que converge en D (Q2) a la funcién ¢ € D (Q),

cuando n — oo, se tiene

<T ,>—<T, > . (2.30)

2.2.5. Distribuciones

2.2.26. Definicién. (Distribuciones.)
Una distribucién es una forma lineal continua sobre D (2). El espacio D' (2)

denota al conjunto de todas las distribuciones sobre ). [

2.2.2. Ejemplo. (Dos ejemplos de distribuciones)

(o) Sea h € LP(a,b), entonces la distribucion Ty, se define por
b
< T >i= / W) (z) dz, Vb € D (). (2.31)
(o) Sea yo € (a,b), la forma lineal sobre D (§2)

<8y b= (yy), Vb € D(Q). (2.32)
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es una distribucion, llamada funcion de Dirac. [

2.2.27. Definicién. (Espacios L?(T)).

En C se define la circunferencia unitaria T,
T={z€C: |z|=1}. (2.33)

Para 1 < p < o0, se definen los espacios LP (T):

LP(T):{f:T — C, /|f(/\)|pd)\<oo, cond)\:%e} (2.34)
T
|
2.2.28. Definicién. (Base ortonormal de L? (T))
Sobre T se define la funcion potencia €,, para n € Z:
en(2) = 2" (2.35)
En particular, si tenemos que z = €, entonces &, (z =€) = e™?, y el

conjunto {e,}, ., €s una base ortonormal de L (T) con producto interno

1

" or

(,9) /0 "1 () 9e) do. (2.36)

2.2.29. Definicién. (Espacios de Hardy.)

Se define el espacio de Hardy HP, para 1 < p < oo, como

1

Hp:{feLp(T): %/O%f(eie) en (€”) d9 =0 sin>0} (2.37)
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2.2.6. Matriz Toeplitz

2.2.30. Definiciéon. (Matriz Toeplitz)
Es una matriz en la que los elementos de sus diagonales, la principal y sus
paralealas, son constantes.

SiT = (t; ;) es Toeplitz, entonces

tij =tiy1j0 (2.38)

2.2.3. Ejemplo. (Matrices Toeplitz)

Las matrices siguientes son Toeplitz




En general, toda matriz de la forma

Qg

a;

az

A(n-1)

a_1 a9
QAo a_q
(23]
a_i
ay Qag
a9 aq

Qo

31

(2.39)

es una matriz de Toeplitz, pero esta no necesariamente tiene que ser cuadrada.

2.2.7. Matriz Toeplitz asociada a una matriz A.

Sea A = (a;;) € M,, (C), la matriz Toeplitz, Ta = (¢;;), asociada a la matriz

A estd definida como:

Por ejemplo, sea la matriz A € M, (C) dada por

P

\

1k
k+1;a
k
1
k+1;a
ti+r,j+7"

al,n

an,l

1+r,j+r

i+r, 147

—2

7/[/:17

, J=1

1<i<n-—1, k=n—1

, t+r<n, j+r<n

1—-22 3452

3+1 243

4+1 2+2i 4

—1 241

-3

3—1

1+1

5—31

(2.40)

(2.41)



Las entradas de la matriz T4 = (¢;;), de acuerdo a (2.40), con n = 4 son:

() i=1, 1<j<3, k=4—7,

() j=1 — k=4—-1=3

, _liéa Camtagstaw  (3+4)+(4)+ (5 3d)
11 — 4 st 1+r14+r — 4 - 4

() j=2 — k=4—2=2

2
1 Q93 + Q34 (2 + 37,) + (1 + Z)
t12 = 3 ;1 A1y 24r = =

3 3
4,
— t12:1+§l
() j=3 —s k=4-3=1
1 )
1 924 3—1
t13:§;a1+r,3+7":7: 5
3 1.
— t13—§—§'[,

Hacemos lo mismo con ¢, recordamos que el término ¢1; ya esta calculado:

(x) j=1, 1<i<3, k=4—14

() i=1 —s k=4—1=3

3
1 Qo9 + Q33 + Q44 1,
t = — r r = = 3 — —1
11 1 ;:1 A14r 1+ 9

4

() i=2 — k=4—-2=2

2
1 asg + as3 (24 24) + (2 + %)
lor = rl4+r = -
21 3 ;1 A24r 1+ 3 3

4
— t21:§+l

32
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1
> t31:0—§i

Hemos hallado los tres primeros elementos de la primera fila y primera

columna, los otros elementos seran:
3—574:2511 = tog = t33 = tuy

4,
1+§Z:t12:t23:t34

i =113 =1n

N W
N | —

S imty =g =t
3 21 = l32 = 43
—§i =t31 = tyg; tuu=a=-3, t41 =ay = —2

Por tanto la matriz Ty sera

1 43 1
- T PR
21, -+ ;;L 5 2z 3
4 1 13 1
S 4d 03— i 1 224
9 37 2 9
e ’ (2.42)
4+‘ 3L 1+L
- — =1 =1
3t 2 3
2 4+' 51
— -+ — =1
3 2

Ademas, podemos hallar qué tan cerca esta la matriz A de ser Toeplitz, T4.

De acuerdo a (2.20), la distancia entre A y Ty es:

d(A,Ta) = [|A = Tal:



i 10, 3 11,

oty T3t TR
S . 3 5 3 1
g—’ll —1 1"—574 5—5
Hacemos B=A — Ty =
4—1—3' 2—1-' 1+i é
2t 3" 2

i 2 5

_Z z 2%

0 2 3 2"

Hallamos el producto de B* - B:

473 73. 9 269, 5 2,
— 14+ —1 ———% - ——1
18 6 2 36 2 3
] 73. 271 44 19, 1 53,
__Z [ —_— JE— _— — —
B*.B— 6 18 3 6 6 36
9+269, 44 19, 1367 11 5
-+ —1% —— — —1 —_— — — 51

2 36 3 6 36 6
5+2, 1+53, 11+5, 463
—+ =i -+ —1 — +5i —

2 3 6 36 6 36

Los autovalores de B* - B son:
A1 = 51.8449711571
A2 = 26.0072241761
A3 = 11.2046728527

A = 3.1097984808

y sus médulos (o valores absolutos) respectivos son:

Ai| = 51.8449711571
o] = 26.0072241761
As| = 11.2046728527

A = 3.1097984808

34
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Entonces el radio espectral de B* - B es A\ (B* - B) = 51.8449711571 y

d(A,Tp) = ||A—Talls = | Bl = V518449711571 = 7.200345210966637 # 0

2.3. Marco Conceptual

El trabajo implica utilizar matrices especiales, las cuales diversos autores

resaltan su importancia por las propiedades que satisfacen.

2.3.1. Matrices de Toeplitz Involutivas

Las matrices Toeplitz involutivas implican, si existe una de ellas, la existencia
de infinitas de ellas. Ademas las propiedades de ser Toeplitz y ser involutivas

se mantienen.

La proposicién Proposicién (2.43) tiene su prueba en (Kucerovsky and

Sarraf, 2014).

2.3.1. Proposicién. Si la matriz

ap Qp+1
Qp—1 an Ap+1

Qp—1 Gy, Qp+1

(2.43)
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es una matriz Toeplitz involutiva sobre C y o € C, distinto de cero, entonces

la matriz
(i, Al 11
-1
a “ap—1 Qp, Qlp41
-1
@ “Ap—1 anp Alp41
(2.44)
Qln+1

a "tlay atla,1 a,

también es de Toeplitz e involutiva. [

2.3.2. Matrices Circulantes

Antes de definir las matrices circulantes, veamos algunas matrices usuales que

aparecen en esa teoria.

Matriz II de orden k: II,

01 0 0
01 0 -
0 1 1 0
I, = , s=10 0 1|, llhu= , (2.45)
1 0 00 01
1 0 0
1 0 00



o o o O

o o O O -

o O O =OO

o O = O O
oS = O O O

Matriz I' de orden k: I';,

s

o o o O

- o o O O

S = OO O O

Ty =

o O = O O
o o O = O

100
0 01
010

7F6:

o o o o o

)

o o o o O

o o o o O =

o o o o o

o o O O = O

o = O O o o

o o o = OO O

o o O

- o O O

o O

o O = O O O

= o o O

o O O = o O

o = OO O O O

S = O O

o o o O = O

o o = O

37

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)
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10 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 010
r,= (2.50)
0 0 1 00
01 0 0 0
Las matrices 1L, y T',, satisfacen:
nm =1, 0F=1"'=11"", (2.51)
r=r, M=r,=r," (2.52)
2.3.1. Definicién. (Matriz Circulante)
Sea la n-upla (c1,ca, ...,cy), con n € Z*, se denomina matriz circulante de
orden m X m, a la matriz definida como:
C1 Co C3 tee Cp,
Cn C1 Co o Cp—i
circ, (c1,co, cccyey) = | ¢ o o o (2.53)
C3 -+ Cp C1 C2
Co ++ Cp-1 Cp 1




Asi tenemos, para ca = (c1,¢2), €3 = (c1,¢9,¢3), €4 = (C1,++ ,¢4) ¥
Cs = (01;"' 705)3
C1 C2 C3
. C1 C2 .
circsy (e3) = , circs(e3) = cs ¢ ¢ |
Co C1
Co C3

Ci C C3 C4 Cs
Ci Cy C3 (4
Cs C1 Cy C3 (4
. | é a G G . _
circy (cq4) = , circs(es) = | ¢, 5 ¢ ¢y e
C3 C4 C1 Co
C3 C4 C5 C1 Co

Ca C3 C4

Ca C3 C4 C5

2.3.1. Ejemplo. Una matriz circulante es la matriz 11,,:

II,, = circ, (0,1,0, ...,0) (2.54)

Una propiedad que debe cumplir una matriz cualquiera para que sea
circulante se da en la siguiente proposicién, cuya demostracién la hallamos

en (Lara T., 2001).

2.3.2. Proposicion. Una matriz A de orden n X n es circulante si y solo si:

M, -A=A-II, (2.55)



Propiedades de las matrices circulantes:

(i.) El producto de dos matrices circulantes es conmutativo.

(ii.) Si A es circulante, también lo son sus potencias: A*, k € Z*.

Por ejemplo, sean las matrices circulantes de orden 4

Tenemos el producto:

[gualmente tenemos que las potencias siguientes son circulantes:

38

ks

23

26
Observacién:

Si A es una matriz circulante de orden n, entonces es Toeplitz.
Ademas, si n = p - ¢, dicha matriz es circulante por bloques, y cada bloque es

una matriz de Toeplitz de orden ¢ en el que A esta formada por un arreglo de

p X p bloques.

26
38
34
23

A

23
26
38
34

w ot N

34
23
26
38

65 51
23 65
40 53

51 40

A5

40
o1
65
23

53
40
ol
65

40061

39702

40 465

40 823

= 0o Ot N

co Ot N &~
H~

—B.

40823
40061
39702
40465

N &~ 0o Ot

A

40 465
40823
40061
39702

39702
40 465
40 823
40061
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2.3.2. Ejemplo. Consideremos la matriz circulante de orden n = 8:

Hagamosn =p-q=4-2, esdecirp =41y q=2,

b

b ¢ d e f
a b ¢ d e
h a b ¢ d

h a b c
f h a b
e f g h a
d e f h
c d e f g

s

h

a

entonces podemos formar

un arreglo de 4 X 4 bloques, con cada bloque de orden q = 2, asi:

a b| |c d| |e f| |g h
h a| |b c| |d e g
g h| |a b |c d| |e f

gl |h al |b c| |d e

A:

e fllg h| |a b |c d
d e gl |h al|l |b c
c d| |e fl lg h| |a b
b c| |d el |f g| |h a

4 X4 bloques

Ahora hagamos n =p-q = 2 -4, es decir p = 2 y q = 4, entonces podemos

formar un arreglo de 2 X 2 bloques, con cada bloque de orden q = 4, asi:
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a b c d| e f g h
h a b c| |d e g
g h a b |c d e

g h al |b ¢ d e

A=

e f g h|l|la b c d
d e gl |h a b c
c d e g h a b
b ¢ d e| |f g h a

2X2 bloques

2.3.3. Matriz de Fourier

Antes de definir una matriz de Fourier, recordemos que el objetivo principal
de la tesis es demostrar que las matrices de diferenciacion se pueden usar para
la solucién numérica de un problema de valor de frontera. En otras palabras,
aproximar la solucion exacta. Una de las formas de aproximar es la interpola-
cién, sin embargo hay que elegir unos puntos de referencia llamados nodos de

interpolacion.

Consideremos un polinomio de grado n — 1, con n un nimero par

P(w) = ag+ayw+asw? +asw? +agw+asw’+ - Aan,_ow™ 2 Fa,_w" ' (2.56)
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Podemos separar el polinomio dado en (2.56), en dos polinomios, los de
coeficientes de lugar par y los de coeficientes de lugar impar:

21

(0) Poares(w) = ag+as- (w?) +ay- () +-- +ay - (0?)
= Ppares (w2) (257)

(9) Panpares() = 0+ (a1 +as (u2) + a5+ ()’ + - a - (w?)F7)

= w- Pimpares (w2) (258>
Es decir que (2.56) podemos expresarlo en términos de (2.57) y (2.58):
P(w) = Ppares (w?) + @ + Pimpares (w?) (2.59)

Se puede observar que el polinomio, que era de grado n — 1, ahora queda en

funcién de dos polinomios de grado g — 1 en w?

Ahora, ya no es necesario evaluar n puntos, sino en 5 puntos. Sean dichos

puntos los w;, con i = 1,2, ..., g, y teniendo en cuenta (2.59)
P<wz) = Ppares (U}?) +w; - Pimpares (wf) (260)
P(—wz) = Ppares (U)?) — Wy - Pimpares (w'?) (261>

Veamos un caso particular, n = 4, (polinomio de grado 3). Supongamos que
wy = 1, entonces w3 = —w; = —1, esto se cumple ya que el polinomio debe
ser evaluado en 4 puntos, los cuales deben agruparse de a pares, positivos
y negativos. También se debe evaluar a los nuevos polinomios en los puntos
wiy w3, y por (2.60) y (2.61), uno de ellos es el opuesto del otro, es decir:

2 _ 2 ¢
wi = —wj;. Ademds se cumple que

[N
Il
—_
Il
S
oS
Il
S
W
Il
S
NS
Il
—_
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Esto nos lleva a las raices cuartas de la unidad:

V1=t =, k=0,1,23.

U}1:17 w3:—1, U)QZi, U}4:—'i
Generalizando
V1=cwtD =y, k=1,2,3, ..n (2.62)

Si definimos w,, = €= *, paraun n € Z* fijo, como la raiz n—ésima de la unidad,

tenemos que se cumple:

i

(c) w,=w," (2.63)

(d) (@) =uy* = wy

(e) 1+wn+wi+wi+---+w;‘*1:szfl:0
r=1

\
2.3.2. Definicién. (Matriz de Vandermonde)

Se denomina matriz de Vandermonde de los elementos 21, 22, , ..., 2, @ la matriz
1 1 - 1
<1 <2 “n
V(Zl,,...,zn) = Z% Z22 e Zi (264)
-1 -1 n—1
<1 <9 “n
[ |

Teniendo ya la definicién de la matriz de Vandermonde, dada en (2.64),

ahora ya podemos definir lo que es una matriz de Fourier.
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2.3.3. Definiciéon. (Matriz de Fourier)
Una matriz F' de orden n se dice que es una matriz de Fourier de orden n si

su matriz transpuesta conjugada, o matriz adjunta, F™*, es tal que

1 1 1 1 1
1w, w? w3 wn!
1 w? wi w? witn Y
N 1

F :% 1w w8 w? wi Y (2.65)
L owp? 207 50 a2
T R L RN I

[

De acuerdo a las propiedades de w,, dadas en (2.63), se tiene que

w'tt = wk Yk e Z" (2.66)

n n?

es decir que la sucesiéon {w!}~ es periédica y F tiene solo n elementos

diferentes. De esto, la matriz F* dada en (2.65) también es equivalente a

1 1 1 1 1
1w, w: o ow? wi!
. 1
F* = 7 1w wr oW w2 (2.67)
owrt w2 wn3 Wy,
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Por ejemplo, para n = 6, tenemos que

1 1 1 1 1 1
1 we w2 wi wi wg
| 1w wi wl wi wl
F*=— (2.68)
V6 Towd wl wd wi? w
1 wé wg wé2 wéG wgo
1 w) wi® wd w® w
y teniendo en cuenta (2.63), se tiene que
1 1 1 1 1 1
1 wg wg wg wé wé’
1 1 w? wr 1 w2 w
o 6 We 6 We (2.69)
VL1 w1 w1
1 wg wi 1 wi w?
1wy wi wi wi we
o también:
1 1 1 1 1 1
1 e3 62;” -1 e™ =5 e s
27i 27d i 27i
1 1 e3 e 73 1 e3 e 3
F* = — (2.70)
1 I T T S N T
1 e %5 e% 1 e‘% e%
1 e jus3 e 27 _1 627r7. e%z

Propiedades de la matriz de Fourier

(o) F y F™* son simétricas.

(e) F es unitaria y sus autovalores son 1 y 4, con sus multiplicidades.



CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

En la Seccién (2.3.1) se vio lo que es una matriz involutiva, sin embargo la
transformada discreta de Fourier es el soporte para que garantice el niimero
de relaciones de equivalencia que permite agrupar dichas matrices. Ademas, el
espacio ¢? (Z,) nos ayudard a construir una base canénica.

El espacio de las sucesiones complejas (* (Z,)

El espacio de las sucesiones complejas, denotado por £2 (Zy,),
02 (Zyn) = {z = (2(0),2(1),..,2(n—1)) : 2(i) €C,i=0,1,...,n—1} (3.1)

es un espacio vectorial n—dimensional, donde 7Z,, es el conjunto de los enteros
moédulo n: Z, = {0,1,...,n— 1}, junto con las operaciones de suma y

mutliplicacién por un escalar definidas como:

240 = (-, 2(0)+006),---), i=01,...,n—1 (3.2)

El conjunto

&= {60,61,62,...,6n_1} (34)
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donde e;(m) = d;,,, es una base para £2 (Z,,).

Un producto interno y una norma asociados a él son:

n—1
(z,w) = ) z(i) - w(i) (3.5)
=0
n—1 1/2 n—1 1/2
Izl = ( Z(i)'Z(i> = (ZIZ(@')F) (3.6)
=0 i=0
Sucesion exponencial
Sea p € Z,, la expresion
1 2mpm 5
Sp(m) = %6 n (37)
define una sucesién exponencial.
3.0.1. Lema. FEIl conjunto
E=1{& &1, En 1} (3.8)
es una base ortonormal de (*(Z,,). [
Demostracion.-
Ver (Ardila, M. 2020). i

3.0.1. Definicién. (Base de Fourier)

Para cada p € Z,, se define F, € (?(Z,) mediante

1 Tpm
F, = —e , donde m € Z, (3.9)
n

Al conjunto

F: {F(),Fl,...,Fn_l} (310)
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se le llama base de Fourier de (? (Z,). [

La base de Fourier, dada en (3.10), se puede expresar en términos de la
base £, dada en (3.8),

Fy(m) = —= (e : ) - %Ep(m) (3.11)

Ahora nos introduciremos en las matrices de diferenciacién.

3.1. Matrices de diferenciacion

Daremos las aproximaciones de la primera derivada, por diferencias finitas de
orden dos, de tal manera que al aplicarlas a una red de puntos se pueda cons-

truir una matriz.

Consideremos una malla uniforme

{.Z'l, Ty wuny Z'n}

con la condicién de que 1 — xx = h (tamano de paso) y que para cada k se

tiene el conjunto de valores conocidos

{ug, ug, ..., un}

Ty T2 rs3 Ln—1 Lp
@ 4 \ 4 L \ 4 - L 9
uy Uz us Up—1 Unp

Suponemos también que

Ug = Up Y Up41 = U, (312)
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es decir que el problema es periddico. Sabemos que la derivada de primer orden
en cada zy, representada por uj = u'(zx), se puede aproximar por diferencias

finitas de orden dos, denotada como: wy, mediante la férmula

Uu — Uk —
u;%wk:%, k=1,..n (3.13)

Ahora consideremos las notaciones:

w,, = (wy, ws, ...,wn)T, Up = (Ug, Us, ...,un)T

Usando la ecuacién (3.13), veamos las matrices que se generan para algunos
valores de n, teniendo en cuenta las condiciones (3.12).

() m =1 ug=u;; uz =1u,

(') n =2 Uy = ux; U3 = Uy,

U2 — Ug U — U2 1 1
pu— pu— e 0 . = —_— O . 0 .
w oh o 0= gy (0 0
us — Uy U — Uy 1
b 2h o 00w
En forma matricial es:
wl 1 O O u1
pu— E .
Wa 0 0 U9
——
=Do

— UJ2:—D2"LL2
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() mn =3:ug=us uUg=1u,

. U — U . Ug — U3 1 0 4 1 1
YT TR T o T gt T
U3 — Up U3 — Uq 1/1 1
pu— pu— == — —_— 0 . —
w2 20 o h (2“1 U 2“‘°’>
Ug — Uy U1 — U2 1 1 1
p— p— —_— - —_— —_— — O .
s oh o & (2“1 TR “3>

En forma matricial es:

1
w1 0 5 —5 Ui
1 1 1
Wa - h —3 0 5 U9
1 1
Ws 5 -3 0 us
=D3
1
— w3 = —D3-us

(o) n =4: ug = uyg; Us = Uq,

U2 — Ug U — Uy 1 (1 1 )
w, = = =— | zus— zuy

2h 2h h \2 2

U3 — U 1 1 1
YT T Th (—5“1 " 5“3)

Uy — Un 1 1 1
w3 = osh h (—§U2 + 5“4)

Us — Us UL — Us 1/1 1
T Ton T o T h (5“1 N 5”3)

En forma matricial es:

w1 0 % 0 —% Ui
1 1

Wa 1 —3 0 5 0 U9

W3 0 —% 0 i Us

Wy % 0 —% 0 U4

=Dy
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= wy = %D4-u4
(8) mn =05 ug=1us ug=u,
Uy — Ug Uy — Us 1 1 1
T Ton T o T n (5“2 N 5“5)
U3 — Up 1 1 1
wy = osh . h (_57//1 + 5“3)
Uy — Usg 1 1 1
w3z = 5h T h (—Euz + §U4)
Us — Us 1 1 1
YT ToR Th (—5“3+5“5)

Ug — Us U] — Uy 1/1 1
Wy = = =—|-u —=u
> 2h 2h h\2 ' 2

En forma matricial es:

(0] 0 % 0 0 —% Ui
Wy -2 0 4 0 0 Uy
1
wsy | — E 0 —% 0 % 0 Uus
wy o 0 -3 o0 1 uy
ws ; 0 0 -1 0 us
—Ds
1
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() mn=6:uy=ug ur=u,

U — UQ Uz — Ug 1 1 1
YT T T o T (5“2 N 5“6)
U3z — Uy 1 1 1
T T T (—5“1+§“3)
Ug — U2 1 1 1
s T TR T (—5“2+§“4)
Us — U3 1 1 1
Wy = T = % (—§U3 + §U5)
Ug — Uy 1 1 1
YT T T (‘5“4*5“6)

. U7—U5_U1—U5_1 1 1
Yoo T o T o T\ o

En forma matricial es:

w1 0 % 0 0 0 —% U1l
wy -+ 0 4+ 0 0 O Uy
w h o o - o L1 9
4 3 3 Uy
ws o o o - o 1 us
We % 0 O O —% 0 Ug
—Ds

1
— ’LUGZED(;"U,G

Generalizando para cualquier n, tenemos que la representacién matricial
para la aproximacion de la primera derivada por medio de diferencias finitas

de orden dos, O (h?), dada en (3.139), es

w, = —D, - u, (3.14)
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donde la matriz D,, estd dada por

0} !
_% 0
D, = (3.15)
0 3
: -4 0

y se denomina matriz de diferenciacion.

Esas matrices se llaman asi porque al multiplicarlas por los u; nos da la
aproximacién de la derivada en los mismos nodos. La matriz (3.15) nos da
una aproximacion de orden 2. Ademds es una matriz Toeplitz, es decir que
tiene entradas constantes a lo largo de las diagonales. También es circulante,

recordemos la Definicién (2.3.1), es decir

1 1
D, = ci 0,=, . .,—= |- 3.16
circ, ( 5 2) (3.16)

Obtendremos la matriz dada en (3.15) a través de interpolacién local y
diferenciacion, especificamente los polinomios de interpolaciéon de Lagrange.

Recordando de (2.2), con la funcién f(z) = u(z), tenemos el proceso siguien-

te, para k = 1,2, ...,n: (Trefethen, 2000)

(o) Sea Py el tnico polinomio de gr(FPy) < 2, tal que
Pe(zr-1) = up—r, Pelzr) =wg, v Pe(Tri1) = up

(e) Hacemos wy = P} (zy)

Entonces para los nodos x;_1, T} v Txy1 tenemos

Fie(x) = g-1(x) - up-1 + go() - ur + g1(2) - e (3.17)
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donde g_1(z), go(z) y g1(x) son los polinomios béasicos de Lagrange en los

nodos respectivos Ty_1, T ¥ Tgi1,

o lmwm) (@ —m) (@ —a) (8- wg)
g7 = (Tho1 — k) (Tpo1 — Tpy1) 2h?
() (@ —we) (- 2) (@ — )
fole) = (zk — Tp1) (@ — Tpg1) h?
o me) @ —y) (@) (@ — )
(@) = (Tr41 — Tp-1) (Tg1 — ) a 2h?

Derivamos (3.19) y luego reemplazamos en xy

(2x — T — xk+1) (21: — Tp_1 — ka) (21, —xp — xk—1)
Fil@) = - 2h2 T B2 +Upi1 2h2
de donde
—h L
wk:P}é(xk) = Uk—1 2—h2—uk-0+u,€+1.2_h2
y asi

Uk4+1 — Uk—1

2h

Wy =

Y considereando la periodicidad (3.12), se tiene la matriz de diferenciacién

dada en (3.15).
3.1.1. Matriz de diferenciacion de orden de aproxima-
cién 4
Consideramos ahora los polinomios de interpolacién de grado a lo més 4,
Pi(zrsj) = ugsj, J=0,1,2, wyp = P(zy).

y consideremos la periodicidad:

U_1 = Uy Up+1 = W

; (3.18)

U = Up-—1 Upt2 = U2
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Procedemos en forma similar utilizando los polinomios interpolantes de
Lagrange y tenemos que para los nodos xy_s, Tx_1, Tk, Tk+1 Y Trr2 €l polinomio

interpolante de Lagrange es

Pi(z) = g—2(x) - up—24+9-1(2) ur—1+g0(x) - up+91(2) - Up1+ g2 () - up12 (3.19)

donde los g;(z), i = —2,—1,0, 1,2, son los polinomios bésicos de Lagrange en

los nodos respectivos x;,

(@ — k1) (& — 2p) (2 — Tpp1) (T — Tpy2)
24p4

(= wp) (& — k) (¥ = Tp41) (& = Thyo)
—Gh4

(x — 2 2) (v — 2p1) (T4 — Tp1) (T — Try2)
4h*

go(x) =

(= wp) (& = wp1) (z = @) (& = Thyo)
—GhA

gi(r) =

(# — 2p—2) (x — 2p1) (2 — 33) (T — Tpy1)
24h*

g2(x) =
Al derivar Py(z) y evaluarlo en zj, y teniendo en cuenta que wy = P (xy)
obtenemos una férmula aproximar la primera derivada

1 1 2 2 1
we =5 | gtz T k-1 + Ukt~ o U2 (3.20)

Esta formula de aproximacién es de orden 4. Veamos las matrices que se
originan para algunos valores de n considerando (3.20) y la periodicidad (3.18).

(o) m=1u_1=1uy Ug=1u; Uz =1Uj, Ug = Up

11 2, 2 1 _1(0>
U=\ %17 gl gz = s | =5 (0t
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() M =2 u_1=uy, U= Up; U= Ui, Ug = Uy

1 /1 2 2 1 1
w, = E Eu_l—guO—l-g'U/g—E’U,g :E(OU1+OU2)

1 /1 2 2 1 1
Wy = E EUO—§U1+§U3—EU4 :E(Oul—l—OuQ)

En forma matricial es:

w1 1 00 U1q
Wa 0 0 U9
——
=Ds

1
— 1,U2:ED2"U,2

() M =3:u_1 =uy Up = U3} Us= U, Us = U,

1/1 2 2 1 1 9 9

= g (g Gt = g ) = 5 (G- gw)
1 /1 2 2 1 1 9 9

Wy = E (EUO — g'U/l + §U3 — E'LL4) = E . <—§U1 -+ §U3>
1/1 2 2 1 9 9

wp = g (E“ ~gUatgua - E“) =% (5“1 - g“?)

En forma matricial es:

w1 0 % —g (51
= l 9 9
Wa - h -3 0 3 U9
W3 % —% 0 us
—Ds
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() m=4:u_q =us U= Uy, Us= U, Ug = Ug,

1 /1 2 2 1 1 2 2
vy (E“—l B E“) h (3“2 - 5“4)
1 /1 2 2 1 1 2 2
T (E“" B E“) TR (‘5“1 " 5“3)
1 /1 2 2 1 1 2 2
Wi T (E“ BERRE ﬁ“5> n (—5“2 i 5“4)
1 /1 2 2 1 1 2 2
“T (E“ EERAEE E“6> “h (5“1 B 5“3)

En forma matricial es:

2 2
w1 0 3 0 -3 Ui
2 2
Wa 1 -3 0 3 0 (%)
T h

2 2
W3 0 3 0 3 us
Wy 2 0 —% 0 Uy

A ~~ o
=Dy

1
—— 'LU4:ED4"U,4

Podemos observar que las matrices de diferenciacion son circulantes,
entonces para las siguientes matrices solo evaluaremos w; y generamos la
matriz D,,.

() M =05 u_1=1uy up=us; Ug= Ui, Uy = Uy,

1 /1 2 2 1
W=y EU_1_§UO+§U2_EU3

1/2 Lo, )
= —| zus— —=us+ -—us— -u
R\3 2 123" 1274 37"

En forma matricial es:
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S

99

(.) n = 6: U_1 = Uz, Ug = Ug, U7 = U, U — U2,

En forma matricial es:

Ws

We

SRS

2 1 1 2
O 5 -2 1z 3 U
2 2 1 1
3 0 3 T12 12 U2
1 2 2 1 ].
3 3 0 3 5 (!
1 1 2 2
5 1 —3 0 3 Uy
2 1 1 2
5 —12 1 —3 0 Us
=Ds
1
— ws = —Ds-us
h
1 1 2 . 2 1
— | mU_1 — U+ U2 — U3
h \ 12 3 3 12
1 /2 1 n 1 2
T\ U2 — T5U3 T —SUs — U6
h \3 12 12 3
2 1 1 2
0 3 5 0 12 3 Uy
2 2 1 1
5 0 3 z 0 5 U
1 2 2 1
12 3 0 3 T 12 0 u3
1 2 2 1
0 3 3 0 3 s Uy
1 1 2 2
5 0 5 -3 0 3 us
2 1 1 2
3 iz 0 12 5 0 U
/
TV
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() Mm=T u_q=ug U =Ur; Ug= Ui, Ug = Ug,

1 /1 2 n 2 1
wy = — | —=U_1— U+ ZUs — —U
! Ah\12 ' 3°737% 12°
_olf2o1 12
T op\3 T TRt 3
En forma matricial es:
2 2 1 1
1 2 2 1
ws 12 -3 0 3 — 13 0 0 us
1
= — 1 2 1
1 2 1
1 1 2 2
2 1 1 2
—Dr

1
— 'lU7:ED7"U,7

Generalizando para cualquier n, tenemos que la representacion matricial
para la aproximacion de la primera derivada por medio de diferencias finitas

de orden cuatro, dada en (3.20), es

w, = —D, - u, (3.21)
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donde la matriz D,, estd dada por

1 _ 2
12 3
_1 1
12 12
2
3
D, = 0 (3.22)
_2
3
_1 1
12 12
1

y se denomina matriz de diferenciacién de orden 4, O (h*).

Observamos que el operador D,, dado en (3.15) y (3.22) es antisimétrico:

DI = —D,,.



CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

4.1. Matrices de Diferenciacion de Chebyshev

Una de las ventajas de las matrices de diferenciacion es que se puede aproximar
derivadas de mayor orden con solo realizar multiplicaciones de ellas. Es por

ello que veremos ahora las matrices de diferenciaciéon de Chebyshev.

Los polinomios de Chebyshev son funciones definidas en el intervalo [—1, 1]

y obedecen a la regla de recurrencia:
Thii(z) =2x-Ty(z) — Thq(z), n>1 (4.1)

donde

To(x) =1, Ti(z) = =. (4.2)

Las funciones dadas en (4.2) son llamadas las condiciones iniciales. Estos
polinomios son un caso particular de una familia de polinomios ortogonales
dadas en el siguiente teorema, cuya demostracién puede verse en (Zarowski,

2004).
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4.1.1. Teorema. Cualesquier tres polinomios ortogonales estdn relacionados

por la formula de recurrencia de tres términos:

D, 1(x) = (Az+ B) - @,(x) + Cp - D1 (), (4.3)
donde )
q)n—H n+1
An - : ’
(I)n,n
Bn _ (I)n+1,n+1 . ( cI)n—s—l,n i (I)n,n—l) : (44)
(I)n,n (I)n+1,n+1 (I)n,n
(I)n—i-l,n—H . CDn—l,n—l
S
(Zarowski, 2004). [ |

Algunos polinomios de Chebyshev se dan a continuacion:

TO — 1,
T1 = T,
T, = 222 -1,
(4.5)
Ty = 4a® — 3z,
T, = 8z*—8z%—1,
Ts = 162° — 2023 + bz,
Los ceros de los polinomios de Chebyshev en [—1, 1] estan dados por:
2k —1
xk:cos< 5 ~7r), k=1,2,...,n (4.6)
La derivada se puede obtener mediante
, n
T,(x) = (Toa(z) = T () (4.7)

2-(1—2?)
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De (4.7) y (4.1) se obtiene

T, 15, ()
2Tn(:v) - nill B n—l 1

Igualmente, de (4.8), se tiene

/ Ty (2) do = > - (T:Li(f) _ Tg—i(f)) e} (4.9)

Ademaés, de la ley recursiva de los polinomios de Chebyshev, (4.1), tenemos

1000 00 Ty 1
0100 0 0 Ty x
301000 Ty z?

= (4.10)
0320 % 00 Ty z?
20l 0 L0 Ty !
020 5 0 Ty z

El siguiente teorema nos da la generacién de las matrices de diferenciacién
de Chebyshev, cabe senalar que los polinomios interpolantes de Lagrange son

importantes para la construccién de esas matrices.

4.1.2. Teorema. Para cada n > 1, la matriz de diferenciacion espectral de
Chebyshev D,,, la cual es una matriz cuadrada de orden (n+1) X (n+1), tiene
por entradas a: (Trefethen, 2000)

_2n2—|—1

(D=2 (D= -2 (4.11)
_x,
(Dp)jyj = ——3 | j=1,..n—1 (4.12)
21— a?)
: -1 i+7
(Dy)ij = = ( _) i, i j=1,.n—1 (4.13)



donde

La forma de la matriz D,, es

1

, 1=00n

, en otro caso.
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(4.14)

IN? 41

L(=1)

e x; \ 2(1 —r‘ ) h

1 (=1

2 1+

— (=1

Los zj, del Teorema (4.1.2) son los puntos de red de Chebyshev, es decir

los puntos de Chebyshev:

k

T = COS
n

. ), k=0,1,...,n

(4.15)

Asi, para el caso n = 1 tenemos que los z;, (k =0, 1) son

1

0
Ty = COS (—~7r) =cos (0) = 1; ;U1:COS<

1
1

— - T

):mqm:_1
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Construyendo el polinomio interpolante de Lagrange para esos nodos junto con

los datos ¥y v 1, respectivamente:

T — X T — Xg 1 1
P p— . . —_ — . 1 —_ — . _1
2(x) g Wt =y (e +1) =5 -wlr —1)

Su derivada es

1 1
}é(m):: 2 “Yo — 5 "

Es decir
le(ﬂﬂoz 1) = %'yo—%'?h Pg’(xo) % —% Yo
e —
Py(r; =—1) = Lo = 1. Py(x1) 1 _1
2\ 41 2 Yo 2 Y 241 2 2 n

Si hacemos wy = Pj(xo) y w1 = Pj(x1) tendremos

1 1
Wo 53 T3 Yo o .
1 1
wy 3 T3 Y1
———
= Do

En forma similar, si hacemos n = 3, tendremos los nodos de Chebyshev:

1 1
x0:17 x1:§7 $2:—§, $3:—1

y el polinomio interpolante de Lagrange, Ps(x), y su derivada, Pj(z), son

Py(z) = Lo(z)-yo+ Li(w) -y + La(x) - y2 + Ls(z) - y3

Py(x) = Lo(x)-yo + Li(x) -yr + Lo(x) - yo + Li(x) - ys

donde
(Lo<x) = 2a-Da+E+l) = Ljx)= 2lbel
Li(z) = —4a-DE+E+1) = Li(r)= =2 ded
Lyw) = fe-D—3)+1) = Lin)= 5=
| Li(2) = —f@-DE-Pa+y) = Lin)= =g
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Ahora, hacemos wy, = Pj(xg), k = 0,1,2,3, y tendremos la representacion

matricial

19 4 1
Wo I S T N R
w1 1 —% -1 % Y1
1 1
W9 -3 1 3 —1 Y2
1 4 19
w3 : 73 4 %) \»
= Ds

Supongamos que n = 12 y tenemos la funcién y = §(x) : delta de Dirac con

soporte en xg = —5 entonces

Prale) = 3 Lale) - 6(ek) = Pla(a) = D Li(x) - 8(a)

Para n = 12 los nodos son

o= 1, owm o= £ =
T3 = \/Li y L4 = % , X5 = —_5?\2/5,
o= 0, = _@%ﬁ’ , Ty = —3,
o=~ . om0 = —% . an = -5
T12 — —1.

y en vista de que el soporte es en xg = ~5 tenemos

Li(x7) = —4.14626, Li(xs) = 0.333333, Li(zg) = 4.82843

estas son las pendientes dadas en la matriz de diferenciacion

(Dlg)&g - —414626, (D12)979 - 0333333, (D12)1079 - 482843
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La matriz de diferenciacién D5 de orden 13 x 13 es:

48.167 —58.696 14.928 —6.828 4.000 —2.698 2.000 —1.589 1.333 —1.172 1.072 —1.017 0.500
14.674 —7.210 —10.010 3.864 —2.146 1.414 —1.035 0.816 —0.682 0.598 —0.546 0.518 —0.254
—3.732 10.010 —1.732 —6.292 2.732 —1.647 1.155 —0.889 0.732 —0.636 0.577 —0.546 0.268
1.707 —3.864 6.292 —0.707 —4.828 2.231 —1.414 1.035 —-0.828 0.707 —0.636 0.598 —0.293
—1.000 2.146 —2.732 4.828 —0.333 —4.146 2.000 —1.318 1.000 —0.828 0.732 —0.682 0.333
0.675 —1.414 1.647 —2.231 4.146 —0.139 —3.864 1.932 —1.319 1.035 —0.889 0.816 —0.397
D12 = |-0.500 1.035 —1.155 1.414 —2.000 3.864 —0.000 —3.864 2.000 —1.414 1.155 —1.035 0.500
0.397 —0.816 0.889 —1.035 1.319 —1.932 3.864 0.139 —4.146 2.231 —1.647 1.414 —0.675
—0.333 0.682 —0.732 0.828 —1.000 1.318 —2.000 4.146 0.333 —4.828 2.732 —2.146 1.000
0.293 —0.598 0.636 —0.707 0.828 —1.035 1.414 —2.231 4.828 0.707 —6.292 3.864 —1.707
—0.268 0.546 —0.577 0.636 —0.732 0.889 —1.155 1.647 —2.732 6.292 1.732 —10.010 3.732

0.254 —0.518 0.546 —0.598 0.682 —0.816 1.035 —1.414 2.146 —3.864 10.010 7.210 —14.674

—0.500 1.017 —1.072 1.172 —1.333 1.589 —2.000 2.698 —4.000 6.828 —14.928 58.696 —48.167

En la Figura (4.1), se observa el polinomio interpolante de Lagrange de grado
12, Py, de la funcién §(x) con soporte en xg = —% y las tangentes en los nodos

respectivos.

Figura 4.1. Polinomio interpolante de Lagrange de grado 12, de é(x), junto con las

tangentes en los nodos.
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4.1.1. Uso de D, para una funciéon no periédica y suave

Consideremos la funcién f(z) = e *cos (5z). Aplicamos D,,, para n = 10 y
n = 20. En la Figura (4.2), se observa la funcién f(z) y el error de la derivada

f'(x). Si tomamos n > 20, el error es del orden menor a 1071°.

Figura 4.2. Diferenciacién de Chebyshev de f(z) = e~ 7 cos (bx).

u(x), N=10 error in u'(x), N=10

» 10710 error in u'(x), N=20

& 5 A b o 9~ &

Consideremos a las funciones fi(z) = |z?|, cuya 3ra derivada no es acotada

n[—1,1], fo(z) = e_a%?, que es C—infinito, f3(x) = , que es analitica en

2 +1
[—1,1], v fa(z) = 2'°, que es polinomial.

En la Figura (4.3), se observa la precisién de la derivada espectral para la

cuatro funciones anteriores. Para |z3|, el error es del orden menor a 1072 con

1
n > 10. Para e 22 es del orden menor a 1072 si n > 20. En la funcién x++1 es



error

error
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del orden menor a 1075, n > 20. Y en 2%, es del orden menor a 1073, n > 20.

Figura 4.3. Precisién de la derivada espectral de Chebyshev para cuatro funciones de

suavidad creciente.

1010 4

1015 F ]

N

1/(14x%)

10100 4

10715 C L L L ]

4.2.

error

error

1010

1015

exp(x?)

El Operador de Laurent

40

Hemos trabajado con matrices de diferenciacion hasta de orden cuatro, sin

embargo la idea es, si fuera posible, conseguir matrices de diferenciaciéon con

aproximaciones de orden infinito. Esto es lo que nos lleva a una matriz especial,

la matriz infinita, llamada el Operador de Laurent.
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SRS
o

(4.16)

[N

T

Esta matriz es antisimétrica (DT = — D). Fisicamente no se puede trabajar

con matrices infinitas, es por ello que para n par se utilizan polinomios

trigonométricos y la matriz de diferenciacion que se obtiene es

1
— 0 4.1
) | (417)

Comparamos el orden de precisién de la matriz dada en (3.22) y con la matriz

dada en (4.17).



error

error
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Figura 4.4. Orden de precisién espectral de diferencias finitas, (convergencia de 4to

orden), matriz (3.22).

Convergence of 4th-order finite differences
IR — T T

s N 4 ]
< . ]
Toes - . 4
10710 — - . —
1018 | | | L L
10° 10! 10? 10° 10*
N

Figura 4.5. Orden de precisién espectral con el operador de Laurent, matriz (4.17).

Convergence of spectral differentiation
T T T

* T T T El
. J
. T =

. E

(e 3

. El

. =

. L

. *le0n e @ -.' b E

| e %0 T4 i i T
10! 102

N

Observamos que el orden de convergencia en la matriz (3.22) es de
aproximadamente 107! con n > 1000. Sin embargo para la matriz dada en
(4.17) no se necesitan muchos puntos de red, es decir para n > 50 la precisién

es mas alta, aproximadamante 1071,
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4.3. Aplicacion

Consideremos la ecuacion de la propagacién de la onda unidireccional, con

coeficientes variables:

ou ou

M a@) =0, gla) = ;s e - ) (118)

5)
donde = € [0,27], ¢ > 0 con condiciones de frontera peridédica y condicion
inicial

” (JI, 0) _ 6—100(:0—1)2

La grafica de la solucién exacta del problema dado en (4.18) se muestra en la

Figura (4.6).

Figura 4.6. Solucién exacta del problema (4.18).

Y la grafica de la solucién utilizando el operador de Laurent, matriz (4.17),

se muestra en la Figura (4.7).
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Figura 4.7. Solucién mediante el operador de Laurent.

Si en la ecuacion (4.18) hacemos que g(x) = 0.4114+sin? (x — 1) tendremos

la grafica dada en Figura (4.8).

Figura 4.8. Solucién modificando la velocidad constante de la onda de 0.4114.

Los programas utilizados se encuentran en los anexos.



CONCLUSIONES

En el presente trabajo de investigacion, se ha comprobado que las matrices
de diferenciacién pueden ser utilizadas para aproximar la derivada de funcio-
nes, sean estas continuas, con discontinuidades, igualmente para la solucién
de una ecuacion diferencial parcial, como la ecuacién de la onda. Asimismo,
los polinomios de Lagrange juegan un papel crucial en la generacion de dichas

matrices.

En la solucién de una ecuacion diferencial parcial, la ecuacion de la onda, se
ha comprobado que el operador de Laurent da una aproximacion mas precisa

a la que dan las diferencias finitas.



RECOMENDACIONES

Se recomienda tener en cuenta que la matriz de diferenciacion se ha aplicado
a problemas periddicos. Sin embargo se sugiere analizar la funcién que actia
como condicion inicial, pues si practicamente se anula en los extremos, ésta se

puede considerar como periddica.
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ANEXOS

5.1. Convergencia: Diferencias Finitas

5.1.0.1. Programa. 1

% pl.m - Convergencia de diferencias finitas de 4to orden
% Para varios valores de N, configuramos la cuadricula en [-pi,pil

%y la funcién u(x):

Nvec = 2.7(3:12);
clf, subplot('position',[.1 .4 .8 .5])

for N = Nvec

=g
]

2xpi/N; x = -pi + (1:N) '*h;

o
]

exp(sin(x)); uprime = cos(x).*u;

% Construccidén de matrices de diferenciacidén sparse de 4to orden:

e = ones(N,1);

D = sparse(1:N,[2:N 1],2xe/3,N,N)...
- sparse(1:N,[3:N 1 2],e/12,N,N);

D = (D-D')/h;

% Plot max(abs(D*u-uprime)):



error = norm(D*u-uprime,inf);

loglog(N,error,'.', 'markersize',15), hold on

end

grid on, xlabel N, ylabel error

title('Convergencia de diferencias finitas de 4to orden')
semilogy (Nvec,Nvec.” (-4),'--")

text (105,5e-8, 'N"{-4}"', 'fontsize',18)

5.2. Convergencia: Diferenciaciéon Espectral

5.2.0.1. Programa. 2

% p2.m - Convergencia del método espectral periddico

% Para varios valores de N (par), se configura la cuadricula:
clf, subplot('position',[.1 .4 .8 .5])

for N = 2:2:100

h = 2%pi/N;
x = -pi + (1:N)'*h;
u = exp(sin(x)); uprime = cos(x).*u;

% Construccién de la matriz de diferenciacién espectral:
column = [0 .5%(-1).7(1:N-1).*cot((1:N-1)*h/2)];

D = toeplitz(column,column([1 N:-1:2]));

% Plot max(abs(D*u-uprime)):

error = norm(D*u-uprime,inf);

loglog(N,error,'."', 'markersize',15), hold on

end
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grid on, xlabel N, ylabel error

title('Convergencia de diferenciacidén espectral')

5.3. Diferenciaciéon de Chebyshev

5.3.0.1. Programa. 3

% pll.m - Diferenciacidén de Chebyshev de funciones suaves
xx = -1:.01:1; uu = exp(-xx).*cos(b*xx); clf

for N [10 20]

[D,x] = chebi(N); u = exp(-x).*cos(5*x);
subplot('position',[.15 .66-.4*%(N==20) .31 .28])
plot(x,u,'.r', 'markersize',14), grid on
line(xx,uu, 'linewidth', .8)

title(['u(x), N=' int2str(N)])

error = D*u + exp(-x).*(5*sin(5*x)+cos(5*x));
subplot ('position',[.55 .66-.4*%(N==20) .31 .28])
plot(x,error,'.r', 'markersize',14), grid on
line(x,error, 'linewidth', .8)

title([' Error en u''(x), N=' int2str(N)])

end



5.4. Precision: Diferenciacion de Chebyshev

5.4.0.1. Programa. 4

% pl2.m - Precisién de la diferenciacién espectral de Chebyshev
% Calculo de las derivadas para varios valores de N:

Nmax = 50; E = zeros(3,Nmax);

for N = 1:Nmax

[D,x] = chebi(N);

v = abs(x)."3; vprime = 3*x.*abs(x); % 3ra derivada Variac. Acotada
E(1,N) = norm(D*v-vprime,inf);

v = exp(-x.7(-2)); vprime = 2.*v./x.”3; % C-infinity

E(2,N) = norm(D*v-vprime,inf);

v = 1./(1+x.72); vprime = -2*x.*v."2; % analitica en [-1,1]
E(3,N) = norm(D*v-vprime,inf);

v = x.710; vprime = 10%x.79; % polinomio

E(4,N) = norm(D*v-vprime,inf);

end

% Grafica de resultados:

titles = {'|x73|", 'exp(-x~{-2})"','1/(1+x72) "', 'x"{10}'}; cl1f
for iplot = 1:4

subplot(2,2,iplot)

semilogy(1:Nmax,E(iplot,:),"'.r', 'markersize',9)
line(1:Nmax,E(iplot,:), 'linewidth',.8)

axis([0 Nmax le-16 1e3]), grid on

set(gca, 'xtick',0:10:Nmax, 'ytick', (10).7(-15:5:0))

xlabel N, ylabel error, title(titles(iplot))

end

5.5. Solucion de Ecuacion de la onda

5.5.0.1. Programa. 5

% p6.m - Ecuacién de la onda con coeficiente variable

% Red, coeficiente variable, y condicidén inicial:

=
]

128; h = 2*pi/N; x = h*(1:N); t = 0; dt = h/4;
%c = 1/5 + sin(x-1).72;

.4114 + sin(x-1).72;

(@]
]

<
Il

exp(-100*(x-1).72); vold = exp(-100*(x-.2*dt-1).72);
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% Tamafio de paso en el tiempo para la férmula Leap

tmax = 8; tplot = .15; clf, drawnow
plotgap = round(tplot/dt); dt = tplot/plotgap;
nplots = round(tmax/tplot);

data = [v; zeros(mplots,N)]; tdata = t;

for i 1:nplots

for n 1:plotgap

t = t+dt; v_hat = fft(v);

w_hat = 1i*[0:N/2-1 0 -N/2+1:-1] .* v_hat;
w = real (ifft(w_hat));

vnew = vold - 2*xdt*c.*w; vold = v; v = vnew;
end

data(i+1,:) = v; tdata = [tdata; t];

end

Frog:

waterfall(x,tdata,data), view(10,70), colormap([0 O 1])

axis([0 2*pi O tmax O 5]), ylabel t, zlabel u, grid off
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