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Introduccion 

E n la Geometria diferencial uno de los temas de investigation que tiene en 
la actualidad una gran acogida son cl cstudio dc las superficies mmimas. Por 
primera vez fueron introducidas por Lagrange en 1762 [5], cuando este buscaba la 
solucion al problema de encontrar superficies con area minima para un contorno 
prcfijado. Un hccho quc hacc atractivas a las superficies mmimas cs quc pucden 
ser presentadas de diferentes maneras, en relation con distintas disciplinas. L a 
primera forma de representarlas fue dada por el mismo Lagrange, mediante 
un algoritmo para el ealeulo de variaciones, quien obtuvo el resultado, que las 
superficies minimas son aquellas superficies que localmente se pueden expresar 
como la grafica de una funcion el cual verifica la ecuacion diferencial: 

(1 + f D f y y ~ Vx.fy.fxy + (1 + = 0 (1) 

Esta ecuacion de segundo orden. se conoce en la literatura como ecuacion 
de Euler-Lagrange (posteriormente, ecuacion de los grafos mmimas) [1]. Sin em­
bargo, Lagrange no proportioned ninguna solucion nueva a parte del piano y el 
catenoide. E n 1776. Meusnier mostro que el helicoide tambien es una solucion 
de la ecuacion (1). Otra manera de representarlas fue dada por Meusnier, me­
diante una interpretation gcomctrica dc las solucioncs dc la ecuacion dc Euler-
Lagrange para tales superficies: "la semisuma de las curvaturas principales se 
anula identicamente (en todo punto de la superficie)" [3], esta cantidad se conoce 
actualmente, por sugerencia de Sophie Germain, como la curvatura media de la 
superficie. Hoy en dfa, esta caracterizacion es la que se ha tornado por defini­
tion de superficie minima. Tambien existe un punto de vista fisico desde el que 
contemplar estas superficies. J . Planteau observo hacia 1842 que las superficies 
minimas modelan matematicamente la forma que adoptan las pelfculas de jabon 
que se apoyan en un contorno de alambre fijo. Esto motivo lo que hoy se conoce 
como problema de Plateau, es decir, la formulation matematica de la existen-
cia o no de superficies mmimas con frontera prefijada. E n 1860, Weierstrass, 
construyc una representation local intuitiva dc las superficies minimas usando 

1 
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la representacion de Weierstrass. L a representacion de Weierstrass es un par de 
funciones de valor complejo (/, g), dcfinida sobrc un dominio simplcmcntc concxo 
U del piano complejo C,UcC tal que / es holomorfo, g es meromorfo, y fg2es 
holomorfo [5]. Esta teorfa tambien desarrollada por Enneper (1864) de forma in-
dependiente. E n este trabajo, representaremos a las superficies mmimas usando 
la denominada Representacion Canonica de Weierstrass, el cual consiste 
en la obtencion de formulas que representaran a superficies mmimas, y estas se 
obtieuen a partir de una relaeion entre las inmersioues mmimas y la representa­
cion de Weierstrass. Esta forma de representar a las superficies mmimas es util, 
pues permite expresar las principales caractensticas de una superficie mmima 
en terminos de las funciones de la representacion canonica de Weierstrass, como 
por ejemplo la curvatura Gaussiana. 

Este trabajo fue dividido en capftulos de la siguiente forma: 

E n cl capitulo 1, introducircmos algunas dcfinicioncs y rcsultados que scran 
usadas a lo largo de este trabajo, como algunos conceptos relativos a la Geo-
metna Diferencial de superficies enfocandonos en la primera y segunda forma 
fundamental, definiendo tambien una superficie mmima, culminando con algunos 
resultados de las funciones de una variable compleja. 

E n el capitulo 2, estudiaremos las superficies mmimas, algunas de sus pro-
piedades y nos enfocaremos en el estudio de la conexion de la superficie mmima 
y la variable compleja y el ultimo resultado que enunciaremos y probaremos es 
el teorema principal de este trabajo "la representacion canonica de weiertrass 
para superficies mmimas". 

E n el capitulo 3. daremos como aplicacion algunos ejemplos como calcular 
la curvatura Gaussiana en funcion de las dos funciones que intervienen en la 
representacion canonica de weiertrass y de como construir superficies mmimas 
a partir de "la representacion canonica de weiertrass para superficies mmimas". 

A l final daremos algunas conclusiones acerca del teorema de "la representa­
cion canonica de weiertrass para superficies mmimas". 

Las figuras presentes en este trabajo fueron hechas utilizando el programa 
Inkscape [10]. 



Capitulo 1 

Superficies Diferenciables y 
Variable Compleja 

E n este capi'tulo, daremos algimos resultados de las superficies diferenciables 
y al final daremos algunas definiciones y resultados de las funciones en una 
variable compleja. 

1.1. Superficies regulares 

E n esta seccion, introduciremos alguuos couceptos y resultados necesarios 
para el entendimiento de este trabajo, tales como: Superficies regulares, piano 
tangente, la primera forma fundamental, orientation de superficies, aplicacion 
de Gauss, segunda forma fundamental y superficies mmimas. 

Las superficies es uno de los conceptos mas importantes en el estudio de la 
topologi'a y las superficies diferenciables son estudiadas por la geometna diferen-
cial en la cual esta basada el trabajo, en esta seccion presentaremos la definition 
de las superficies diferenciables y algunos ejemplos. 

Las referencias utilizadas son: [3],[8]. 

Definicion 1.1. Un subconjunto M C E 3 es una superficie regular si, para cada 
p G M, existe un entomo V enR3 y una aplica,cionX : U —v VnM de un subconjunto 
abierto U de E 2 sobre V(lM C l 3 tal que ver Figura [3.2]. 

1. X es diferenciable. Esto significa que si escribimos 

X(u, v) = (x-^ti, v), x2(u, v),x3(u, v)). (u, v) G U, 

3 
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las funciones x,:L('u, v), x2(u,v), x3(u,v) tienen derivadas parciales continuas de 
todos los ordenes en U. 

2. X es un homeomorfismo. 

3. Condition de regularidad. Para cada q G U, la diferencial dXq : R 2 —> M3 es 
inyectiva. 

L a aplicacion X es Uamada de parametrizacion o un sistema local de coor-
denadas en un entorno de p. E l entorno V DM se denomina un entorno coor-
denado. 

Figura 1.1: Superficie regular M. 

Observacion 1.2. Primero calculemos la matriz de la aplicacion lineal dXq en las 
bases canonicas e.\ = (1,0), e-i = (0,1) de R 2 , de coordenadas (u,v), y h = (1,0,0), 
l2 = (0,1,0), k = (0,0,1) de R3, de coordenadas (x1,x2,x3). 
Sea q = {UQ,VQ). El vector e\ es tangente a la curva u —-» {u,v$) cuya imagen a traves 
de X es la curva 

u —> (x1(u,Vo).,x2(u,v0),x3(u,v0)). 

Esta curva imagen (denominada la curva coordenada v = VQ) esta contenida en M y 
tiene en X(q) el vector tangente 

dX _ (dx*_ ch?_ da?\ _ ! 2 3 . 
\du' du' duj-v*'*"***' 
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donde las derivadas estdn evaluadas en (uo,'̂ o) V el vector se expresa por sus coorde-
nadas en la base (hfh-.h)- En virtud a la definicion de diferencial, 

dXq(ei) — (xu, xu, xu) — Xu. 

De manera similar, utilizando la curva coordenada u = 7/0 (let imagen por X de la 
curva v —> («o, v)), obtenemos 

dXq(e2) = (xl,xl,xl) - X v . 

As%, la base de la aplicacion lineal dXp en la matriz referida es 

dXp = 

La condicion 1. de la Definicion [1.1] puede expresarse ahora pidiendo que los vectores 
columna de esta matriz sean linealmente independientes;o equivalentemente, que el pro-
ducto vectorial Xu x Xv ^ 0; 0 todavia de otra forma, que uno de los menores de orden 
dos de la matriz de dXp, es decir, uno de los determinantes jacobianos ^ x ^ ^ 0. 

Lema 1.3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a. Condicion de regularidad. Para cada q G U, la diferencial dXq : M 2 —>• M 3 es 
inyectiva, 

b. Los vectores | p son independientes , 

X 1 

•^u X 1 

V 
\ 

X 2 X 2 

T 3 
xu 

rp3 
XV J 

dX dX / A 
C- du X dv r u; 
d. La matriz Jacobiana J tiene rango 2, 3i,j : 1 < i < j < 3, tal que 

d{x\t 
d(u,i 

d(x\xi) , q 
j.,v) 1 

Demostracion: L a prueba viene directamente de la Observacion [1.2]. • 

Proposicion 1.4. Si f : U —> M. cs una funcion difcrcnciablc sobre un conjunto 
abierto U de WL2, entonces la grdfica de f , es decir, el subconjunto de M 3 dado por 
(x,y, f(x,y)) para {x,y) G U, es una superficie regular. 

Demostracion: Basta con demostrar que la aplicacion X : U —» R 3 dada por 

X(u,v) = (u,v.J{u,v)), 



1.1. Superficies regulares 6 

es una parametrizaeion de la grafica cuyo entorno coordeuado recubre cada punto 
de dicha grafica. La condicion 1 se satisface claramente y la condicion 3 tampoco 
ofrece dificultad alguna pues, dado p e U, Xu — (1,0, f u ) y Xv = (0,1, /„) asf 

dXp = 

Entonces d(x,y)/d(u,v) = 1 ^ 0 . Finalmente, cada punto (x,y.z) de la grafica 
esta en la imagen mediante X del punto unico (it, v) = (x, y) £ U. Por esta razon 
X es inyectiva y, ya que X - 1 es la restriction a la grafica de / de la proyeccion 
(continua) de M 3 sobre el piano xy, X es continua. • 

Proposicion 1.5. Sea M c l 3 una superficie regular y p e M. Entonces existe un 
entorno V de p en M tal que V es la grafica de una funcion diferenciable que tiene 
una de las tres formas siguientes: z = f(x, y), y — g(x, z), x = h(y, z). 

Demostracion: Sea X : U C E 2 —> M una paramctrizacion dc M en p, y 
escribamos X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) G U. Por la condicion 3 de la 
Definicion [1.1], supongamos sin perdida de gener alidad que el determinantes del 
jacobiano 

m ^ c , 
o(u, V) 

donde X~l{p) = q. consideremos la aplicacion TT OX : U —> R2, donde 7r es la 
proyeccion ix(x,y,z) = (x,y). Entonces n o X(u,v) = (x(u, v),y(u,v)), y , como 
| j ^ ( g ) 7̂  0. podemos aplicar el teorema de la funcion inversa para garantizar la 
existencia de entornos Vi de q, V2 de it o X(q) talque TT o X aplica Vi difeomorfi-
camente sobre V2. Se sigue que n restringida a X(Vi) = V es inyectiva y que hay 
una inversa diferenciable (TT o X ) - 1 : V2 — > Vi. Observese que, como X es un 
homomorfismo. V es un entorno de p en M. Si componemos ahora la aplicacion 
(TTOX)'1 : (x,y) —> (u(x,y),v(x,y)) con la funcion (u,v) —> z(u,v), encontramos 
que V es la grafica de la funcion diferenciable z = (u(x.y),v(x,y)) = f(x.y), y 
asf obtcncmos lo quc qucnamos. • 

Proposicion 1.6. (Cambio de pardmetros). Sea p un punto de una superficie 
regular M, y sean X : U C M 2 —> M, y Y : V C I 2 —> M dos parametrizaciones de 
M tal que p e X(U)DY(V) = W. 
Entonces el cambio de coordenadas h = X~L o Y : Y - 1 ( W ) —» X _ 1 ( W ) es un difeo-
morfismo; es decir, h es diferenciable y tiene inversa diferenciable. 
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Una demostraeion de esta proposition esta dada en pagina 80 del texto de 
referenda [3]. 

1.1.1. Superficies Orientables 

Una superficie es orientable cuando ella es posible distinguir el lado de arriba 
y el lado de abajo de la superficie, de modo que un observador, alH ubicado 
puede distinguir izquierda de derecha en cada punto de la superficie. 

Definicion 1.7. Se dice que un superficie regular es M es orientable si es posible 
recubrirla con una familia de vecindades coordenadas de modo que si un punto p per-
tenece a 2 vecindades coordenadas de esta familia, entonces el cambio de coordenadas 
tiene el Jacobiano con determinante positivo en p. 

Ejemplo 1.8. Daremos a seguir un ejemplo de superficie no orientable; la que deno-
mina banda de Mobius. Esta superficie se obtiene al comiderar el circulo S1 dado 
por x2 + y2 = 4 y el segmento abierto AB del piano yz dado por y = 2, \\z\\ < 1. Move-
mos el centro c de AB a lo largo de S1 y giramos AB alrededor de c en el piano cz, de 
manera que cuando c recorra un dngulo u, AB haya rof.ado un dngulo u/2. Cuando c 
completa un recorrido alrededor del circulo, AB retorna a su posicion inicial, con sus 
extremos invertidos, ver Figura [1.2]. 

A B 

Figura 1.2: Superficie Mobius. 

Resulta, evidente, geom.etricam.ente, que la banda de Mobius M es una superficie 

http://geom.etricam.ente
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regular no orientable. Vamos a dar un demostracion anaUtica de este hecho. Una pa­
rametrizacion para la banda de Mobius esta dado por 

X(u. v) = ^ ^2 — v sin ^ sin it, ^2 — v sin ^ cos u, v cos . 

donde 0 < u < 2ir y —1 < v < I. El entorno coordenado correspondiente suprime los 
puntos del intervalo abierto u = 0. Al tomar entonces el origen de la u en el eje x 
obtenemos otra parametrizacion X dada por 

X(u, v) = ^ ^2 — v sin ^ + ^ sin u, ^2 — v sin ^ cosi/,, v cos 7T u 
3 + 2 . 

cuyo entorno coordenado suprime el intervalo u = n/2. Estos dos entomos coornenados 
recubren la banda de Mobius y pueden utilizarse para demostrar que es una superficie 
regular. Observese que la intersection de los dos entomos coordenados no es conexa 
sino que consta de las dos componentes conexas: 

Wi = {X(u,v) : ̂  <u<2n}., 
jw 

W2 = {X(u,v):0<u<^}. 

El cambio de coordenadas viene dado por 

_ 7T _ T T 7 _ 37T _ T T _ 
u = u— -, v = v, en Wi, y u=— + u, v = — v, en W2. Zi d» 

Se deduce que 

d(U,v) . . T T . din,!!) . n TT T 
- ) - 2 - ( = l > 0 en Wu y = - 1 < 0 en W2. d(u,v) o(u,v) 

Para demostrar que la banda de Mobius es no orientable, podemos suponer que el 
cambio de coordenadas siempre es positivo. Por tanto como podemos ver, el jacobiano 
del cambio de coordenadas es —1 en Wi o W2, dependiendo de que cambios del tipo 
u —-> v, u —> v se hubieran efectuado. Si p es un punto de esa componente de la 
intersection, entonces 

d(u, v). _ d(u, v) 
d(u,v) d{u.vY 

lo que constitute una contradiction. 

E n adelante solo consideraremos superficies orientables. 
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1.2. Piano tangente 

E n esta section mostraremos que a eada punto p G M podemos asociarlo 
naturalmente un piano, conocido como piano tangente. Asi sea M una superficie 
regular con X : II c M2 —> M una pararnetrizacion de M esto es X(u,v), 
{u,v) G U. Considerando u y v como funciones diferenciables de un parainetro 
t, t G I C R, obtenemos una curva diferenciable a : I —v M dada por a(t) = 
X(u(t),v(t)) cuyo trazo esta contenido en la superficie descrita por X. Una curva 
a definida asi es una curva de la superficie. Vamos a definir un vector tangente 
a la superficie como siendo un vector tangente a una curva de la superficie. 
Considerando 0 : I —> U, definida por /3(t) = (u(t),v(t)), t e / tenemos que 
a(t) = X(u(t),v(t)) — X(l3(t)), asi a = X o Mas precisamente. 

Def in ic ion 1.9. Sea M una superficie regular, p € M con X : U C R 2 —> M 
una parametrizacion tal que p G X(U), decimos que un vector u> de M 3 es un vector 
tangente a M en p, si u = a!(t0) = dX(fi(t0))ft'(t0) = ft(X o ft)(t0), donde a.(i) = 
X(/3(L)) es una curva de la superficie, p = a(lo) = X(q) tal que = (u(lo), V(IQ)) = 

(UQ,VQ) = q, ver Figura [1.3]. 

Figura 1.3: Piano Tangente TPM. 

Los vectores Xu(UO:VQ) y Xv(UQ,VQ) son vectores tangentes aX en (UQ,VQ), ya que 
son tangente a las curvas coordenadas de X. 

Definic ion 1.10. E piano tangente a M en p = X(UQ. VO) es el conjunto de todos 
los vectores tangente a M en p = X(uo, vo), que denotamos por TPM. 

Proposicion 1.11. Sea M una superficie regular y X : U C M 2 — ) • M una para­
metrizacion de M y dado p = X{q) e M, q = {V^,VQ) e II. Entonces, TpM es un 
conjunto de vectores obtenidos como combinacion lineal de Xu(UQ, VQ) y Xv(UQ, VQ). 
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Una demostracion de esta proposicion esta dada en pagina 133 del texto 
referenda [7]. 

Observation 1.12. Dado que, el piano tangente a M en cadap = X(uo, VQ) esta dado 
por 

TPM = {aXu(u0,vQ) + bXv(u0,v0) : a,b <E E } . 

Como el vector normal a TPM es dado por el vector Xu(UQ,VQ) X XV(UQ, VQ), tenemos 
que 

V = (x,y,z) G TpM 4=> (V,Xu(u0,v0) x Xv(u0,v0)) = 0. 

Definicion 1.13. Dada una parametrizaeionX de una superficie regular M y seap = 
X(UQ, VQ) e M, sabemos que Xu(UQ,VQ) XXv(UQ.VQ) es un vector no nulo y ortogonal el 
piano tangente, TpM generado porXu(uo, vo), Xv(uo,vo), definimos el vector normal 
unitario a la superficie regular en p por 

AJf ) = Xu(UO;vo) X Xv(uOivo) 
II Xu(uQ. VQ) X Xv(u0, VQ) \\' 

1.3. Primera Forma Fundamental 

L a primera forma fundamental es la expresion de como la superficie M he-
reda el producto interno natural de E 3 . Geometricamente, nos permite hacer 
mcdicioncs cn la superficie (longitud dc curvas, angulos cntrc vectorcs tangente, 
area de regiones) sin necesidad de referirnos al espacio ambiente E 3 que contiene 
a la superficie. 

Definicion 1.14. La primera forma fundamental de una superficie regular M en 
p e M esta dada por la forma cuadrdtica Ip definida por 

Tp : TpM —> E , 

definida por 
IP(V) = {V, V) =|| V ||2

; para todo V € TPM. 

Como TPM C E 3 , tenemos que IP{V) = x2+y2 + z2, donde V = (x, y, z). Por otro lado, 
sea X : U —>• M una parametrizaeion de M tal que p £ U C M y usando el hecho 
que {Xu(UQ.VO),Xv(UQ,VQ)} es una base deTpM, podemos determinar los coeficientes 
de Ip, como sigue, supongamos que 

V = aXu(u0, v0) + bXv(v.Q, v0) e TpM a, beR. 



1.3. Primera Forma Fundamental 11 

Entonces 

— iaXu(uo, v0) + bXv(uo, v0),aXu(u0, v0) + bXv(u0, v0)), 

= a2(Xu(uo,vo),Xu(uo,v0)} + 2ab{Xu(u0,vo),Xv(uo,vQ)) + b2(Xv(u0,v0),Xv(uo 

Es decir la primera forma fundamental Ip queda detcrminada por los coeficientes E, F 
y G, conocidas como los coeficientes de la primera forma fundamental y estdn 
definidas por 

#(«o,«o) = { X U ( U Q , V Q ) , X U { U 0 , V Q ) ) , 

F(uo,v0) = {XU(UQ,VQ),XV(UO,V0)) = (Xv(u0,vo),Xu(uo,v0)), 

G(uo,v0) = (Xv(uo,vo),Xv(uo,vo)). 

Luego la matriz que representa Ip en la base {XU,XV} es dada por 

I = ( E F \ = ( (Xu,Xv) 
p \F G J { (XU,XV) (XV,XV) 

Aplicaciones, 

• L a longitud de arco de una curva parametrizada a : I —> M viene dada 
por 

•<t)= f w ( m = t v r W m d t 
Jo Jo 

• E l angulo 6 bajo el que se cortan dos curvas parametrizadas a : I —> M, 
/3 : / —> Ment = to viene dado por, 

c o s ( 0 ) - ( " W . W O ) 
c o s W " \*'(t0W(t0)\> 

en particular, el angulo ij; entre las curvas coordenadas de una parametri-
zacion X(u,v) es 

{XU.XV) F cos (ip) — \XU\\XV\ JEG" 

Una otra aplicacion de la primera forma fundamental es el calcuio de regiones 
limitadas por superficies regulares. 

Definicion 1.15. Sea R c M una region de una superficie regular contenida en el 
entorno coordenado de una parametrizacion X : U C R 2 —> M. El numero positivo 

A(R) = J J \\XuxXv\\ dudv., Q = X~\R), 
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Se denomina area de R. 

Observemos que || Xu x Xv ||2 +(XU,XV)2 =|| Xu ||2|| Xv || 2, entonces 
|| Xu x X v ||= y/EG - F2. Asi de la Definicion [1.15], tenemos que A{R) en termi-
nos de los coeficientes de la primera fundamental puede ser escrita como 

1.4. La Aplicacion de Gauss y la Segunda Forma 
Fundamental 

E n esta section definiremos una herramienta muy importante conocida como 
la aplicacion de Gauss, esta aplicacion nos perinitira obtener mas information 
de la superficie al cual esta asociada esta aplicacion. 

Definicion 1.16. Sea M un superficie regular. S2 la esfera unitaria centrada en el 
origen de M 3. Definimos la aplicacion de Gauss como la aplicacion N : M —> S2 

que transforma cada punto p, p € M, en N(p), N(p) £ S2, la extremidad final del 
vector paralelo al vector normal unitario a M en p y con origen en el centro de la 
esfera S2, ver Figura [1.4]. 

Observacion 1.17. La a,plicacion de Ga,uss N es diferenciable. Por abuso de nota-
cidn, indicamos por N(p) — ||x"xjic„|| donde X : U —)• M es una pararnetrizacion de 
M en un punto p = X(u,v). La aplicacion Gauss es diferenciable y la derivada dNp de 
N en p, p £ M es una aplicacion de TPM en T^^S2. 
Como TPM y T^^S2 son pianos paralelos asidNp puede observarse como una aplica­
cion lineal en TPM. 

Q 

Figura 1.4: L a aplicacion de Gauss de M. 
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Ejemplo 1.18. Si la superficie regular es una esfera centrada en el origen y radio r, 
entonces la aplicacion de Gauss es simplemente dado por el vector position normaliza-
do. 

dNp(v) = v. 

Teorema 1.19. La derivada dNp : TPM —> TPM de la aplicacion de Gauss es una 
a,plication lineal autoadjunta, es decir 

(dNp(v),u) = (v, dNp(uj)), para lodo 'u, LO G TPM. 

Demostracion: Como dNp es lineal, bastamostrar que (dNp(w1),w2) = {wi, dNp(w2)) 
para una base {wi,w2} de TPM. Sea X(u,v) una parametrizacion de M en p y 
{XU,XV} la base asociada de TPM. Si a(t) = X(u(t),v(t)) es una curva parame-
trizadaen M, con a(0) = p, tenemos 

dNp(a'(0)) = dNp(Xuu'(0)+Xvv'(0)), 

= ftN(u(t),v(t)\t=o., 
= Nuu'(0) + Nvv'(0), 

en particular, dNp(Xu) y dNp(Xv) = Nv. Por lo tanto, para probar que dNp es 
autoadjunta, basta con demostrar que 

(NU,XV) = (XU,NV). 

Para ver esto, tomemos las derivadas de (N,XU) = 0 y (N,XV), con respecto a v 
y u, respectivamente , y obtenemos 

(NV,XU) + (N,Xuv) =0, 

(Nu,Xv) + (N.Xvu) = 0. 

Luego, 
( J V t t ) ^ > = -(N,Xuv) = (NV,XU). 

• 

Definicion 1.20. Sea M una superficie regular ypeM. La aplicacion I I P : TpM —> 
M definida por 

Up(v) = -(dNp(v),v), 

es Uamada la segunda forma fundamental de M en p. 

Ejemplo 1.21. Sea M = {(x,y,z) G M 3; x2 + y2 = 1} el cilindro. Hallemos Up(v). 
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Solucion: Calculando TV : M —> S2, tenemos 

N{x,ytz) = {x.y.O), 

cuya derivada en p es 

dNp(u>) = (wi.t^.O), 

donde, w = (wi..w2,w3) e TPM entonces 

UP(V) = -{dNp(v),v) = <(vi,«2,0).(ui,U2,V3)> = -vl + vl 

• 

Definicion 1.22. Sea C una curva regular en M que pasa porp e M, K, la curvatura 
de C enp, y cos(6) — (n. TV), donde n es el vector normal a C y TV es el vector normal 
a M en p. El numero KN = KCOS(9) se denomina la curvatura normal de C C M en p, 
ver Figura [1.5]. 

II Protf? 11=11 KCOS(6)N | | = K | . 
Observacion 1.23. La curvatura normal de C no depende de la orientacion de G 
sino cambia de signo con un cambio de orientacion de la superficie. 

N(p) 

Figura 1.5: Curvatura normal de C. 

Expresemos la segunda forma fundamental en terminos de la curvatura nor­
ma l Sea a: I —> C una parametrizaeion de C con a(0) = p parametrizada por 
longitud de arco. 
Sea 0{s) = (TV o a)(s) Entonces, 

(P(s), o!(s)) = 0, para cada s € 1. 
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Derivando, 

{P(s),a"(s)) + {p'(s).a'(s)) = 0., 

(f3(S),a"(s)) = -(p'(s),a(s)). 

Luego, 
Hp(a'(0)) = -{dNp(a'(0)),a'(0)}, 

calculando 
Up(cy'(0)) = KN. 

Por tanto la segunda forma fundamental mide 1lp en un vector v unitario, mide 
la curvatura normal de alguna curva que pasa por p con vector tangente unitario 
v en p. 
Sea X(u, v) una pararnetrizacion en un punto p e S de una superficie S. y sea 
a(t) — X(u(t),v(t)) una curva parametrizada en M, con a(0) = p. Procediendo 
de manera semejante a como lo hicimos con la primera forma fundamental, 
podemos calcular los coeficientes asociados a la expresion de la segunda forma 
fundamental en la base {XU,XV} de TPS. Estos coeficientes, que denotaremos 
por e,.f,.9, pueden calcularse en terminos de X y de N. 
Para simplificar las notaciones. adoptaremos la convencion de que todas las 
funciones que aparecen mas abajo representan sus valores en el punto p. 
E l valor de la tangente a a(t) en p es 

a' = Xuu' + Xvv\ 

y 
dN(o?) = dN(u(t),v(t)) = Nuu' + Nvv'. 

Luego. la expresion de la segunda forma fundamental en la base {XU,XV} viene 
dada por: 

Up(a') = -{dN(a'),a'), 

= -<d7V(u(t), «(*)), nO, 

= (Nuu' + Nvv', Xuv! + Xvv'), 

= e(u')'2 + 2fu'v' + g ( v f . 

Y puesto que, (N,XU) = (N,XV) = 0, tenemos 

e = -(NU,XU)=(N,XUU), 

f = -(NV,XU) = (N,XUV) = (N,XVU>= -(NU,XV), 

g = -(NVXV) = (N.XVV). 
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1.5. Curvaturas Principales 

Sea M una superficie regular orientable y N :—> S2 una aplicacion de Gauss 
para M. 
L a derivada de iV en p G S , <1NP : TPM —> TPM es una aplicacion lineal autoad­
junta. por tanto, por un resultado de algebra lineal existe una base ortonormal 
{vi,v2} para TPM formado por autovectores de dNp. 
Supongamos que: 

dNp{yi) = ( - K ^ v i y dNp(y2) = ( ~ K 2 ) V 2 , 

donde ( -« i ) y (-K,2) son autovalores de dNp asociados a vi y v2, respectivamente. 

Definicion 1.24. Los valores K\ y K2 son llamados curvaturas principales de S en 
p, si K\ < K2 llamaremos av\ y v2 en TpS direcciones principales de M en p. 

Teorema 1.25. Sea M una superficie regular. El conjunto de curvaturas normales 
en p G S estdn en el intervalo [K\ , K2] si Ki < K2 Donde K\ y K2 son las curvaturas 
principales de M en p. 

Una demostracion para este teorema esta dada en la pagina 219 [3]. 

Definicion 1.26. Sea p G M y sea dNp : TPM —> TpM la derivada de la aplicacion 
de Gauss. El determinante de dNp es la curvatura gaussiana K de M en p. El opuesto 
de la mitad de la traza de dNp se denomina la curvatura media H de M en p. 
Podemos escribir, en terminos de las curvaturas principales, 

V IT
 Ki + K2 K = KiK2, H=—-—. 

Tambien es posible expresar la curvatura gaussiana K y la curvatura media 
H ya definidas anteriormente, mediante los coeficientes de la primera y segunda 
forma fundamental y estan dadas por: 

„ eg-f leG-2fF + gE 
EF-F2 V 2 EG - F2 ' 

Ejemplo 1.27. Con frecuencia la superficie viene dada com,o la grdfi,ca de funcion 
diferenciable z = h(x.y), donde (x,y) pertenece a un conjunto abierto U C R2. Por 
esta razon, es conveniente disponer de formulas para los conceptos relevantes de este 
caso. Para obtener talcs formulas parametricemos la superficie mediante 

X(u,v) — (u,v,h(u,v)). (u,v) G U, 
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donde u = x, v = y. Un simple cdlculo prueba que 

Xu = (1,0, hu), Xv = (0,l,hv), Xuu = (0,0, huu), 

XUjV = (0,0, huv), Xvv = (0,0, hvv). 

Asi 
N(x,y)= ( " ^ ' - V l ) 

^ ( 1 + ^ + ^ ) ' 

es un campo unitario normal sobre la superficie y los coeficientes dc la segunda forma 
fundamental en esta orientacion viene dada por 

hxx 

e = 

/ = 

(1 + hl + hp 
hxy 

+ + /!»)*' vy 
f^xx 

9 = (1 + hl + hp 

De las expresiones precedentes cualquier formula que necesite puede calcularse fdcil-
mente. Por ejemplo, de las ecuaciones 

K _ e g - f 2 leG-2fF + gE 
EF - F2 V 2 EG - F2 ' 

Obtenemos que la curvatura gaussiana K y media H esta dada por 

h h —h2 

_ Hxxll,yy l t x y 

2H = 

(l + h2 + h2)* 
(1 + h2

xy)hyy - 2hxhyhxy + (l + / i 2 ) / ^ 
(l + hl + h2)l 

Observacion 1.28. Sea M la superficie con la parametrizacion dada en el Ejemplo 
[1.27] definida por X(u,v) = (u,v,h(u,v)), (u.v) € U, entonces tenemos que 

H = 0 (l + h2

x)hyy-2hxhyhxy + (l + h2)hxx = 0 

1.5.1. Superficies M m i m a s 

E n esta subseccion definiremos cuando se dice que una superncie es minima, 
la cual cs muy importantc pucs cstc trabajo esta basado cs cstc tipo dc superficies 
y su relation con las funciones complejas. 
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Definicion 1.29. Una superficie regular M es minima si su curvatura media H se 
anula en todos los puntos de la superficie. 

Ejemplo 1.30. Sea la superficie formada por todas las semirrectas ptrpendiculares 
que salen de los puntos del eje de la helice, 

a(v) = (cos(v),sen(v).v), v G R, 

para los puntos de la helice, esta superficie es llamada la Helicoide, ver Figura [1.6], 
y esta parametrizada por 

X(t,v) = (tcos(v),tsen(v),v), (u,v) G (t,v) G ] 0 , + O O [ X M . 

A si calculando tenemos que 

Xt = (cos(v), sen(v),0) y Xv = (tsen(v), —tcosiv), 1), 

luego 

E = {Xt,Xt) = {(cos(v), sen(v),0). (cos(v), sen(v),Q)) — 1, 

F = (Xt,Xv) = ((cos(v), sen(v),0), (tsen(v), — tcos(v), 1)) = 0, 

G = (XV,XV) = ((tsen(v), —tcos(v). 1), (tsen(v). —tcos(v), 1)) = 1. 

Ahora calculando los coeficientes de la segunda forma fundamental, obseruemos que 

„T/ , X t x X v (seniv).—cos(v),t) . . ,n r 

i V ( * ' V ) = || X t x Xv 1| = t (*'V) E ] ' +0°[xM" 

Asi calculando tenemos 

e = {N,Xtt) = -t((sen(v),-cos(v),t), (0,0,0)) = 0, 
1 1 

/ = (N,Xtv) = -{(sen(v),-cos(v),t),(sen(v),-cos{v).0)) = -, 

a = (N.XVV) = j((sen(v)., -cos{v),t), (-tcos(v), -tsen(v),0)) = 0. 

Por tanto reemplazando en la formula de la curvatura media II tenemos 

T T , . leG~2fF + gE 1 (0)(1) - 2(1/0(0) + (0)(1) n , , l n , r _ 
H M = = 2 EG-F* = 2 (1)(1) - (0) 2 ° ' ^ ^ + ^ R -

Concluimos que la curvatura media de la Helicoide es cero en cada punto de la misma, 
luego la Helicoide es una superficie minima. 
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Figura 1.6: L a Helicoide. 

1.6. Funciones en una variable compleja 

E n esta seccion daremos algunos resultados de las funciones de una variable 
compleja que seran suficientes para poder comprender las definiciones y resulta­
dos que se presentaran a seguir en este trabajo. Las referencias utilizadas para 
esta seccion son [2] y [6]. 

Sea D un conjunto de numeros complejos. Una fund on / definida sobre U 
es una regla que asigna a cada ( en D un numero complejo u. E l numero u se 
llama el valor de / en ( y se denota por f(Q esto es 

" = /(()• 

Supongamos que u — u + iv es el valor de la funcion / en ( = x + iy; es decir 

u + iv = f(x + iy), 
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y tambien se escribe como 

f(0 = u(x,y) + iv(x,y). 

Definicion 1.31. Sea f : D —> C una funcion donde D es un dominio que contiene 
un entorno de Co- La derivada de f en Co, escrita como / '(Co), -se define por la ecuacion 

r m - Km l ^ m , 
C-Ko (, — (,o 

si este Umite existe. La funcion f se dice diferenciable en Co cuando existe su deri­
vada en Co y diremos que f es diferenciable en D si f es diferenciable en Q para todo 
C ere D. 

Teorema 1.32. [6] Si f y g son diferenciables en D entonces f + g y f.g tambien lo 
son y 

(/ + g)' = f' + g', ( f g ) ' = f'g + fg', 

ademds f' jg es diferenciable en los puntos de D donde g no se anula y 

( f X = f'g + fg' 
\ g ) g2 ' 

Teorema 1.33. [2] Supongamos que 

/ ( C ) =u(x,y) + iv{x,y), 

y que f'(z) existe en un punto Co = ^o + i-Vo- Entonces las primeras derivadas parciales 
de u y v deben existir en ese punto y deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann 
que son 

UX

 = Vy Uy V X , 

Ademds /'(Co) se puede expresar como 

/'(Co) = ux + ivx, 

donde las derivadas parciales estdn evaluadas en (xo.yo). 

Ejemplo 1.34. Dada la funcion 

/ ( C ) = C 2 = x2 - y2 + i2xy, 

es fdcil ver que es diferenciable en todas partes, con / ' ( C ) = 2(- Para probar que 
las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen, notemos que u(x, y) = x2 — y2 y 
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v(x,y) = 2xy. Asi puts, 

ux — 2x = vy, uy = -2y = -vx. 

Ademds, de acuerdo con la ultima ecuacion del Teorema [1.33], 

f'(0 = 2x + i2y = 2{x + iy) = 2(. 

Que ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfagan en un punto de (o = (^o, yo) 
no basta para asegurar l a existencia de l a derivada de una funcidn /((") en ese 
punto. Pero con ciertos requisitos de continuidad se tiene el siguiente resultado. 

Teorema 1.35. [2] Sea la funcidn 

/ ( C ) = u(x, y) + iv(x, y) 

definida en algun entorno D de un punto QQ = XQ + iyo- Supongamos que las derivadas 
parciales de primer orden de las funciones u y v con respecto a x e y existen en todos 
los puntos en todos los puntos de un entorno y son continuas en (xo,yo). Entonces, si 
esas derivadas parciales satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann 

U x

 = Vy Uy — Vx, 

en (xo,yo), la derivada /'(Co) existe. 

Ejemplo 1.36. Supongamos que 

/ ( C ) = e^cosy + i s i n y ) , 

donde hay que tomar y en radianes a la hora de evaluar cosy y siny. Entonces 

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y. 

Como ux = vy y uy — —vx en todas paries, y las derivadas son continuas en todas 
paries, las condiciones requeridas por el teorema se cumplen en todo el piano complejo. 
Por tanto, / ' ( C ) existe en todas paries, y 

/ ' ( C ) = ux + ivx = ex(cos y + i sin y). 

Notese que / ' ( C ) = / (C) -
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1.6.1. Funciones Holomorfas, Meromorfas y Polos 

E n esta parte definiremos las funciones Holomorfas y Meromorfas que son 
muy importantes en la teoria compleja y en particular para este trabajo pues 
este tipo de funciones son muy importantes ya que tienen un papel crucial en el 
enunciado del teorema central de este trabajo. 

Definicion 1.37. Una funcion f : D —> C , f l c C abierto, se dice holomorfa si 
tiene derivada en todo punto de ese abierto. 

Una condicion necesaria. pero en modo alguno suficiente, para que / sea 
holomorfa en un dominio D es claramente la continuidad de / sobre D. E l que se 
cumplan las ecuaciones de Cauchy-Riemann es tambien necesario, pero tampoco 
suficiente. 

Teorema 1.38. [6] Sea f : U —> C una funcion continua, donde U c C es de un 
abierto. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) f es holomorfa en Co G C. 

b) las paries real e imaginaria de f satisfacen las relaciones de Cauchy-Riemann y 
f es diferenciable en Co del punto de vista real. 

Definicion 1.39. Seja f una funcion a,na,Mt,ica, en un abierto U C C. Decimos que 
ZQ G C—U es una singularidad isolada de f si existe r > 0 tal que A-(Co)— {Co} C U. 
En otras palabras, f esta definida y es holomorfa en todos los puntos de la vecindad 
de C, con excepcion de Co- Para fijar una, notacion, diremos que W es una vecindad 
perforada de Co; si Co G W y W f i {Co} es una vecindad de Co-

Ejemplo 1.40. 0 es una singularidad isolada de las siguientes funciones: l / C , ^ 1 ^ , 
sin(l/C), C 3sin(l/C), coig(Q. 

Sea / : U —> C una funcion holomorfa cn Co G C - U una singularidad isolada 
de / . De acuerdo con la definicion, existe r > 0 tal que el anillo A-(Co) — {Co} C U, 
luego podemos considerar el desenvolvimiento de / en serie en este anillo: 

oo 
/ ( c ) = E a ^ - Co)'-

j=—oo 

Asi si existe n > 0 tal que a_ n ^ 0 y a j = 0 para todo j < -n. E n este caso 
diremos que Co es un polo de orden n de / , o simplemente un polo de / . 
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Observe que para C G A-(Co) - {Co}) podemos escribir: 

/ ( 0 = ^ + ^ b + ... + ^ + E ^ ( c - c o y . 

L a funcion P ( 0 = (^rg^r + ••• + es llamada la parte principal del polo Co 
de / . Observe ademas que la funcion g(() = (C - Co)n-/(C) posee una singularidad 
removible en Co, ya que 

(C ~ Co) n/(C) = o-n + a -n + i (C - Co) + + a_i(C - Co)""1 + (C - Co)* £ ( C - Co)J-
j<0 

Por tanto, si colocamos y(Co) = « - n , la funcion g se extiende a una funcion 
holomorfa en A-(C)- De e s^o tenemos que 

lim /(C) = =oo. < * - V s ; (C -Co) n 

pues Kmc<_+Co g{() = a_ n # 0. 

Ejemplo 1.41. Los puntos C = 1, C = 2 son los polos de primer orden de la funcion 
/ (C) = (^- i ) 1 (^_2) • e/ecto, calculando tenemos que 

1 1 1 0 0 

/ (C) = - T ^ T - i - i c - i ) = - 7 ^ 1 + ^ > 1 ) ( C " i r ( ° < I C " 1 1 < 1 } ' 
' VS / S n—0 

y por otro lado, 

1 1 i 0 0 

/ ( O = - 7 3 ^ - i - ( 2 - f l = C ^ 2 + ^ ( - ^ ( C " 1)" (0 < IC - 2| < 1). 
n=0 

Definicion 1.42. Decimos que una funcidn f es meromorfa en un abierto U C C, 
si existe un conjunto discreto V C U tal que f es holomorfa en U — T y los puntos de 
r son polos de f . 

Ejemplo 1.43. Del Ejemplo [1.41] tenem,os que la funcidn / (C) = (^_ 1) 1(C_ 2) es ho­
lomorfa en Ui = {C G C;0 < |C - 1| < 1} y en U2 = {( G C;0 < |C - 2| < 1}. y 
meromorfa en U\ U {1} y U2 U { 2 } . 



Capftulo 2 

Propiedades de las Superficies 
Minimas y la Representacion 
canonica de Weierstrass 

2.1. Superficies mmimas 

Del capftulo anterior tenemos que una superficie regular es minima si su 
curvatura media H se anula en todos los puntos de la superficie. Una superficie 
regular M es minima si cada una de sus parametrizaciones es minima. 
Para ver por que usamos el adjetivo minima para referirnos a estas superficies, 
introducimos la notion de variacion. Consideremos una superficie regular y sea 
una de sus parametrizaciones X : U C M2 —> M y escojamos un dominio acotado 
D c U y una funcion diferenciable h : D —> M, donde D es la union del dominio 
D con su frontera dD. L a variacion normal de X(D), determinada por h, es la 
aplicacion dada por: 

if :Tj x {-e,e) —>R3, 

ip(u,v,t) = X(u.v)+ th(u,v)N(u.v), (u,v) 6 D, te (-e,e). 

Intuitivamente, esto corresponde a sumar un multiplo del vector normal 
N(u,v) al punto X(u,v), obteniendo asf una nueva superficie parametrizada. 

24 
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(X + thN)(D) 

(X - thN)(D) 

Figura 2.1: Una variation normal de X{D) 

Fijemos t e (-e, e), e > 0 . Observemos que el mapa X1 : D —> M 3 dado por 
X^u^v) = ip(u,v,t) cs una superficie paramctrizada con, 

dX1 

du 

dX* 
dv 

= XU + LhNu + LhuN, 

= XV + thNv + thvN. 

Entonces, si denotamos por E1,!^,^ los coeficientes de la primera forma fun­
damental de X1, efectuando los calculos necesarios, obtenemos 

E* = E + lh({Xu, Nu) + {Xu, AO) + L2h2(Nu, Nu) + L2huhu, 

F* = F + th((Xu,Nv) + (Xv,Nu)) + t2h2(Nu,Nv)-T-t2huhv, 

G* = G + th((Xv,Nv} +(Xv,Nv)) + t2h2(Nv,Nv)+t2hvhv. 

Usando el hecho, 

(XU,NU) = -e, 

(XU,NV) + (XV,NU) = - 2 f , 

(XV.NV) = g. 

donde e, f.g son los coeficientes de la segunda forma fundamental de X, y tene-
mos tambien que: 

H = 1 eG - 2fF + gE 
2 EG - F2 ' 
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obtenemos 

EtGt-(Ft)2 = EG — F2 - 2th(Eg — 2F/ + Ge) + R, 

= (EG - F2)(l - 4thH) + R, 

donde Hmt-+o(R/t) = 0. 
Entonces, para c suficientemente pequeno, X* es una superncie parametrizada. 
Aun mas, el area A(t) de Xt(D) es 

A(l) = J J _ y/E^G* - (Ftfdudv, 

= J J _ y / l - 4hU + RVEG - F2dudv, 

donde R = EJiiFi. Por lo tanto, si c es pequeno, A cs una funcion difcrcnciablc 
y su derivada en t = 0 es, 

A'($) = - J J _ 2 h H V E G - FHudv. 

E l siguieiite teorema justifica el uso de la palabra minima en relaciou a superficies 
con curvatura promedio H = 0. 

Teorema 2.1. Sea M una superficie regular y X : U —> M una parametrizacion 
de M y D C U un dominio (abierto y conexo) acotado en U. Entonces las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 

a) M es minima, 

b) A'(0) = 0 para todo D C U con las condiciones ya descritas y todas las variacio-
nes normales de X(D). 

Demostracion: a) => b) Tenemos que M es minima, de esto tenemos que H — 0 
luego reemplazando esto en la ecuacion 

A'(Q) = - J J _ 2 h H V E G - F 2 d u d v . 

A'(0) = 0, 

= 0, por contradiction, asumamos que 3 q € D tal 
A'(0) = 0 luego tomemos un h :D —> R tal que 

obtenemos que, 

lo que prueba a) b). 
b) => a) Tenemos que ^'(0) 
que H(q) ^ 0 y se tenga que 
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h(q) — H(q), donde h es identieameute cero fuera de una pequena vecindad W 
de q. 
Luego de la ecuacion 

A'(0) = - J j _ 2 h . H V E G - F2dudv. 

se tiene que, 

^ '(0) = - j J _ 2 { h ( q ) ) 2 y / E G - F2dudv < 0. 

/T(0) < 0. 
Para esta variacion quc esta dada por esta h, lo cual contradice a b). Esto prueba 
&)==>a). 

• 

2.2. Funciones Armonicas 

Las funcioncs armonicas son un tipo especial dc funcioncs cn la cual sus sc-
gundas derivadas parciales estan relacionadas verificando la ecuacion de Laplace, 
mas precisamente veamos la definicion. 

Definicion 2.2. Sea F : U —> R donde U un abierto de R2, decimos que F es 
armdnica en U si es de clase C2 y verifica la siguiente ecuacion, 

Exx ~ Fyy = 0, para todo (x, y) E U, 

llamada la ecuacion de Laplace. 

Teorema 2.3. Dada una funcion f : D —> C donde D c C es un dominio y 
= u(x, y) + iv(x, y) tenemos que si f es holomorfa en el dominio D entonces las 

funciones u y v son armonicas en D. 

Demostracion: E n efecto, sea / es holomorfa en ( = x+iy e D entonces tenemos 
que u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann asi, 

Ux = Vy, Uy = —vx, para todo ( = x + iy G D. 



2.2. Funciones Armonicas 28 

Derivando estas dos ecuaciones respecto de x y de y 

UX — Vy, Uy = — V x V U x x = VyX, , Uyx = V x x A UXy = Vyy, Uyy = V x y 

>' U X X ~~ V y x

 = Vyx

 = = A Vyy = Uxy Uyx ~~VX 

lixa; + Uyy = 0 A Uj^ + 1/X:E = 0, V (x, y) G £?. 

• 

Ejemplo 2.4. S i f : R 2 —> C de/mida joor / ( C ) = e~ 3 xcos(3y) - ie- 3 xsen(3y) + 7% 
muestre que u(x, y) = e~3x cos(3y) es una funcidn armonica y f satisfacen las ecuacio­
nes de Cauchy-Riemann. 
Solucion 
Mostremos primero que u(x, y) = e~3x cos(3y) es una funcidn armonica. 
En efecto, u tiene que cumplir la siguiente ecuacion 

2 , U _ Q _
 <^U

 _|_
 <^"U

 _ Q 

^ U dx2 dy2 ' 

d2u du, n _3t 

5 ? = S l " 3 e c o s ( 3 * 
= 9e~3a ;cos(3y). 

% = > - 3 * - ( 3 , ) l , 
= -9e _ ; t e cos(3y). 

Por tanto, 
d?u (Pu _ g 
da;2 dy2 

Ahora mostremos que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, esto es: 
/ ( C ) = e~3x cos(3y) + i(—e - 3 a :sen(3y) + 7) = w + iv, asi u = e~3x cos(3y) y v = 
—e~3xsen(3y) + 7, luego verifiquemos que u,v cumple: 

UX Vy, Uy = -y* 

En efecto, 

XLx — 'Vy j 
^[e" 3 a : cos(3y)] = ±[-e-3xsen(3y) + 7) 

-3e~3x cos(3y) = - 3 f T 3 x cos(3y). 



2.3. Coordenadas Isotermicas 29 

Uy V% 

^[e- 3*cos(3y)] = -±[-e-^sen(3y) + 7} 

-Se-3xsen(3y) = -3e _ 3 a :sen(3y). 

Por tanto, f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann. • 

2.3. Coordenadas Isotermicas 

E n el estudio de las propiedades de una superficie, que son independientes de 
la eleccion de los parametros, es conveniente elegir los parametros de tal manera 
que las propiedades geometricas de la superficie se reflejan en el piano parametri-
co. Como ejemplo, sc puede pedir que la parametrizacion del piano paramctrico 
sobre la superficie sea conforme esto es, de modo que los angulos entre las curvas 
en la superficie son iguales a los angulos entre las curvas correspondientes en el 
piano parametrieo. 
Analiticamente, esta condicion se expresa en terminos de la siguiente definicion. 

Definicion 2.5. Decim.os que una superficie regular M esta parametrizada con coor­
denadas isotermicas (u, v) si existe un parametrizacion X : U C l 2 —> M de M dado 
por X = X{u,v) y verifica las siguicntes ecuaciones 

(XU.XU) = {XV,XV} y (XU,XV) — 0, 

esto es, 
E = G y F = 0. 

Ejemplo 2.6. Del Ejemplo [1.30] tenemos que la Helicoide, ver Figura [1.6], y esta 
parametrizada por 

X(u,v) — (ucos(v),usen(v),v), (u.v) e (u,v) e]0,+oo[xR. 

Mostremos que la X es una parametrizacion isotermica, en ejecto calculando tenemos 
que 

Xu = (cos(f), scn(v),0) y Xv = (uscn(v), - M C O S ( V ) , 1), 

luego, 

E = (XU,XU) = ((cos(v),sen(v),0), (cos(v),sen(V),0)) = 1, 

F — (XU,XV) = {(cos(v), sen(v),0), (tsen(v), ~ucos(v), 1)) = 0, 

G = (XV,XV) = {(usen(v), —ucos(v), 1), (usen(v), —ucos(v), 1)) = I. 
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Asi, X es una parametrizaeion isotermica. 

Teorema 2.7. (Existencia de coordenadas isotermicas). Sea M una super­
ficie regular en R 3 . Entonces para cualquier punto p de M hay una vecindad U, 
q = X~l{p) € U, y coordenadas locales (u,v) en esta vecindad U tal que (u,v) son 
coordenadas isot&nnicas. 

Demostracion: Sin perdida de generalidad podemos asumir que X(p) = (0,0,0) 
y N(p) = (0,0,1), y hay un dominio simplemente conexo (0,0) e il c R 2 tal 
que cerca de (0,0,0), X(M) podemos escribir como un grafo (x,y, f(x,y)), con 
/ : O —> R una solucion de la ecuacion de la superficie minima dada en la 
Observacion [1.28] luego, / cumple lo siguiente 

(1 + / * ) / - - Vxfyfiy + (1 + fDfyy = 0. 

Sea la forma de tres funciones: 

f x f v i + # y 
V 1 + f'i + fy' yfi+TT+Ji* ^l + f i + f f 

haciendo un cambio de variable por conveniencia ponemos p = f x , q = f y , y 
w = •\/l + fx! + fy- Recalcamos que y/1 + f% + f$dxdy es el elemento de area de 
la superficie M. 
Asf tenemos para la ecuacion de superficies mmimas tenemos las siguientes re-
laciones: . , . . , . 

(l + P \ = HW\ f l + q \ = tM\ 
\ U Jy V UJ )x \uJy' 

E n efecto, calculando direct amente tenemos que 

1 + (U 
" -y 

MA = - + f ) f x x - 2 f X f y f X y + (1 + fDfyy], 
U J x U 

( ^ r ) - ( ^ ) = - ^ t ( i + / , 2 ) ^ - 2 / , / ^ + ( i + ^ ) / j . 

Y considerando una vecindad simplemente conexa del origen en el piano TPM 
hay funciones F(x, y) y G(x, y) tal que 

3F_ _ l + p2 3F_ _ pq 
dx to ' dy u' 

d£_pq a P _ 1 + g2 

dx UJ dy LO 

Sea nuestra aplicacion especifica $ : (x, y) —> (u, v) dado por 



2.4. Armonicidad 31 

u = x + F(x,y), v = y+ G(x,y). 

Entonces (u,v) es una coordenada isotermica. E n efecto, el Jacobiano J de la 
aplicacion <E> es igual a J = d(u,v)Jd(x.y) = (1 + W ) 2 / U J , asi J > 0, y luego $ 
es un difeomorfismo local. Por tanto, existe una vecindad del origen donde la 
aplicacion <& tiene una inversa diferenciable con matriz Jacobiana igual a 

1 + LO + q2 -pq \ 1 
Vu yv J \ -pq 1 + ojp2 J (1 + w ) 2 ' 

Luego en la nueva coordenada (u,v) de la superficies M esta dada por la para­
metrizacion X(u,v) = (x(u, v),y(u,v), f(x(u,v),y(u,v))), de donde 

_ 1 + uj + q2 __ pq 
Xu — 7 '. i Xv — U (UJ + 1)2 ' v (w + l ) 2 ' 

_ pq _l + u + p2 

Vu~~(u + 1)2' VV~ (OJ + 1)2 ' 
fu=pxu + qyu, fv=pxv + qyv. 

Calculando probamos que 

UJ u2 

(XU,XU) — (XV,XV) — — — -.— . _, (XU,XV) — 0. 
j [OJ -j-1 j 

Por tanto (u, v) es una coordenada isotermica. • 

2.4. Armonicidad 

Sea una superficie regular M en R 3 y dada una parametrizacion local dada 
por X(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), donde (u,v) son coordenadas isotermicas 
en M. Sea A = d2/du2 + d2/dv2 denota el Laplaciano euclidiano estandar. 

Proposition 2.8. El vector AX = (Ax, Ay, Az) es perpendicular a la superficies 
M. 

Demostracion: Dada que (u, v) son coordenadas isotermicas en M, tenemos que 
(XU,XU) = (XV,XV) y (XU,XV) = 0. Derivando la primera igualdad respecto a u 
y la segunda respecto a v, obtenemos 

(Xuu,Xu'j = (XUV,XV}: (XVV,XU} = (XUV,XV}. 
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Asi (AX,Xv) = 0, de manera similar, (AX,XU) = 0. • 

Teorema 2.9. El vector AX es igual a 2X2HN, donde H es la curvatura media de 
M, N es el vector normal unitario de M y A = \XU\ — \XV\ es llamado el factor 
conformal. Si M es una superficie minima, entonces en coordenadas isotermicas (u, v) 
la pararnetrizacion X (u, v) que localm.ent,e describe la, superficie M satisface la ecuacion 
AX = 0. 

Demostracion: De la Proposition [2.8] tenemos (AX,XV) — 0 y (AX,XU) = 0, 
asi AX es paralela a N. Luego, 

(AX, N) = (XUU + XVV,N), 

= -(NU,XU)-(NV,XV), 

- * ' K - H M ^ + ] X » K - H ^ w : i ) ' 

= XHr(-dN), 

= 2X2H. 

Luego AX = 2X2JIN, donde A = \XU\ = \XV\. 
Ahora si M es una superficie minima parametrizada con coordenadas isotermicas 
se tiene que H = 0 entonces X satisface la ecuacion AX = 0. 

• 

Corolario 2.10. En coordenadas isotermicas la m,inim,alida,d de una superficie M es 
equivalente a la armonicidad de la pararnetrizacion X de M. 

Demostracion: 

• 

Observacion 2.11. Del Corolario [2.10] notamos que las superficies minimas sur-
gen naturalmente en un contexto muy diferente a la de minimizar el area. Queremos 
proscguir con la conexion a las funciones arm,6nicas. 

Para proseguir en esta direction, primero daremos algunos resultados de geo-
mctrfa diferencial compleja. 

Sea / es una funcion de valores-complejos definido en un dominio U C R2 = C 
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con coordenadas (u. v) y sea C = u + i f la correspondiente coordenada compleja. 
Considercmos los operadores diferenciales complejos dado por 

d_ _ l ( d_ _ d_\ <!_-\(<L ^ \ 
0(~ 2 \du %dv) V bX ~ 2\0u + ldv)' 

el cual actua en funciones de valores complejos de forma natural. Por ejemplo, 
si f{u,v) = tp(u,v) + h/i(u,v), entonces 

df I f d . d \ , . I f dip .dip\ %(di> d<p\ 

^ s H ^ " ^ J ( V + ^ ) = 2 ( ^ + , ^ ) + 2 ( ^ " ^ J -

Corolario 2.12. [4] La curvatura Gaussiana de M con esta observation esta dada 
por 

K = -±Alog\, 

donde A = d2/du2 + d2/dv2 denota el Laplaciano. 

Vamas a introducir la siguiente notacion. Dada M una superficie regular y 
sea X una parametrizacion de M dado por X(u,v) = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v)), 
considerando las siguientes funciones con valores complejos 

1 / r M r M \ 1 

^ ' ( C ) = 2 \Ju~ ~ =~2{<~ < ] ^ € ' d m d e C = « + */ € C, j = 1,2,3. 

Notemos las siguientes identidades, 

E ( ^ ' ( c ) ) 2 = ^ ( E ( 4 ) 2 - E ( 4 ) 2 - 2 i E « ) , 
3=1 ^ 3=1 3=1 3=1 ' 

= \%v\ 2? (Xui %v)), 
= \{E-G-2iF). 

Y 

3 3 3 

£ i * w = i ( E ^ 2 + E ^ ) a ) . 
3=1 ^3=1 J=l J 

= \(E + G). 

Asf tenemos las siguientes propiedades de las funciones <^'(0-

Proposicion 2.13. Sean las funciones con valores complejos con j = 1,2,3 dada 
encima. Entonces cada una de las siguientes equivalencias se cumplen independiente-



2.4. Armonicidad 34 

mente, 

o) (jP(Q es holomorfa en ( x3 es arm.6nica en u,v; 
b) (u, v) son coordenadas isotermicas •<=> 

D^'(C)) 2 = 0; 
j=i 

c) si (u,v) son coordenadas isotermicas, entonces M es regular 

E i ^ o r v o . 
J = I 

Demostracion: Para la parte a), la ida como <^(() = ^(x3

u—ix3

v) por ser holomorfa 
satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y de la primera ecuacion tenemos 
(x3

u)u = (x3

v)v. Para la rcciproca como xj cs armonica tenemos que xuu - x3

vv = 0 
as! (x3

u)u = (x3

v)v y como x3 es de clase C2 entonces (x3

u)v = —(-x3

v)u. 
Para la parte b), la ida como (u,v) son isotermicas tenemos E — G, F = 0 y por 
la primera identidad anterior tenemos X^=i(<^(C)) 2 = \{E — G — 2iF) = 0, para la 
vuelta como E ^ i ( ^ ( C ) ) 2 = 0 entonces \(E - G - 2iF) = 0 luego E = G y F = 0. 
Para la parte c), para la ida como (u,v) son isotermicas tenemos E = G, F = 0 
y por la regularidad de M tenemos Xu, Xv son independientes luego podemos 
suponer Xu ? 0 asf (XU,XU) = E^0 luego E?=i l ^ ( C ) l 2 = \(E + G) = \(E) ± 0, 
para la vuelta como Y?j=i 1 ^ ( 0 1 2 = + G) ^ 0 y como (u, V ) son coordenadas 
isotermicas tenemos que E = G ^ 0 luego X u ^ 0 , „ ^ 0 y como F = 0 esto es 
(Xu, Xv) = 0 por tanto Xu y Xv son independientes por tanto M es regular. • 

Corolario 2.14. 

x> = 2Re(^f ViQdC^+Cj, j = 1,2,3. 

Demostracion: ( = u + iv asf d(, — du + idv y como 

ftdC, = ~ ivi)(du + idv) = ^{{^udu ~ ivj

vdv) + i(x{dv — ivldu)). 

<j)jd( = ^{x3

u + ivl)(du - idv) = \((x?udu + ivjefo) - i(x3

udv - iiPvdu)). 
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Entonces tenemos 

3x? 3X? — 

** = -oXdC + - 6 j ^ 

= fidC + 'fidC, 
1 1 

= - {x°udu - ivldv) + - (x^du + iv3

vdv), 

= x3

udu + ividv, 

= 2Re((jPdC). 

>x? = 2Re( f <fPdc)+cj,j = 1,2,3. 

Por tanto tenemos que 

X(u, v) — X(z,z), 

= (2Re^ J <f>ld^j + ci, 2Re(^ J <J>2d(^J + c2,2Re(^J <f)3d^J + c 3 ) ; 

donde 
X(u, v) = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u.v)). 

• 

Teorema 2.15. Sea M una superficie minima regular yX una pararnetrizacion que la 
define, dada por X(u,v) = (x1^, v),x2(u, v),xz(u, v)), conu.v coordenadas isotermi­
cas, entonces la funcion <^ '(C) = Mlfu — s o n holomorfas y satisfacen las ecuacio­
nes en b) y c) de la Proposicion [2.13]. 
Reciprocamente, sea < ^ ( C ) son holomorfas en ( que satisfacen las ecuaciones en b) y 
c) de la Proposicion [2.13], en un dominio simplemente conexo D. Entonces existe 
una superficie minima M' con pararnetrizacion X definida sobre D, de forma que la 
ecuacion siguiente 

< m = l(M_id*> 
2\du dv 

se cumple. Donde £ = u + iv G C, j = 1,2,3. 

Demostracion: Para la primera parte de </>*'(C)> j = 1,2,3 tenemos que xx,x2,x3 

son armonicas por equivalencia de la parte a) de la de la Proposicion [2.13] se 
tiene que los 4? son holomorfas, ahora < ^ ( C ) , j — 1,2,3 cumple b) y c) de la 
Proposicion [2.13] ya que las equivalencias se cumplen. 
Ahora para la reciproca en vista del Corolario [2.10], defmimos 

x? = 2Rc( f ^ ( C R ) +CJ., j = 1,2,3. 
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Entonces los xj son funciones armonicas satisfaciendo la ecuacion 

1 3TP BTP 

• W - S ^ - ' T ^ 

pues notemos que 
Qxi 
— = 2 ^ , j = 1,2,3, 

asi nuevamente aplicando las equivalencias b), c) y a), esto ultimo pues son 
holomorfas por hipotcsis, asi dc la Proposicion [2.13] la vuelta del lema sigue del 
Corolario [2.10]. • 

2.5. Representacion Canonica de Weierstrass para 
Superficies Mmimas 

E n esta section enunciamos y demostramos el teorema central de este trabajo, 
conocida como la representacion canonica de Weierstrass para superfi­
cies mmimas, el cual es muy importante pues relaciona la superficies mmimas 
y la teoria compleja. 

Sea M una superficie minima definida por una parametrizaeion X, dada por 

X(u, v) = (xx(u, v),x2(u,v),x3(u. v)), 

con (7/,. v) coordenadas isotermicas. Tambien sea f = u+iv la coordenada compleja 
correspondiente y recordemos que 

d_ _ 1 fd_ _ .d_ \ JL-1(1L j l \ 
d( ~ 2 \8u ldv J V b\ ~ 2 \ 3 u + rdv)' 

Y como u = | ( C + C) y v — _ | ( C - C): asf X (it, v) podemos escribir como 

X(u,v) = (x\(X),x2(C(),x3(U)). 

Sea 4>=^£, ft = Donde M es minima, sabemos quc ft son funciones com-
plejas holomorfas, de donde X es isotermica. de esto tenemos que las coordenadas 
cumplen que 

C^ 1 ) 2 + (<^2)2 + (<p? = 0. 
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Proyeccion Estereografica 

L a aplicacion irt : S2 \ {PN} —> R2 dada por irt(x,y,z) = ((jr^y, ju^j) de la 
esfera S2 en el piano - xy := R2, donde PN — (0,0.1). 

L a aplicacion irt : S2\ {PN} —• R2 es Uamada de proyeccion estereografica. 
Sea (x,y) las coordenadas estandar en el pla.no xy. E n el piano con coordena­
das (u, v) formamos la correspondiente coordenada compleja £ = u + iv, y en el 
piano xy la coordenada n = x + iy. 
Considerando la aplicacion de Gauss N : M —> S2 nos define una aplicacion del 
piano complejo Q = R(UiV) en el piano complejo Cv = R(x,yy. 

C € = R(u,v) —> M -—» S2\P Cr, = Rix,y)} 

donde Cg y C,, son pianos complejos con coordenadas £ y n. Ver Figura [2.2]. 

i i z 

Figura 2.2: Proyeccion Estereografica 

Teorema 2.16. Sea una superficie minima M, con parametrizacion X con (u,v) 
coordenadas isotermicas. Entonces la aplimcion de Gauss de M, G : M —> CU{oo} = 
S2 se puede identificar con la funcidn meromorfa en tirminos de ft dada por 

r< \ ? 
G M = trrjt2> 

donde $ = |(a;{ — x{), con j = 1,2,3. 

Demostracidn: E n efecto describiremos la aplicaciou de Gauss en terminos de 

http://pla.no
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ft, ft y ft-

Xu x Xv = {{Xu x Xv)1, x ^ t ) ) 2 , ( J f u x . X ^ ) 3 ) , 

— ^ 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1 \ 
K^u^v djudjvTLudjv -^u-^vi •hud'v ^u^vJ-

Y considerando la primera componente a;2a;3 - x\x\ tenemos 

*lxl ~ xlxl = 4/m((/>2^3), 

2 2 

de manera similar (Xu x Xv)2 = 4Jm(ft<f> ) y (Xu x Xv)3 = AIm(ft4> ) de donde 
obtenemos 

X u x ^ = 4Im(<f>24?, ft~j)\ ft~$) = 2</> x ~4>. 

Ahora como X(u,v) tiene coordenadas isotermicas entonces 

\xu x xv\ = ix u | 2 = I X . I 2 = | X M | 2 + | X , J | 2 = m 2 

. Asi, 

Ahora 

AT - X u x X v - A2<\> _ </> x 
~ l ^ x ^ l " 2\ft? " |0| 2 • 

G ( U , W ) = 7T t(7V('U,7j)), 

( - ^ u X - X ^ \ 
\XU x -X"V I J 

'(f) X ft 

w 
2Im(ft^,ft(l)\ft<j)2) 

2 / m ( 0 2 / ) 2Im{ft<j)1) \ 
\<t>\2 

i ( f t 
\ft2 - 2Im((f,142)' \ft2 - 2/m((/>V 2)) ' 

Identificando las coordenadas (x,y) de M 2 con x + iy eC asi podemos escribir 

^. . 2Im{ft~f) + i2Im(ftt) 
G(u,v) = ZJ> 

\ft2-21m{ftft) 
. Ahora calculando el numerador de la expresion para G(u,v): 

2Im{ft^) + i21m{fttf) = \ ( f t $ 3 - ~$ ft + i f t t ~ $ V ) , 
% 

= ft0 + i f ) - f ( f t + ift)-
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Usando la identidad 

(0 1 ) 2 + ( f ) 2 + {4>Zf = - iW)(<f>1 + i f t ) + ( f ) 2 = 0, 

despejando, 

, + * ^ _ _ w 3 1 
<p - i f t ' 

tenemos 

A S T I N 13 /T 1 , , - T 2 . , -r3 (4> 3) 2 

2/m(<^ ) + i2Im{<f>A(t> ) = <j>\<j> + i<£ ) + . . ̂  ' , 
<pl — iqr 

= </>3$1 + ^ 2 ) - 0 V + * A 
/ [ ( ^ + ^ W - ^ 2 ) + | f f l 

<j)1 - %<j)2 

<P !\M2 

(j)1 -i<p 

Asi rccmplazando esto ultimo en G tenemos 

M\*-2Im{<p4>)\. 

n ( , 2Iw,(cj?(j>Z) + i2Jm{(j>^1) 
(jriU.V) — 3 5 . 

\<j)\2 - 2 / r o ( ^ f ) 

= ^ M 2 - 2 I m ( ^ f ) ) 

\<j>\2 - 2 f m ( 0 V 2 ) 

4? (f,1 - i(j)2' 

Asi G(u, v) = ^if^i es la funcion meromorfica correspondiente a la aplicacion de 
Gauss. • 

Ahora definimos g = ^r~^s- Ponemos / = <j>1 - i<j>2. L a funcion / es obviamente 
holomorfa. Entonces podemos expresar las tres componentes de 4> en tcrminos 
de / y g como: 

^ = 5 / (1 -5 s *) , cj)

2=l-f(i + g2), 4>3 = f9, 

y como (j)1. 4>2, (f>3 son funciones holomorfas, el producto f g 2 debe ser holomorfa. 

Definicion 2.17. Un par de funciones de valores complejos ( f , g ) , definida en un 
dominio simplemente conexo U del piano complejo C. U C C, tal que f es holomorfa, 
g es holomorfa, y f g 2 es holomorfa, es llamado una Representacion candnica de 
Weierstrass. 

Asi, probamos el siguiente teorema. 
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Teorema 2.18. (representacion candnica de Weierstrass para superficies 
minimas) Sea (/,<?), una Representacion de Weierstrass en un (simplemente conexo) 
dominio U de C. Si formamos tres funciones holomorfas = — g2), 4>2 = + 
g2), y <f>3 = fg, entonces la aplicacion de U en E 3 dado por 

xj((,0 = cj + 2Re t>dC, 
JC,o 

donde |< )̂|2 ^ 0 determina una superficie minima regular (que es con posibles auto-
intersecciones), y del hecho que ((j))2 = Yl^iift)2 = ®> sigue que las coordenadas 
(u,v), ( = u + iv, son isotermicas (si X(u,v) — (xl(u,v),x2(u,v),x3(u,v)), entonces 
<j> = ^ r ) . Aqui {xJ}j=1 son las coordenadas Euclidianas estdndar en E 3 , y Q is la coor­
denada compleja enU C C. 
Reciprocamente, si (u, v) son coordenadas isotermicas en M en un dominio simplemen­
te conexo f / c C , Q = u + iv es la correspondiente coordenada compleja, X(u,v) es la 
parametrizacion local de M, y <j>= ^ es la correspondiente parametrizacion holomor­
fa con componentes (cj)1, (j)2, <j>3), entonces haciendo f = <t>x — i<f>2 y g = 4>3/(4>l — i<l>2) 
obtenemos una Representacion candnica de Weierstrass de la superficie minima M en 
el dominio U C C. La funcion g es una aplicacion de de Gauss de la superficie minima 
M si en S2 las coordenadas estdn dadas por la proyeccion estereogrdfica irt desde el 
Polo Norte. 

Demostracion: Para la primera parte mostremos que 

xj((, 0 = 2Re [C <fPaX + cj: j = 1,2,3, 
•>Co 

determina una superncie minima regular, en efecto como 

£ ( * w = (<?)>+(<?)*, 
J = I 

= ( 5 / ( 1 -92))2 + + 92))2 + ( f g ) 2 , 

= \ f ( l - *92 + 9*) - \ f { l + 1g2 + g4))2 + ( f g ) 2 , 

= \ f ( - * 9 2 ) + f292, 

= 0, 

y luego de la equivalencia b) en la Proposition [2.13] tenemos que X(u, v) tiene 
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coordenadas isotermicas. Ademas tenemos 

3 

E mo\ iw+iw+w 3 | 2 

\\f{i-g2)\2 + \{j(i + g2)\2 + \Jg\2, 

\\f\2(l - 2|p|2 + \g\4) + \\f\2(l + 2\g\2 + \g\4))2 + | / | 2 | y | 2

; 

i | / | 2 ( 2 + 2M 4 ) + | / | 2 M 2 , 

\\f\2(l + 2\g\2 + \9\% 

Asf, 

3 

E i ^ ( 0 i 2 - | / | 2 ( 1 + \g\2)2 0, pues / 7^ 0, ya que g es meromorfa. 

Como tenemos que X(u, v) tiene coordenadas isotermicas por la equivalencia c) 
de la Proposicion [2.13] tenemos que M = X(U) es regular, cabe destacar que 
la condicion de que el dominio sea simplemente conexo es para que la integral 
compleja este bien definida. 
Ademas como tenemos que (j>>, j = 1,2,3 son holomorfas por la equivalencia a) 
de la Proposicion [2.13] tenemos que xj, j = 1,2,3 son armonicas. 
De esta ultima parte por la armonicidad de los xj, j = 1,2.3 y por el Corolario 
2.10 tenemos que M —X(U) es una superficie minima. 

Para la reciproca es inmediato del Corolario [2.14] y del Teorema [2.16]. • 

E n el siguiente capftulo presentaremos algunas aplicaciones del Teorema 2.18. 



Capitulo 3 

Aplicaciones 

E n este capi'tulo daremos algunas aplicaciones del Teorema 2.18, represen­
tacion canonica de Weierstrass para superficies mmimas, la mas impor­
t a n t es la construction dc superficies mmimas que sc daran a scguir y otra que 
presentaremos es el lema siguiente. 

E n el siguiente Lema expresaremos la formula de la curvatura de Gauss de 
una superficie minima. 

Lema 3.1. Sea M una superficie minima y X una parametrizacion isotermica de 
esta. Entonces usando la representation dada en el Teorema [2.18], la curvatura de 
Gauss en cada punto esta dado por 

K = % ' l 
+ M 2 ) 2 

Demostracion: Del Corolario 2.12 tenemos que la curvatura de Gaussiana esta 
dada por 

K = ~A(hg\), 

donde A = d2/8u2 + d2/dv2 = Ad2/d(d( y X(u:v) = \XU\ = \XV\, luego en primer 
lugar tenemos que 

| ( M / l ) = i | ( % / + ^7 ) = £ 

42 
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asi A(log\f\) = 0. Ahora reemplazando todo esto en K tenemos: 

v 4 8 8 i x 
A = ~xTcoxlogK 

= - ^ | I w i + ^ 4 I ^ ( i + m 2 ) ' 

K = 4 a <7'<? 
A2ac_i + M 2 ' 
4 + M2) - 9'999' 

A 2 (1 + M 2 ) 2 

4 |</|2 

A2 ( i + M 2 ) 2 ' 
1 6 ^ f 

' l / l 2 ( l + l ^ l 2 ) 4 ' 
% ' | 1 2 

Ll /K i + M 2 ) 2 

• 

3.1. Ejemplos 

E n adelante daremos ejemplos de como constrnir superficies mmimas usando 
el Teorema [2.18], conocidas de la literatura de geometna del espacio. 

3.1.1. L a Helicoide 

Tomemos ( J c C , g(Q = -ie^ y / ( C ) = SY~. Observe que ni g tiene polos, ni / 
tiene ceros en C. A s i por el Teorema [2.18] tenemos 

fi = 1 / ( 1 - ^ - 2 2 ^ , 

fi = i / a + ^ - i ^ , 

= h = - \ 

Como cos/i(C), senh(() y multiplicado por una constante son funciones holomorfas 
en C, entonces / ft' = 0, para cada trayectoria cerrada 7 en C, j = 1,2,3. Por lo 
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tanto, ftdC, no tiene periodos, y del Teorema [2.18] tenemos 

^ cosh(z) 
x = 

x = 

2 Re 

2 Re 

x3 = 2 Re 

u : 
u : 
( f 

dzj = /?.e(eo.<;/?,(£)) = c.os(v)se.nh(v), 

^ .senh(z) , \ _ , . , . , N , , . 
-?. —-dz I = H.e\—%CDsn\Q) + ?,) = sen{v)senh{u), 

dz ) = Re(-iC) = v. 

Asf, 
X(u, v) = (cos(v)senh(u),sen(v)senh(u),v), 

describe una superficie minima. Si senh(u) = t. la parametrizaeion J\f = X(t,v) 
es una parametrizaeion de la superficie minima conocida como la Helicoide, 
ver Figura [3.1]. 

/ X 

c 

Figura 3.1: L a Helicoide. 
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3.1.2. L a Catenoide 

Tomemos U c C, g(() = -eS y /(£) = - ^ l i . Observe que .9 no tiene polos y / 
no tiene ceros en C. Asi por el Teorema [2.18] tenemos 

ft = 1 f ( l g

2 ) - 1 ^ ~ e " C ) = s e n h ( 0 

? = | / ( i + s > ) _ r « l £ f i + £ f ) = _ i £ ^ ( 0 , 

^ - / , - * . 

Como cosh(C,), senh(() y multiplicado por una constante son funciones holomorfas 
en C, entonces $ <ft = 0, para cada trayectoria cerrada 7 en C, j = 1,2,3. Por lo 
tanto, ftdC, no tiene periodos, y del Teorema [2.18] tenemos 

^ J sinh(z) _ ^e^C06,/t^^ _ cos(v)cosh(u) — 1, 

^ y — i—S^ ^ dz^j = Re(—isenh(() + i) = sen(v)cosh(u), 

( / - H = * e ( c ) = u -
Asi, 

-Y(it,t>) = (cos(v)cosh(u), sen(v)cosh(u),v) — (1,0,0), 

describe una superficie minima, conocida como la Catenoide, ver Figura [3.1]. 

x1 = 2 Re 

x2 = 2#e 

x3 = 2/?.e 

SFTFE, 

Figura 3.2: L a Catenoide. 
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Observacion 3.2. Otra forma de obtener la Catenoide es la siguiente: 

Tomar U = C-Q, g(() = C y / ( C ) = Entonces, 

• = i / a - ^ - i ^ - i ) , 

*2 = ^ / a + / ) = ^ + i ) , 

*3 = 
Las funciones y (£2 no tienen pen'odos y 0 3 solo tiene un perfodo puramente 
imaginario. Asi del Teorema [2.18] tenemos 

x l - + 

x* = -^fi + —L-\ 
2\ ul + vl J 

x3 = hn(u2 + v2). 
& 

Entonces 

•)=(-1 ( x + • - \ i 1 + ^ ) • + + < i - ° - ° 0 -

3.1.3. L a superficie de Scherk's 

Considere el disco unitario D = {( e C; |C| < 1}. Tomando U = D, g(() = ( y 
/ ( C ) = y de la Definicion [2.17] obtenemos 

' - \n-*-Th-(<Tl-<^)' 

^ - 5 / ( 1 + * , ) - l l ? - ( f T T - f r i > 

J.3 ,„ 4 « f 2? 2 M <P = / s = T ^ = ( ? n - ? r T j -
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Luego del Teorema [2.18] tenemos 

( C + * ilog 

x2 — Rc log 

x3 = Re ^ log 

Es facil ver que 

C~i 
C + l 
C - i 

C2 + i 

-arp 

: - a r £ 

C + » 
C- i> / ' 
c ± l ) 
c - i r 

log . e + l . 
c 2 - i ; ~ ° ' c 2 - i ' -

c + * _ i c i 2 - i , , c + c 
C-i !C — *P IC — 

y 
C + l _ I C I 2 - I . c - c 

\ v~* 

C - l | C - l | 2 i c - i | 2 ' 
Donde |C| 2 — 1 < 1 en U, tenemos que — ̂  < xl,x2 < —|, C = u + iv. Y de las 
expresiones anteriores es sencillo ver que 

cos x = 
i I C I 5 

C2 + i y cos x 
1C12-1 
C 2 - i ' 

de esto 
x = log cos or 

cos x1 

describe donde xl e ( - ^ J - ! ) Y x% e ( _ T ' ~ i ) ; ^ * a a P n c a c i ° n ^ : U —> 
una parametrizacion dc una superficie minima, conocida como la superficie de 
Scherk's, ver Figura [3.3]. 

Figura 3.3: Superficie de Scherk's. 
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3.1.4. Superficie de Henneberg's 

Tomemos U = C - { 0 } , g(Q = ( y / ( C ) = 1 - ^ , obtenernos asi 

* = ^ 1 - ^ = T T ? " K - ? + ? - < 9 + 1 ) ' 

*2 = ^ ^ 2 ) = ^ ( - ^ - ^ - c 2

 + i ) ; 

^ = /5 = C ,3" 
1 
c5 

Luego tenemos que 

^Vdz = 

J ^ V ^ = 

( l - C 2 ) 3 

6C3 ' 
?.(! + C 2 ) 3 Si 

6C3 3 ' 
2 i \2 

/*** " ^ 
Luego del Teorema [2.18] tenemos 

-~2\3\ / (7 I A |2A\3 
T I - f i ' AC- ICI ' cn 
x - 2 f t e l ^ c ^ j " I—3|cF—J 
t . w * u _ / m ^ + w c r 

' - " K ^ M 

6C3 3 y V 3 I C I 6 

( C I C I 2 - C ) 2 ' 
ICI 4 

Y hacicndo simples calculos tenemos 

! _ [u\l - u2 - v2f - 3w;2(l - v2 - v2){l + v2 + v2)2} 
X { U ' V ) ~ 3{v? + v*Y 

2 _ [3**Ml + " 2 + ' " 2 ) 2 (1 - " 2 ~ ' " 2 ) ~ '" 3(1 ~ -»2 ~ '̂ 2)31 
X { U , V ) " 3(« 2 + t ; 2 ) 3 

3 _ [u2(l-u2-v2)2-v2(l + u2 + v2)} 
X (U, V) — / 9 I 9 \ 9 

(tT + 1 T ) 2 

Asi X = (a ; 1 ,^ 2 ,^ 3 ) describe la superficie conocida como la superficie de Hen­
neberg's, ver Figura [3.4]. 
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3.1.5. Superficie de Enneper ' s 

L a eleccion mas simple que uno puede hacer para U, g y / es tomar U = C, 
g(z) = ( y /(C) = | . Asi usando el Teorema [2.18] obtenemos una superncie 
minima M cuya parametrizacion esta dada por X : C —>• M definida por 

v 1 ( u% , 2 j _ V * 2 2 T \ X = - I u —— 4- uv , -v + —— u v, u — v I . 
Zi \ o o / 

Esto describe la superficie conocida como la superficie de Enneper's, ver 
Figura [3.5]. 

Figura 3.5: Superficie de Enneper's. 
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3.2. Conclusiones 

A partir del Teorema [2.18] tenemos las siguientes conclusiones. 

• Toda superficie minima puede ser representada localmente y/o globalmente 
mediante una pareja de funciones holomorfas. 

• L a representacion canonica de Weierstrass para superficies mmimas es un 
buen ejemplo en la cual podemos ver la interaction entre dos campos de la 
matcmatica que son la teoria Compleja y la Gcomctria. 

• L a representacion canonica de Weierstrass para superficies mmimas, da 
inicio al estudio de la superficies mmimas desde un enfoque mas amplio 
y utilizando tecnicas de la teoria compleja para mostrar resultados mas 
avanzados en esta area que son desenvueltas en temas mas avanzados. 

• L a representacion canonica de Weierstrass para superficies mmimas, nos 
da una manera de construir mas ejemplos de superficies mmimas de los 
pocos ya conocidos. 
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