UNIVERSIDAD NACIONAL SAN CRISTOBAL DE
HUAMANGA

FACULTAD DE INGENIERIA DE MINAS GEOLOGIA Y CIVIL

ESCUELA PROFESIONAL DE CIENCIAS FISICO MATEMATICAS

TESIS:

Existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion de
una ley de conservacion parcialmente no-local en los espacios

de Besov Clasico

Para optar el titulo profesional de:

LICENCIADO EN CIENCIAS FISICO MATEMATICAS.
ESPECIALIDAD DE MATEMATICA

PRESENTADO POR:
Bach. Nelson QUISPE CUBA

ASESOR:
M.Sc. Daul Andrés PAIVA YANAYACO

AYACUCHO - PERU
2024



Resumen

Esta tesis se centra en la investigacion analitica de una innovadora ley de conservacién par-
cialmente no-local. Esta ley de conservacidn surge como un intento de generalizar una ley de
conservacion unidimensional al afiadirle una dimension espacial y fue denominada "ley de con-
servacion con velocidad parcialmente no-local"por quién lo propuso. Su principal caracteristica
radica en que su campo de velocidades se define mediante la composicion de dos operadores
no locales parciales: el potencial de Riesz parcial y la transformada de Hilbert parcial. En este
trabajo, se logro establecer la buena colocacién de dicha ley de conservacidn parcialmente no-
local en el marco de los espacios de Besov Clésico, demostrando asi la existencia y unicidad de
la solucidn, asi como la dependencia continua respecto a los datos iniciales en estos espacios.
Para alcanzar estos objetivos, fue necesario demostrar dos nuevas estimativas para operadores
conmutadores en funcién de los operadores no locales parciales mencionados. Ademas, se ob-
tuvo una limitacién para la ley de conservacién parcialmente no-local al incorporar un término
fuente.

Palabras clave: Ley de conservacion parcialmente no-local, Operadores no-local, Espacios de
Besov Clésico, Buena colocacion de una ley de conservacion no-local.



Abstract

This thesis focuses on the analytical investigation of a novelty partially non-local conser-
vation law. This law of conservation arose as an attempt to generalize a one-dimensional con-
servation law by adding a spatial dimension and was termed "partially non-local velocity con-
servation law"by its proposer. Its main feature lies in the fact that its velocity field is defined
through the composition of two partial non-local operators: the partial Riesz potential and the
partial Hilbert transform. In this work, the well-posedness of this partially non-local conserva-
tion law was established within the framework of classical Besov spaces, demonstrating both
the existence and uniqueness of the solution, as well as continuous dependence on the initial
data in these spaces. To achieve these objectives, it was necessary to establish two new estima-
tes for commutator operators based on those above partial non-local operators. Additionally, a
limitation for the partially non-local conservation law was obtained by incorporating a source
term.

Keywords: Partially non-local conservation law, Non-local operators, Classical Besov spaces,
Well-posedness of a non-local conservation law.

II



Agradecimientos

Primero y ante todo, expreso mi mds profunda gratitud a Dios. Extiendo mi sincero agradeci-
miento a mi asesor, el M.Sc. Dail Andrés Paiva Yanayaco, asi como a los miembros del jurado
de tesis, los M.Sc. Ing. José Ernesto Estrada Céardenas, Juan Pablo Valverde Cueva y José Luis
Condori Condori, por su invaluable apoyo en las correcciones y mejoras realizadas en la re-
daccioén de este trabajo. Quiero expresar un agradecimiento especial al Dr. Julio César Valencia
Guevara, por todas las ensefianzas, la paciencia y las valiosas sugerencias que enriquecieron
significativamente esta tesis.

Estoy profundamente agradecido con la Universidad Nacional de San Cristobal de Huaman-
ga (UNSCH) y la Escuela Profesional de Ciencias Fisico Mateméticas (FISMA) por brindarme
la oportunidad de cursar mis estudios de pregrado, permitiéndome recibir una formacién séli-
da para enfrentar los retos académicos del posgrado. Asimismo, reconozco y valoro el apoyo
académico de mis compaifieros Eder, Margoth, Yanina, entre otros y de los profesores Enrique
Avilés, Martha Nina, entre otros, quienes desempefaron un papel esencial en mi formacién a lo
largo de los semestres cursados hasta culminar mi carrera profesional.

Un agradecimiento especial a mis padres, Eleutério y Adela, de igual manera, a mis herma-
nos, William y Christian, quienes han sido mi principal motor y motivo durante el largo camino
de mi formacién profesional.

II1



Indice general

Resumen I
Abstract II
Agradecimientos ITI
Indice general IV
I. Introduccion 1
1.1. Estadodelarte. . . . . . . .. . . . .. ... 2
1.2, OrganizaciOn . . . . . . . . . . . i e e e e 5

II. Planteamiento del problema 7
2.1. Descripcion de la realidad problemética . . . . . ... ... ... .. ..... 7
2.2. Delimitacion de la investigacion . . . . . . . . .. .. ..o 8
22.01. Bspacial . . . . ... oL 8

222, Social . ... 8

223, Temporal . . . . . ... 9

2.3. Problemade investigacion . . . . . . . .. ... 9
2.3.1. Problemageneral . . . ... ... ... ... .. ... ... 9

2.3.2. Problemas especificos . . ... ... ... ... L. 9

24, ObJEtiVOS . . .« v v i e e 9
2.4.1. Objetivogeneral . . . . . .. . .. ... e 9

2.4.2. Objetivosespecificos . . . . . . . . . ... 10

2.5. HIpltesis . . . . . . o e e e e e e 10
2.5.1. Hipoétesisgeneral . . . . . .. ... 10

2.5.2. Hipotesisespecificas . . . . . . . . ..o o 10

2.6. Disefio metodoldgico . . . . . ... 10
2.6.1. Tipodeinvestigacion . . . . . . . . . . ... ... 10

2.6.2. Nivel deinvestigacion . . . . . . . . . . . .. ... ..., 11

2.6.3. Disefio de investigacién . . . . . ... ..o oo 11

2.6.4. Poblacibnymuestra . . . . . .. ... 11

v



2.6.5. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos . . . . . . . . . . .. 11

2.6.6. Técnicas de procesamiento y andlisisde datos . . . . . ... ... ... 11

27. Materiales . . . . . ... 11

II1.Marco teérico 13

3.1. Leyesdeconservacion . . . . . . . . . . . .. ... 13

3.2. Espacio de las funciones de Schwartz . . . . . ... ... .. ... ...... 19

3.2.1. Topologia Débil y Débil Estrella . . . . . . .. ... ... ... .... 20

3.2.2. Espacios LP . . . . . . e 22

3.2.3. Espacio de las funciones de Schwartz . . . . .. .. ... ... .... 24

3.3. Elespacio de las distribuciones temperadas . . . . . . ... .. ... ... .. 30

3.4. Descomposicion de Littlewood-Paley . . . . .. ... ... ... ....... 31

3.5. Espaciosde Besovclasico . . .. ... ... ... L oo 35

3.5.1. Propiedades bésicas de los espacios de Besov cldsico . . . . . . .. .. 38

IV. Materiales y métodos 39
4.1. Desigualdad de tipo Bernstein para operadores no locales parciales en los espa-

ciosde Besov . . . . . . e 41

4.2. Estimativa de los operadores conmutadores en los espacios de Besov . . . . . . 44

V. Resultados 58
5.1. Buena colocacién de la ley de conservacion parcialmente no-local en los espa-

ciosde Besov Clasico . . . . . . . . . . L L 58

VI. Conclusiones y recomendaciones 79

6.1. Conclusiones . . . . . . . . ... 80

6.2. Recomendaciones . . . . . . . . . .. ... 81



Capitulo I

Introduccion

La presente tesis tiene como objetivo realizar un estudio analitico de una ley de conserva-
cién parcialmente no-local. Esta ley de conservacion es un intento de generalizar una ley de
conservacion unidimensional afiadiendo una dimensién espacial y aborddndola dimensién por
dimension mediante la descomposicion del dominio espacial (en el espiritu de una metodologia
de descomposicion de operadores), ademds rotando el campo de velocidades en 90° en sentido

anti-horario. La ley de conservacién no-local en mencién es dado por

00 + V - (—OAS o0, 00 H,0) = 0
(1.1)

Q(I', Y, 0) = 60(I7 y)7

donde 6 : R? x [0,00) — R es una funcién escalar, los datos iniciales 6y(z, y) no son ne-
cesariamente regulares en el sentido de que el dato inicial es suficientemente suave. Ademas,
H;y A% ! coni = 1,2 son los operadores parcialmente no locales, la transformada de Hilbert
parcial y el potencial de Riesz parcial respectivamente, los cuales serdn definidos mds adelante.

La ley de conservacion parcialmente no-local que estudiaremos analiticamente puede ser in-

terpretado como una ecuacion de transporte no-lineal con un flujo parcialmente no-local. Aun-



que se trata de una propuesta reciente, aun carece de una interpretacion fisica clara. La ecuacion
de transporte es una ecuacién diferencial parcial (EDP) que describe cémo una cantidad, como
masa, energia o la concentracion de una sustancia, se desplaza a través de un medio debido a un
flujo o movimiento. Este tipo de ecuacion es comun en fisica, ingenieria y ciencias aplicadas, ya
que modela procesos de propagacion de sustancias en un flujo continuo, como la transmisién de
calor en un medio o la dispersion de contaminantes en un fluido. Para mds detalles, ver LeVeque
(2002); Evans (2010); Strauss (2007).

En el estudio analitico se obtuvo la buena colocacion de la ley de conservacion parcialmente
no-local 1.1 en el marco de los espacios de Besov cldsicos, es decir, se demostro la existencia
y unicidad de la solucién de la ley de conservacion en mencidn, ademds de la dependencia

continua considerando los datos iniciales en los espacios de Besov Cléasico.

1.1. Estado del arte

Este tipo de investigacién introduce un enfoque novedoso para estudiar una ecuacién de
transporte bidimensional no-lineal y no-local. Para lograrlo, se define operadores no locales
parciales asociados con el campo de velocidad de esta ecuacion de transporte. Esto implica fijar
una de las coordenadas de la variable y aplicar el operador no-local a la variable total, con una
de ellas fijada. Como resultado, se obtiene un operador que actia tnicamente en una direccion.
Es importante sefalar que esta técnica debe aplicarse en ambas direcciones para cubrir todo
el espacio de variables. Posteriormente, se aplica este enfoque a la ecuacion de transporte a
lo largo del dominio definido. De acuerdo a la literatura estudiada este novedoso enfoque fue
utilizada por primera vez en Cuba (2024) para analizar la famosa ecuacion quasi-geostrofica de
superficie sin viscosidad, lo que dio lugar a la aparicion de la ley de conservacién con velocidad
parcialmente no-local (1.1), pero el estudio de esta ley de conservacién no-local fue solamente

numérico a través del método Langrangeano-Euleriano.
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En esta tesis nuestro objetivo es hacer un estudio analitico de la ley de conservacion no-local
en mencion (1.1). Dado que esta la ley de conservacion es novedosa y posee una nueva estruc-
tura, como un primer estudio en la parte analitica, conseguimos demostrar la buena colocacién
de esta ley de conservacion en espacios de Besov clésicos.

Vale la pena resaltar que la motivacidn para esta tesis surge inicialmente del estudio de Del-
gado (2016) y Abreu et al. (2022). En estos trabajos, los autores investigan la buena colocacion
global y la explosién en tiempo finito de soluciones para una ecuacioén de transporte no lineal

unidimensional con velocidad no-local

u — (UH(u))y = Vigy,

donde v > 0 representa la viscosidad y consideran datos iniciales de medida. Este modelo surge
en mecanica de fluidos y problemas de laminas de vodrtices, entre otras situaciones. Su carac-
teristica no-local proviene de la presencia de un operador integral singular, la transformada de
Hilbert H, en el campo de velocidad. Para el caso viscoso (v > 0), los autores obtienen una con-
dicion explicita sobre el tamafio de los datos iniciales, lo que implica la buena colocacion global
en el marco de espacios de pseudo-medidas. Ademads, estudian numéricamente la explosion de
tipo concentracion y el comportamiento de difusidon-suavizacion global de las soluciones. En el

caso no viscoso (v = 0), las simulaciones del modelo

u — (uH(u)), =0

proporcionan evidencia de que la solucién exhibe una explosion de tipo concentracion con
preservacion de masa. Por el contrario, se observa un efecto de atenuacion para el modelo con

el signo opuesto en el flujo

w + (uH(u))e = 0,



inicializado con cualquier medida positiva no trivial como dato inicial. La solucién manifiesta el
comportamiento ya descrito en ambos casos, estas soluciones numéricas se obtuvieron mediante
el método Lagrangeano-Euleriano.

En la misma linea, en el trabajo Huacasi Machaca (2021), se continu6 el estudio de la
solucién numérica de la misma ecuacion de transporte no-lineal y no-local unidimensional,
pero con la adicién del operador potencial de Riesz A“~! en el campo de velocidad. De hecho,
la autora considera el modelo

u £ (UA“ " Hu), =0,

con 0 < o < 1, obteniendo resultados similares al anterior.

Las dos ecuaciones unidimensionales no lineales y no locales presentadas pueden inter-
pretarse como la ecuacién cuasi-geostréfica unidimensional. En concreto, Delgado (2016) y
Huacasi Machaca (2021) estudian versiones unidimensionales de la ecuacion cuasi-geostréfica
de superficie que involucran dos operadores no locales unidimensionales, a saber, la transfor-
mada de Hilbert y el potencial de Riesz, desde perspectivas numéricas y analiticas, inicialmente
motivados por la parte numérica y obteniendo resultados interesantes y novedosos en la parte
analitica. Desde un punto de vista computacional, una forma natural de transitar al caso bi-
dimensional es considerar un modelo intermedio. Este nuevo modelo es dado por una ley de
conservacion que contiene un campo de velocidad vectorial con componentes definidos por
operadores no locales parciales, es decir, operadores unidimensionales que actiian por separado
en cada eje. Este novedoso tipo de modelos fue propuesta y estudiada en Cuba (2024) al cual

lo llamaron de una ley de conservacion con velocidad parcialmente no-local. Esos modelos son



dados por

010 £V - (0N 1 H 10, A H,0) = 0,

9(5’773/;0) = 60(x7y)7

donde 6 : R? x [0,00) — R es una funcién escalar, los datos iniciales 6y(z,y) no son ne-
cesariamente regulares. Ademds, H; y A? ' con i = 1,2 son los operadores parcialmente no
locales, la transformada de Hilbert parcial y el potencial de Riesz parcial respectivamente. El
estudio en este trabajo fue en la parte andlitica y numérica, en la parte tedrica se demostré la
buena colocacion en los espacios de Besov Clasico, mientras que en el estudio numérico se con-
sider6 dos casos, la primera fue cuando el flujo es positivo, o sea, V - (9A?’1H16, Ag"ngG), en
este caso se obtuvo evidencias de atenuacion de tipo regularizacion, el otro caso fue cuando el
flujo es negativo, o sea, —V - (OAS ™ H,0, Ay H,0), aqui se obtuvo evidencias de blow-up de
tipo concentracion. En ambas simulaciones se consideraron datos iniciales de medida y datos
iniciales de medida de tipo weak-Morrey. Ademds de estos dos modelos se estudi6 la ley de
conservacion parcialmente no-local (1.1), pero en este caso solo se hizo el estudio numérico.
Ahora en este trabajo se da la continuacién del estudio en la parte analitica enfocdndonos en
la buena colocacion de ley de conservacion parcialmente no local en los espacios de Besov

Clasico.

1.2. Organizacion

El contenido restante de este trabajo se estructura de la siguiente manera: el Capitulo II
estd dedicado a todo lo concerniente al planteamiento del problema, como la descripcion de
la realidad problematica, delimitacién y formulacién del problema de investigaciéon. También

se abordardn los objetivos, hipdtesis y disefio metodoldgico. El Capitulo III esta destinado al



marco tedrico; aqui se hard una introduccidn a las leyes de conservacion y se definirdn algu-
nos conceptos elementales, como la topologia débil, los espacios LP, los espacios de funcio-
nes de Schwartz, el espacio de las distribuciones temperadas, asi como la descomposicion de
Littlewood-Paley. Todas estas teorias son necesarias para definir los espacios de Besov Clasico.
Para finalizar este capitulo, presentaremos y demostraremos algunas propiedades basicas de los
espacios de Besov Clésico, que serdn utilizadas en el Capitulo IV. En este capitulo trataremos
los materiales y métodos; el objetivo aqui es presentar el Teorema de la Desigualdad de tipo
Bernstein para operadores no locales parciales y demostrar un corolario de este teorema que se-
rd muy util en la estimacion de los operadores conmutadores en los espacios de Besov Clasico,
temas indispensables en el estudio analitico de la ley de conservacion parcialmente no-local.
En el penultimo capitulo, Capitulo V, se presentan nuestros resultados principales de la inves-
tigacion. Aqui se demostrard el teorema que garantiza la existencia, unicidad y dependencia
continua de la solucién de una ley de conservacion parcialmente no-local en los espacios de Be-
sov. Finalmente, en el Capitulo VI abordaremos las conclusiones y recomendaciones de nuestra

investigacion.



Capitulo 11

Planteamiento del problema

2.1. Descripcion de la realidad problematica

Las leyes de conservacion con flujo no-local aparecen en varios problemas en ciencias puras
y aplicadas, por ejemplo en la ecuacion de un medio poroso con presion potencial fraccional
Allen et al. (2017), la difusiéon anémala Meerschaert and Tadjeran (2004), la propagacién de
ondas en ciertos medios, como los materiales porosos saturados Sabzikar et al. (2015), también
aparece en un modelo para el movimiento de las dislocaciones en un sélido propuesto por Biler,
Karch y Monneau en Biler et al. (2010), la ecuacidn casi-geostréfica que modela la dindmica
del encuentro de las corrientes de aire frio y caliente, ver Constantin et al. (1994), etc.

Recientemente en el trabajo de doctorado de Cuba (2024) se definieron y estudiaron tres

tipos de leyes de conservacion parcialmente no-local, siendo una de ellas

010 +V - (—ONS 1 Ho0,0A 1 H.10) = 0
2.1

0(.’17, Y, 0) = 00(1’, y)7

donde 6 : R? x [0,00) —> R es una funcién escalar, los datos iniciales 6y(, y) no son nece-



sariamente regulares, en el sentido de que es suficientemente suave. Ademds, H; y AS~' con
© = 1,2 son los operadores no locales parciales, la transformada de Hilbert parcial y el potencial
de Riesz parcial respectivamente que fueron definidos en el mismo trabajo de doctorado.

Los estudios de esta ley de conservacion parcialmente no-local fueron solamente numéricos
a través del método Lagrangeano-Euleriano Abreu and Pérez (2019); Abreu et al. (2020); Cuba
(2024). Esto nos lleva a la siguiente pregunta:

/Serd que la ley de conservacion parcialmente no-local (2.1) es matemdticamente "bien
planteado" en los espacios de Besov Cldsico?

Para responder esta pregunta debemos demostrar la buena colocacién (o sea, existencia y
unicidad de la solucién, ademds de la dependencia continua de los datos iniciales) de esta de

ley de conservacion parcialmente no-local en los espacios de Besov Clésico.

2.2. Delimitacion de la investigacion

2.2.1. Espacial

Este trabajo se ubica en el area de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP). El concepto de
buena colocacion se refiere a las condiciones bajo las cuales un problema matematico presenta:

existencia y unicidad de la solucion, ademads de la dependencia continua de los datos iniciales.

2.2.2. Social

El presente trabajo en principio es de aplicacion para estudiantes de ciencias bdsicas (mate-

matica, fisica, etc.) e Ingenierias.



2.2.3. Temporal

La bibliografia utilizada abarca desde 1981 hasta la actualidad, incluyendo libros, articulos

cientificos, tesis, etc.

2.3. Problema de investigacion

2.3.1. Problema general

(Es posible demostrar, bajo un andlisis riguroso en los espacios de Besov Clasico, la existen-
cia, unicidad y la dependencia continua de las soluciones de la ley de conservacion parcialmente

no-local (2.1)?

2.3.2. Problemas especificos

= ;Qué propiedades bdésicas de los espacios de Besov Clasico serian utiles para demostrar

la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién de (2.1)?

= ;Qué detalles se deben tomar en cuenta para demostrar la existencia, unicidad y depen-

dencia continua de la solucién de (2.1)?

2.4. Objetivos

2.4.1. Objetivo general

Demostrar la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién de la ley de con-

servacion parcialmente no-local (2.1) en los espacios de Besov Clésico.



2.4.2. Objetivos especificos

= Presentar las propiedades bdsicas de los espacios de Besov que serian ttiles para demos-

trar la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion de (2.1).

= Dar a conocer los detalles que se deben tomar en cuenta para demostrar la existencia,

unicidad y dependencia continua de la solucién de (2.1).

2.5. Hipotesis

2.5.1. Hipotesis general

La ley de conservacién parcialmente no-local (2.1) tiene una solucién tnica con dependen-

cia continua en los espacios de Besov Clasico.

2.5.2. Hipdtesis especificas

= La propiedad de inmersion de los espacios de Besov Cldsico en los espacios L” y en
los mismos espacios Besov Clésico serdn una herramienta para demostrar la existencia,

unicidad y dependencia continua de la solucion de (2.1).

= Bajo condiciones iniciales apropiadas en los espacios de Besov Clésico B, ,, se puede

demostrar la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion de (2.1).

2.6. Diseiio metodologico

2.6.1. Tipo de investigacion

Documental.
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2.6.2. Nivel de investigacion

Descriptivo.

2.6.3. Diseiio de investigacion

No experimental.

2.6.4. Poblacion y muestra

No consigna.

2.6.5. Técnicas e instrumentos de recoleccion de datos

Disefio Técnica Instrumentos
Articulos cientificos, libros y
tesis.

No experimental. | Sistematizacion bibliogréfica.

2.6.6. Técnicas de procesamiento y analisis de datos

Por la naturaleza del presente trabajo, no consigna.

2.7. Materiales

= Humanos: Tesista, asesor y jurados.
= Materiales y equipos:

* Materiales: libros, papel bond, lapiceros, memoria usb, materiales de escritorio.

» Equipos: laptop, tablet y celular.

11



= [ocales: sala de estudios de la universidad y encuentros por videollamadas.
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Capitulo I11

Marco teorico

En este capitulo presentaremos los principales espacios funcionales donde trabajaremos,
ademds de algunos conceptos, teoremas, proposiciones, resultados, etc. que serdn herramientas
fundamentales para demostrar la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién de

(2.1) en los espacios de Besov Clasico.

3.1. Leyes de conservacion

En esta seccion se presentaran las leyes de conservacion junto con algunos ejemplos senci-
llos, basdndonos principalmente en los trabajos de Mishra et al. (2019), LeVeque (2002),
Thomas (2013) y Huacasi Machaca (2021).

Numerosos problemas interesantes en las ciencias fisicas, bioldgicas, ingenierias y sociales
se modelan a través de leyes de conservacién Mishra et al. (2019). Estas leyes establecen que
las propiedades fisicas o magnitudes (como la masa, el momento, la energia, etc.) de un sistema
determinado permanecen constantes bajo ciertas condiciones y durante un periodo de tiempo.
Por ejemplo se tiene ley de conservacion de masa, del momento lineal y de energia. Matemd-

ticamente, se expresan mediante ecuaciones diferenciales parciales, que generalmente son no
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lineales, lo que complica su estudio numérico.

Para obtener una representacion matemadtica de una ley de conservacion, consideremos un
dominio 2 C R" (nos referimos al dominio como una regién del espacio en la cual se estudia
una cantidad o fenémeno determinado) y una cantidad de interés u(x, t), que debe conservarse,
definida para todo x € Qy t > 0.

La evolucion temporal de u(z, t) se describe mediante el siguiente principio fisico:

La variacion temporal de u en cualquier subconjunto w C ) es igual a la cantidad de u
producida o destruida dentro de w y el flujo de u a través de la frontera Ow.

Esto nos indica que el cambio en u se debe a dos factores: la cantidad de w producida o
destruida y el flujo que representa la cantidad de u que entra o sale del subdominio w. Matema-

ticamente puede ser expresado de la siguiente manera

i/u(gzc,t)dx:/Gdav—/ F -nds (3.1)
dt w w Ow

donde 7 es el vector normal unitario exterior a w, F' : R" — R" es el flujo que depende de u y
G : R" — R" es el término fuente que también depende de w.

Un ejemplo de aplicacion de la ecuacién (3.1) es considerar un tramo de un rio donde se
introduce un contaminante a través de un punto de descarga. Supongamos que w representa una
porcidn del rio comprendida entre dos secciones transversales. La ecuacion de conservacion de

la masa del contaminante dentro de este tramo puede expresarse de la siguiente manera:

i/c(x,t)dx:/q(x,t)dw—/ cv - nds (3.2)
dt w w Ow

donde, c(x,t) es la concentracion del contaminante en la posicién z y tiempo t, ¢(z, t) repre-
senta la tasa de generacion o eliminacion de contaminantes en el tramo, por ejemplo, debido a

una planta de tratamiento que puede estar inyectando (fuente) o eliminando (sumidero) conta-
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minantes, v es la velocidad del flujo del rio y ) es el vector normal a la frontera dw, que en este
caso corresponde a las secciones transversales del tramo del rio.

El término / cv - nds mide el flujo neto de contaminante que atraviesa las fronteras del
tramo w debido 2? UlJa corriente del rio.

Interpretacion de la ecuacion (3.2): El lado izquierdo de la ecuacion representa la tasa de
cambio de la masa total del contaminante dentro del tramo del rio. En cuanto al lado derecho,
el primer término refleja la cantidad de contaminante que se estd afadiendo o eliminando en el
tramo (por ejemplo, debido a una descarga industrial o una planta de tratamiento). Finalmente,
el segundo término describe el flujo de contaminantes que entra o sale a través de las secciones
transversales del tramo, determinado por la velocidad del flujo del rio y la concentracién del
contaminante.

Aplicacion de (3.2): Supongamos que una fabrica vierte un contaminante a razon constante
q(z,t) = qo en un tramo del rio. Si conocemos la velocidad del flujo v del agua y la concen-
tracion inicial del contaminante en el rio, podemos utilizar esta ecuacion para predecir como
evolucionard la concentracion del contaminante a lo largo del tiempo en la regién w. Esto es
clave para evaluar el impacto ambiental del vertido y disefar estrategias de mitigacion.

La ecuacion (3.1) representa la forma integral de una ley de conservacion que describe la
evolucion total de u en w.

Para simplificar la expresion (3.1), aplicamos el teorema de la divergencia. Este teorema es-
tablece que el flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada es igual a la integral

de volumen de la divergencia del campo sobre el interior de la superficie. Asi, obtenemos:

d
7 u(a:,t)dx:/Gda:—/dides
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introduciendo la derivada dentro de la integral y ordenando se tiene

/%u(m,t)dx—i—/dides—/de:O

/(ut(x,t) +divF —G)dx =0

Como la integral debe ser cero para todo z € w, entonces el integrando tiene que ser necesaria-

mente igual a cero. De este modo se obtiene la siguiente ecuacién
u(z,t) +divF —G =0, V(zr,t) e QxR". (3.3)

Esta ecuacion es llamada forma diferencial de las leyes de conservacion con término fuente,
pues establece que el cambio en u es un balance entre el flujo y la fuente.
Comunmente el inico cambio de u es debido al flujo en las fronteras, en ese caso G = 0y

la ecuacién (3.3) se reduce a
u(z,t) +divF =0, V(z,t) € QxR". (3.4)

Esta ecuacion es conocida como ley de conservacion donde el cambio de u es Unicamente
debido a la cantidad que entra o sale del dominio de interés w.

En general el flujo F' en (3.4) es una funcién que depende de v y de sus derivadas
F = F(u,Vu, Vu,---).

Ademas puede ser clasificada de la siguiente manera:

= Si FF = F(u) entonces la ley de conservacién es de primer orden y es clasificada como

hiperbdlica.
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» Si FF = F(Vu) entonces la ley de conservacion es de segundo orden y es clasificada

como parabdlica.

» Si F' = F(u, Vu) entonces la ley de conservacion es llamada de " Ecuacién conveccién

difusion".

En seguida daremos algunos ejemplos de leyes de conservacion, para mds detalles ver Mish-

ra et al. (2019).

Ejemplo 1. Sea u(zx,t) la concentracion de un quimico (por ejemplo contaminantes en un rio),
supongamos que el rio fluye con una velocidad a(x,t) que es conocida en todos los puntos del
rio. El contaminante es transportado en la direccion de la velocidad con un flujo F(x,t) =
a(x,t)u(z,t). Considerando que el contaminante no se produce ni destruye durante el flujo,

entonces G = 0, consecuentemente la ley de conservacion tendria la siguiente forma

u(z,t) + div(au) = 0,

y si la velocidad a es constante tendremos

wy(x,t) + au, = 0. (3.5)

Esta es una Ecuacion Diferencial Parcial escalar lineal con coeficiente constantes de tipo hi-
perbdlico. Si consideramos a > 0y dando como condicion inicial C.I. u(x,ty) = n(x) tenemos
solucion para la EDP (3.5) en la Figura (3.1).

De acuerdo con la Real Academia Espaiiola (RAE), el término adveccion se refiere a la
accion y el efecto de transportar o arrastrar algo. En este contexto, la ecuacion (3.5) recibe
el nombre de ecuacion de adveccion, ya que describe el transporte advectivo de una sustancia

presente en bajas concentraciones dentro de un fluido, sin que dicha concentracion influya en
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Figura 3.1: Solucion de la ecuacién de la ecuacion de adveccion u.(z,t) + au, = 0 con C.I.
u(z,tp) = n(x). Imagen extraida de Bodnar et al. (2021)

la dindmica del mismo.

Ejemplo 2. Otro ejemplo ilustrativo es la ecuacion de calor. Supongamos que una varilla de
metal se calienta en un extremo y luego se deja enfriar sin proporcionar ninguna fuente adicio-
nal de calor. Una observacion comiin es que el calor se propaga o difunde y la temperatura de
la varilla se vuelve uniforme después de un tiempo.

Si denotamos por u(z,t) la temperatura de la varilla, ademds teniendo en cuenta que la

difusion del calor es gobernado por la ley Fick, podemos escribir el flujo como

F(u) = —kVu,

donde k es el tensor conductividad del medio, el signo (-) indica que el calor fluye de una zona
caliente a una zona fria. Sustituyendo este flujo en la ley de conservacion (3.4), obtenemos la

ecuacion del calor

wy(x,t) — div(kVu) = 0. (3.6)
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Para k > 0 fijo, x € Ry considerando como C.I. u(z,tq) tenemos solucion para la EDP

(3.6) en la Figura (3.1).

u A 1=ty+ Bt
|r:|rr_,l

1=t,+2 &1

Figura 3.2: Solucién de la ecuacién de calor u:(x,t) — ku,, = 0 con C.I u(z,ty). Imagen
extraida de Bodnér et al. (2021)

Ejemplo 3. Un ejemplo bien interesante es la conservacion de masa. Es bien conocido en
dindmica de fluidos que la masa total de un fluido se conserva, matemdticamente esto se puede

expresar como
pi + div(pu) =0, 3.7)

donde p(x,t) es la densidad del fluido y u(x,t) es la velocidad del fluido. En este caso el flujo

esta dado por F' = pu. Esta ecuacion es conocida como ecuacion de continuidad, ver la Figura

3.3.

3.2. Espacio de las funciones de Schwartz

En esta seccion presentaremos el espacio de las funciones de Schwartz y las propiedades de

dicho espacio que se utilizaron en el transcurso del trabajo. Nuestras principales referencias son
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Figura 3.3: Representacion del flujo de un fluido con densidad p(z,t) y velocidad u(z, t).

Folland (1999) y Alvarez (2022), a menos que se indique lo contrario.
Para definir los espacios de las funciones de Schwartz, necesitamos definir algunos concep-
tos como la topologia débil y los espacios L? para entender mejor la defincion de los espacios

de las funciones de Schwartz, los cuales serdn detallados en los siguientes sub-secciones.

3.2.1. Topologia Débil y Débil Estrella

Dado un espacio vectorial normado X, por ejemplo el espacio de Banach o de Hilbert, la
topologia débil en X es la topologia mas econdmica, en el sentido que tiene la menor cantidad
de conjuntos abiertos tal que todas las aplicaciones funcionales lineales continuas de X hacia
el cuerpo subyacente, por ejemplo R o C siguen siendo continuas.

En términos précticos, esto significa que en lugar de considerar la convergencia de una
sucesion (x,,) en el sentido normado usual, donde x,, — z, si ||z, — x| — 0, en la topologia
débil se considera la convergencia de x,, — x débilmente si f(z,) — f(x) para todo funcional
lineal continuo f € X*, donde X™* es el espacio dual de X, es decir, el conjunto de todos los

funcionales lineales continuos de X .

Ejemplo 4. Sea C|0, 1] el espacio de funciones continuas en [0, 1] con la norma del supremo,
| flloo = SUp,e(o1) |f(7)]. La topologia débil en C[0, 1] se define como la convergencia puntual
en cada punto de |0,1]. Es decir, una secuencia (f,) converge débilmente a f si y solo si

fn(z) = f(z) para cada z € [0, 1].
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Ejemplo 5. Sea H un espacio de Hilbert con producto interno (-, -). La topologia débil en H se
define como la convergencia en cada producto interno. Es decir, una secuencia (x,,) converge
débilmente a x si 'y solo si (x,,y) — (x,y) para cada y € H. Recordemos que el Teorema
de Representacion de Riesz establece que cualquier funcional lineal continuo en un espacio de

Hilbert puede expresarse mediante el producto interno.

Sea X un espacio vectorial normado y X™ su espacio dual. La topologia débil en X*, tal
como se definid anteriormente, es la topologia generada por X **. De mayor interés es la topo-
logia generada por X (considerado como un subespacio de X **), la cual se llama la fopologia
débil-* (leido "topologia débil estrella") en X™.

X* es un espacio de funciones sobre X, y la topologia débil-* es simplemente la topologia

de convergencia puntual: f, — f siy solo si f,(x) — f(x) paratodo z € X.

Ejemplo 6. Consideremos el espacio (', que es el conjunto de todas las sucesiones complejas

(o reales) absolutamente sumables, o sea,

= {(xn);’fl cx, € CoR, Z|$n| < oo},

n=1

donde su norma es dado por ||z||pn = > oo |z, con x = (x,)32, € (L.
Su espacio dual, ((*)*, puede identificarse con (>, el espacio de sucesiones acotadas y es
definido por

> = {{mn}ff:l cx, € CoR, suplz,| < oo} .
neN

donde su norma es dado por ||x||pe = Sup,ey |Tn|, con v = (2,)52, € (. Esta norma
convierte a (> en un espacio de Banach, ya que es completo con respecto a esta norma.
En este caso, la topologia débil-* en (> es la topologia de convergencia puntual. Es decir,

una sucesion { f,} C (> converge débil-* a f € (> siy solo si, para cada k € N, se cumple

que f.(k) — f(k) cuando n — oo.
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Esto significa que podemos observar la convergencia de una sucesion en {>° evaluando sus

valores en cada punto de la sucesion en (1, en lugar de verificar la convergencia en norma.

3.2.2. Espacios L?

Sea X un conjunto no vacio. Un dlgebra de conjuntos en X es una coleccién no vacia A
de subconjuntos de X que es cerrada bajo uniones finitas y complementos; en otras palabras,
si By,...,E, € A, entonces | JE; € A;ysi E € A, entonces E° € A. Una o-dlgebra es un

algebra que es cerrada bajo uniones numerables.
Ejemplo 7. Si X es cualquier conjunto, el conjunto potencia P(X )y {0, X'} son o-dlgebras.

Ejemplo 8. Si X es un conjunto no numerable, entonces

A={FE C X : E es numerable o E° es numerable}

es una o-dlgebra, llamada la o-dlgebra de conjuntos numerables o co-numerables.

Sea X un conjunto equipado con una o-dlgebra M. Una medida en M es una funcién

p: M — [0, 0] tal que

2. si{E;}32, es una secuencia de conjuntos disjuntos en M, entonces 1 (J Ej) = > 77| p(Ey).

La propiedad (ii) se llama aditividad numerable.

Si X es un conjunto y M C P(X) es una o-dlgebra, entonces (X, M) se llama espacio
medible y los conjuntos en M se llaman conjuntos medibles. Si p es una medida en (X, M),
entonces (X, M, 1) se llama espacio de medida.

En la teoria cldsica de la integracién en R, [ f(z) dz se define como un limite de sumas de

Riemann, que son integrales de funciones que aproximan a f y son constantes en subintervalos
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de [a, b]. De manera similar, en cualquier espacio de medida existe una nocién natural de integral
para funciones que, en un sentido adecuado, son localmente constantes, y se puede extender
a una integral para funciones mds generales. En este capitulo, desarrollamos la teoria de la
integracion en espacios de medida abstractos, prestando particular atencion a la integral de
Lebesgue en R y su generalizacién en R".

Recordemos que cualquier aplicacién f : X — Y entre dos conjuntos induce una aplicacién
[t P(Y) — P(X), definida por f~'(E) = {x € X : f(x) € E}, que preserva uniones,
intersecciones y complementos. Asf, si A/ es una o-dlgebra en Y, entonces { f ! (E) : E € N}
es una o-dlgebra en X.

Si (X, M)y (Y, N) son espacios medibles, una aplicacién f : X — Y se llama medible, si
fYFE) € Mparatodo E € N.

Consideremos un espacio de medida fijo (X, M, u1). Si f es una funcién medible en X y

0 < p < o0, definimos los espacios L?(X, M, i) como

L/(X, M, ) = {f : X = C| f es medible y || ], < oo} .

donde

1/p
£l = (/X|f|pdu> |

Cuando no existe riesgo de ambigiiedad, abreviamos LP(X, M, 1) como LP(u), LP(X), o
simplemente L”.

Para el caso p = o0, si f es una funcién medible en X, definimos

[flloe = nf{a >0 p({z: [f(2)| > a}) = 0},

con la convencion de que inf () = oco.

23



La cantidad || f||o se conoce como el supremo esencial de | f|y a veces se denota por

[flloe = esssupyex |f(2)]-

Definimos entonces

L =L%(X, M,u)={f: X = C| fesmedible y || f||cc < o0}.

Vale la pena resaltar que LP es un espacio vectorial, ya que si f, g € L, entonces

1+ gllp < (2méx([f], |g)" < 22 (I fllp + lgllp) -

De modo que f + g € L*.

3.2.3. Espacio de las funciones de Schwartz

Un multi-indice es una n-tupla ordenada de enteros no negativos. Si o« = (o, ..., ;) es un

multi-indice y z = (21, -+ ,z,) € R", definimos

n

n n
’Oé’ :Zaj’ Oé‘ :HOC]'7 aa: (al)al.(an)an’ xa:Hx;lJ
j=1 J=1

J=1

Asi, por ejemplo, la férmula de Taylor para las funciones f € C*, es decir, f es una funcién

k-veces continuamente diferenciable, podemos escribir como
o (z — x)" 1 Be(@)]
f(@) = 32 (0" Nlwo) " + Relw),  lim =2

|| <k w0 |1 — "

=0,
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y la regla del producto para derivados se convierte en

al
O*(fg) = Bg;a 5!—7!(361’)(3”9)

Uno de los primeros elementos a definir serdn las funciones de Schwartz o espacio de las
funciones de decrecimiento rdpido. Estas son funciones definidas en R", infinitamente dife-
renciables y éstas, asi como sus derivadas parciales, se cancelan en el infinito mas rapido que

cualquier potencia de |z|. Definimos esto formalmente de la siguiente manera.

Definicion 1 (Espacio de funciones de Schwartz). Dados un multi-indice o« € Nij, N € Z 'y una

funcion f, definimos

S={feC”:|fllyn, <00, paracada N, a},

donde
1Flly e = sup (1+ |2])¥|0%f ().
z€Rn
Aqui, @« = (ay, -+ ,a,) es un multi-indice que indica las derivadas parciales de f en cada
direccion, 0° f (z) = axf‘laaxg‘;;fax;‘:" representa la derivada de f de orden |a/| y el factor (1+|x|)™

garantiza que f y todas sus derivadas decrecen suficientemente rapido a medida que |z| — oo.

Equipamos S con la topologia débil que hace continuas las funciones |||, , para cada N, a.

Ejemplo 9. La funcion f(zx) = e 1o con x € R", es llamado de Gaussiana yfes.
Para demostrar que la funcion Gaussiana f(z) = el pertenece al espacio de Schwartz

S(R™), necesitamos verificar que para cada entero N 'y cada multiindice o,

1fllva = sup (1 + |z])™|0°f ()|

reR™
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es finita.
Note que, para cada multi-indice o = (o, aw, . . ., v,), la derivada 0* f () se puede expre-

sar como

0° f(x) = pala) e,

donde p,(x) es un polinomio en x cuyo grado depende de «. Esto ocurre porque cada vez que
derivamos e~1**, obtenemos factores de x; en las derivadas debido a la regla de la cadena, ya

que
9
(‘9@-

—|z|? —1pl2
el = —og eIl

Asi, cada derivada 0 f(x) es un producto de un polinomio en x, p,(x), y del término
exponencial el

Por otro lado, el término e~ decrece muy rdpidamente cuando |x| — oo, aiin mds rdpido
que cualquier crecimiento polindmico de p,(x) o de (1+|x|)™. De hecho, para grandes valores

—|zl2 L. , L, . . .,
de |z|, el factor e=1*\" tiende a cero mds rdpido que cualquier funcion de la forma |x|™ para

cualquier m € N.

||

Ast, aunque po(x) y (1+ |z|) puedan crecer en |x|, el decrecimiento exponencial de e~

domina, y garantiza que el producto
leY —|xl?
(14 |z)¥ [0 f(2)] = (L + |2 |pa(@)] e

permanezca acotado en todo R™.

Por lo tanto, || f||n.a = sup,egn (1 + |])V|0% f(x)| es finita para cada N y .

Observacion 1. Las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto CZ° estdn en

S.

Se utilizard la notacién L? para referirnos al espacio LP(R™), a menos que se resalte que el
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dominio ya no es R".

Definicion 2. Dada f = (f1,--- , fn) € S, definimos

Cuando 1 < p < oo denotaremos

£ = ([ 1r7as)”

Sin embargo, de manera andloga a la demostracion de la equivalencia de normas en R", tene-

mos que

1Flle =D il
=1

Por otro lado, definimos
1 e =D M1Fill -
i=1
Proposicién 1 (Desigualdad de Holder). Supongamos que 1 < p < ooy que ; + - =1 (es

decir, ¢ = p%l ). Si f'y g son funciones medibles en X, entonces

19l < [1fllpllgllq: (3.8)

En particular, si f € LPy g € LY, entonces fg € L, y en este caso se cumple la igualdad

en (3.8) siy solo si |f|P = al|g|? casi en todas partes para algunas constantes o'y [3 tales que

af # 0.

Demostracion. La demostracion esta detallada en Folland (1999). ]

Definicion 3 (Convolucién). Dadas las funciones f, g € S(R™), la convolucion f * g entre f 'y
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g estd dada por la funcion

(f*g)(z) = . [z —y)g(y) dy.

La siguiente proposicién muestra que en nuestro contexto, es decir, en el espacio de las
funciones de Schwartz, la convolucidén estd bien definida. Este resultado se puede encontrar en

Folland (1999) y Grafakos (2008).
Proposicion 2. Considerando f,g € S, tenemos que f x g € S.

Proposicion 3 (Desigualdad de Young). Si f € L' yg € LP (con1 < p < o0), entonces

f * g(x) existe para casi todo x, f x g € LP, y se cumple que

1+ gllp < [[fllllglly

Demostracion. La demostracion esta detallado en Folland (1999). ]

Definicién 4 (Transformada de Fourier). Dada f € S definimos la transformada de Fourier f

de tal manera que

A~

f&)= [ fla)e ™ du.
Rn
También consideramos la transformada inversa de Fourier de f, denotada por f, como siendo

f&) = [ fla)e™*da
R™

Definicion 5 (Transformada inversa de Fourier). Dada f € S definimos la transformada inversa

de Fourier f, como

flay= [ f(&e*da

R
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Proposicion 4. La transformada de Fourier y la transformada inversa de Fourier son aplica-

ciones continuas de S en S.

Demostracion. Para demostrar que la transformada de Fourier y la transformada inversa de
Fourier son aplicaciones continuas de S en S, debemos verificar que estas transformadas llevan
funciones en el espacio de S en funciones que también pertenecen a S y que esta operacion es

continua.

Afirmacion 3.2.1. La transformada de Fourier lleva S en si mismo.

Sea f € S, entonces [y todas sus derivadas decrecen mds rdpido que cualquier potencia
de |x| cuando |x| — oc.

Luego, al aplicar la transformada de Fourier a f, podemos verificar que J?también cum-
ple esta propiedad de decaimiento rdpido en £. Esto es debido a que al multiplicar | por un

monomio en T equivale a derivar f en £. Es decir, para cualquier o € N", tenemos

~ —_—

§4f(§) = (=Df)(E),

lo que implica que f también es rdpidamente decreciente, ya que D* f € S para todo «.
Ademds, si | € S, entonces todas las derivadas de f existeny son rdpidamente decrecientes.

Asi, f € S, lo que prueba que la transformada de Fourier mapea S en si mismo.

Afirmacién 3.2.2. La continuidad de la transformada de Fourier en S

Para demostrar que la transformada de Fourier es continua en S, debemos mostrar que si
{fr} es una sucesion en S que converge a f en S, entonces {ﬁ;} converge a fen S.

La convergencia en S significa que, para cualquier multi-indice o y cualquier [3, se tiene
que x°DP fi.(z) — x*DP f(x) uniformemente en x € R™.

Por las propiedades de la transformada de Fourier, sabemos que derivar en £ correspon-

de a multiplicar por x en el espacio de las funciones originales. Esto implica que todas las
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propiedades de convergencia de las derivadas y del decaimiento rdpido se preservan bajo la

transformada de Fourier, lo cual garantiza que fr, — f en S.

Por tanto la transformada de Fourier es una aplicacién continua de S(R™) en si mismo.
De forma similar se muestra para la transformada inversa de Fourier. Esto se debe a que la
transformada inversa de Fourier tiene una definicion anédloga a la transformada directa, y las

propiedades de decaimiento y derivabilidad se preservan de la misma forma. 0

3.3. El espacio de las distribuciones temperadas

La nocion de distribuciones en general busca de cierta manera generalizar el concepto de
funcién. Veremos cdmo se hace esto en nuestro contexto, especificamente, tomando como base
el espacio de las funciones de Schwartz. Las siguientes definiciones se encuentran en Folland

(1999).

Definicion 6 (El espacio de las distribuciones temperadas). Denotamos por S y llamamos al

espacio de las distribuciones temperadas el espacio dual de S. En otras palabras,
S :={F :8 — C|F es lineal y continua}.

Dotamos S’ con la topologia débil-+. Dados F' € S', ¢ € S escribimos indistintamente F(y) o

(F, ).

Podemos definir la convolucién entre un elemento en S’ y un elemento en S, asi como
definir la transformada de Fourier para el contexto del espacio de las distribuciones temperadas
S’. Lo haremos a continuacién teniendo como referencias a Folland (1999) y Sawano et al.

(2018).

Definicion 7. Sean f € S"e p € S.
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. Definimos el producto fp € S’ por

(fo,0) = (f.ve), YYeS.

. Definimos la convolucion f x ¢ entre f y © como

(fro ) =({f,vxp), VpeS,

donde para cada x € R", ¢(z) = p(—x).

. Envirtud de la integracion por partes, considerando un multi-indice «, definimos

(-1)e

al

(zf, ) =

(f,x)y, W es.

. La transformada de Fourier f de f se considera de tal manera que

(f.) = (f,4), Yy eS.

. La transformada inversa de Fourier f de f se considera de tal manera que

(f. ) = (f,4), Yy eS.

3.4. Descomposicion de Littlewood-Paley

La descomposicion de Littlewood-Paley es un concepto fundamental en el andlisis armé-

nico (estudia la representacion de funciones o sefiales como combinaciones de ondas bdsicas

por ejemplo senos y cosenos u otras bases ortogonales mds generales), especialmente en la
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exploracion del anélisis de Fourier y sus diversas aplicaciones. Esta descomposicion implica
expresar una sola funcién como una suma de funciones con distintas frecuencias, siendo una
herramienta indispensable para descifrar el comportamiento local de funciones en funcién de
su contenido de frecuencia. Es particularmente util en el estudio de transformadas de Fourier y
en el andlisis de funciones y distribuciones. El lector podra ver més detalles en Bahouri et al.
(2011); Grafakos (2008); Ferreira and Pérez-Lépez (2022); Wu (2007). Ademads, esta descom-
posicion es ampliamente aplicada en diversos dominios matematicos, incluidas las ecuaciones
diferenciales parciales, la teoria de la probabilidad y la teoria de niimeros, la descomposicidén
de Littlewood-Paley permite un andlisis exhaustivo de las funciones.

Para introducir la descomposicion de Littlewood-Paley, escribimos para cada j € Z
N 8 . 4 .
Dy={6eR": 72 <[f] <2}y B ={£ €R": [¢] < 32"}

Ademds, consideramos una funcién radial no negativa ¢ € C2°(R™) que satisface supp(y) C

Dyy

> 9i(6) = 1,6 € R"\{0}, donde p;(§) := p(279€) o $;(¢) = 29¢(2°€),

JEZ

note que, supp ¢; C D; para todo j € Z.

También, definimos ¢) como (&) = Z ©i(€), si € # 0y (0) := 1. Entonces, 1) €

j<-1
C(R™\0), supp(y)) C By y

PE) + D ei(€) =1, VE R,

320
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Los operadores de localizacion A;, A,y S; se definen como

Aif = ¢i(D)f = F 7 (oif) =2 (F'p(2) + f, Vi €L,
Ajf =24, ifj >0,

Aaf=o(D)f =F " (0f) = F W)« /.
Ajf =0, ifj < =2,

S;f = b,(D)f = F! (wj) = 9 (FIy(20) * f, V) €L,

donde ¥; (&) = (277¢€). De las relaciones de los soportes de ¢; y ¢; se obtiene la ortogonalidad

de los operadores de localizacién

AALS =0, if |j— k| > 2, (3.9)

Aj(Sk—29Axf) =0, if [j — k| > 3. (3.10)

La descomposicion de Littlewood-Paley de f se obtiene a través de los operadores S, y A,
es decir, f = Spf + 32,5, Ajf, paratodo f € S'(R") y k € Z. Ademds, si kh’m Skf =0en
= ——00

S’ (como en el caso de f € L>\{constantes}), entonces la igualdad f = > ., A, f se llama

JEZ.

la descomposicion homogénea de Littlewood-Paley de f, ver Lemarié-Rieusset (2002).

Ejemplo 10. llustraremos la descomposicion de Littlewood-Paley de la funcion Gaussiana
f(x) =e ",

La transformada de Fourier de f es f &) = \/7_1'6_52/ 4y esta funcion es de tipo Gaussiano
en el dominio de frecuencia, con decaimiento rdpido en &.

Luego usamos las funciones de corte ¢y 1 para definir las funciones ¢;(§) = ©(277€), que
el que actiia como filtro para seleccionar la banda de frecuencia D; centrada en || ~ 27 y

WY€) = Zj < 1%j (&) para las bajas frecuencias, con soporte en B.
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Ast, tenemos las componentes de Alta Frecuencia A f y cada componente es dado por

Ajfx) = F e f (&) = F (90(2‘%)\/7?@—52/4) ,

Estas componentes capturan diferentes bandas de frecuencia de la funcion gaussiana. Por ejem-
plo:

Para j =0, Ao f(x) capta la contribucion de frecuencia alrededor de |£| ~ 1.

Para j = 1, Ay f(x) corresponde a las frecuencias en |£| ~ 2.

Para j = 2, Ay f(z) corresponde a las frecuencias en || = 22, y asi sucesivamente.

La componente de Baja Frecuencia Sy f es dado por

Sif (@) = F~ (i (€)v/me s/,

donde (&) cubre las frecuencias bajas hasta la escala k.

—z2

Entonces, la descomposicion de f(x) = e™*" en bandas de frecuencia se obtiene sumando

todas las componentes A f(x) y Sy, f (), es decir, para cualquier k € 7 tenemos

fla) = Skf(z)+ ) Aif(x)

i>k

Aqui, Sy f(x) recoge las frecuencias bajas hasta la escala k, mientras que ., A;f(x)

suma las componentes de frecuencia superiores.

Por otro lado, usando el paraproducto de Bony Bony (1981), se deduce que para f,g € S’

podemos definir el producto f - g como

fog=Trg+T,f + R(f,9), (3.11)
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donde Tyg =Y S;afAjg y R(f,9)= Y _ Ajf > Ajg.
i>2 i>-1 -5’12
El paraproducto de Bony es una forma de aproximar el producto f - g a través de la transfor-

mada de Fourier. La idea es separar los productos de las componentes de alta y baja frecuencia

de f y g, de manera que se pueda controlar mejor su comportamiento en el espacio funcional.

3.5. Espacios de Besov clasico

Los espacios de Besov Cldsico, denotados generalmente como B,  (R"), son una familia de
espacios funcionales que generalizan varios espacios de funcionales conocidos, como por ejem-
plo los espacios de Sobolev y los espacios de Holder, para saber més de estos espacios consultar
Brezis (2011); Evans (2010); Adams and Fournier (2003); Stein (1970). Los espacios de Besov
son fundamentales en andlisis armonico, teoria de interpolacion y el estudio de regularidad en
EDPs. Para definir este espacio, se utilizan principalmente tres pardmetros: suavidad s es el
que controla la regularidad de las funciones; integrabilidad p es el que define el tipo de inte-
grabilidad en la norma L”; decaimiento ¢ es el que describe cémo se comporta la regularidad
en diferentes escalas Burenkov and Tararykova (2023).

Oleg Vladimirovich Besov, nacié en Mosct el 27 de julio de 1933, es un matemético des-
tacado, Doctor en Ciencias en fisica y matematicas, miembro correspondiente de la Academia
de Ciencias de Rusia y académico de la Academia Europea de Ciencias. Ha sido investigador
principal en el Instituto de Matematicas V.A. Steklov y profesor honorario en el Instituto de
Fisica y Tecnologia de Moscu. Bajo la guia de Serguéi Mijailovich Nikol’skii, Besov desarrolld
los espacios que llevan su nombre, los espacios de Besov o Nikol’skii-Besov, fundamentales en
el andlisis de funciones diferenciables de varias variables reales. Con mds de 150 publicacio-
nes en revistas prestigiosas, su trabajo ha influido significativamente en el andlisis matematico,

el procesamiento de sefiales y el anélisis de imdgenes, convirtiéndose en una herramienta am-
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pliamente aplicada en diversas ramas de la matemadtica moderna. Su legado se extiende a cursos
avanzados de anélisis funcional y teoria de espacios de funcién, destacando la versatilidad de los
espacios de Besov para describir propiedades complejas de funciones Burenkov and Tararykova
(2023).

Para definir los espacios de Besov Clésico usaremos como principal referencia a

Ferreira and Pérez-Lopez (2022).

Definicion 8. Sean LP C S'(R") con 1 < p < o (es decir, un espacio de Banach), 1 < r < oo

y s € R. El espacio de Besov no homogéneo B, ,. es definido como

B;, = {1 e S®Y |1l

B, < oo} ,

donde

1/r

(Z 2j5r||Ajf||2p> SiT < 00
= j=>—1

Bs .,

/]

Js|| A P —
sup 2 HA]fHLP, SiT = 00.
j>-1
De manera similar, el espacio clasico homogéneo de Besov B; . se define como

B;, ={f e S®)/P®RY; |/

stm_ < OO} ,

donde, P(R™) es el espacio de las funciones polindmicas en R" y

JEZL

1/r
(z 2js’”||Ajf||2p> ir < oo
Bs, =

I.f]

sup 27°|| A || fro ,Si T = 00.
jez
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Ejemplo 11. El espacio B7 ;(R) estd formado por todas las funciones f(x) cuyas derivadas de
orden s son absolutamente integrables en el intervalo real R. Por ejemplo, la funcion f(x) =
sen(x) pertenece a Bf | (R) para cualquier s.

Note que para el caso particular p = 1y r = 1, correspondiente a Bil(R), podemos

interpretar de la siguiente manera:

= La norma de Besov ||f|ls;, = > ;5 29%||A; f|| 1 indica que la contribucién de cada

banda de frecuencia A; f, escalada por 29°, debe ser absolutamente sumable.

» Cada término HAijLl mide la energia total de f en la escala asociada al nivel j, y el

factor 27¢ ajusta la influencia de las frecuencias mds altas o mds bajas en la norma total.

» La finitud de esta suma garantiza que f tiene un comportamiento controlado tanto en
las frecuencias bajas como en las altas, en el sentido de que las oscilaciones de f estdn

suficientemente reguladas a través de las distintas escalas.

En este sentido, pertenecer a Bf,1(R) significa que [ tiene una descomposicion bien con-
trolada en términos de frecuencias y escalas, lo cual refleja propiedades de regularidad y com-

portamiento global en R.

Ejemplo 12. Otro ejemplo ilustrativo es Bj,(R). En este espacio, las funciones f(x) tienen
derivadas de orden s que son cuadrado-integrables en el intervalo real R. Por ejemplo seria
la funcion f(x) = e~*"/2, que pertenece a B, (R). Ademds, note que f(zx) = e e Cxy

cxr C B, . (R).

En la siguiente sub-seccidn se tienen las propiedades fundamentales de los espacios de Be-

sov clasicos los cuales estan descritos en Zhou et al. (2014).
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3.5.1. Propiedades basicas de los espacios de Besov clasico
Proposicion 5. Seans € R, 1 <p<oo yl1 < g < .
(I) Sis >0, entonces By, = By 0 Ly ||f g, = IIfllg, + Ifll0

(II) Si s1 < s9, entonces B;fr C B;}r. Sil < r <nry < oo, entonces Bs C B® y

p,r1 p,T2

S S .

By, C By

: n s 00 . _n - n S1 S2

(1) Sis > ,» entonces BW — L>. Sip; < po, 51 oy > 82— o, entonces Bp — Bp

1,71 2,72’

(1IV) Sis > 0,p > 1, entonces ||uv|

BS < C||“||L°°||U| B3 + C|ul B;,OOHUHLOO

donde C es una constante

Demostracion. Las demostraciones estd en Bahouri et al. (2011) ]
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Capitulo IV

Materiales y métodos

El objetivo principal en este capitulo es demostrar la existencia, unicidad y dependencia
continua de la solucién de una ley de conservacion hiperbdlica con velocidad parcialmente no
local (2.1) en los espacios de Besov Clasico. Esta ley de conservacion fue propuesto y estudiada

numéricamente por Cuba (2024), el cual es dado por

00+ V - (—0AS o0, A3 H,0) = 0, (2,y,1) € R? x R,

Q(ZE, Y, 0) = 907

donde 6 : R? x [0, 00) —> R es una funcion escalar, el dato inicial 6y(z, y) no necesariamente
es regular; los operadores no locales A9~ y AS™" son el potencial de Riez parcial, que son
dados por (4.3) y (4.4) respectivamente, también H; y Ho son operadores no locales que son
llamados por transformada de Hilbert parcial, que son dados por (4.1) y (4.2) respectivamente,
Estos operadores no locales parciales tienen la caracteristica de que solo actian en una variable

dejando inalterada la otra y fueron definidos en Cuba (2024) de la siguiente manera.

Definicion 9 (La transformada de Hilbert parcial). Dada una funcion f : R* — R, la
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transformada de Hilbert parcial en el eje-X y en el eje-Y son definidos respectivamente como

il = 2o [ L0, (1)
Holf (z,y)] = % p. V. h %dv. 4.2)

Definicién 10 (El potencial de Riesz parcial). Dada una funcién f : R> — R tal que
[ € LP(R?), para a € (0,1) el potencial de Riesz parcial en el eje-X y en el eje-Y son

definidos respectivamente como

Aal

| 4.3)

ASf / Ty o vl 4.4)

L(s)

2

21—y /ml(52)

En Grafakos (2008), encontramos una forma equivalente de definir la Transformada de Hil-

donde, c, = siendo 1" la conocida Funcion gamma.

bert a través de una funcién de distribucién en S’(R). La importancia de definir la transformada
de Hilbert de una manera equivalente radica en su aplicacién para regularizar el campo de ve-
locidades en la demostracion del teorema 2.

Comenzamos definiendo una distribucién Wy en S’(R) de la siguiente manera:

(Wo, ¢) = ~ lim @) e+ l/ @) g (4.5)
|z|>1

€0 e<lz|<1 & L

para ( € S(R).

De ahi, la transformada de Hilbert truncada de f € S(R) (en altura ) es definido por

e Y R @6

lylze Y =y
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Entonces, la transformada de Hilbert de f € S(R) es definido por

H(f) (@) = (Wo  f)(w) = lim HO(f)(x). 4.7)

e—0

4.1. Desigualdad de tipo Bernstein para operadores no loca-
les parciales en los espacios de Besov

El siguiente teorema limita la composicion de los operadores no locales paraciales aplicados
a una funcién por la misma funcién en los espacios LP y fueron propuestos y demostrados
por Cuba (2024) con el objetivo de demostrar la buena colocacion de las siguientes leyes de

conservacion parcialmente no-local

010 £V - (0N H10, AS T H0) = 0,

9($,y,0) = HO(xay)a

donde 0 : R? x [0,00) — R es una funcién escalar, los datos iniciales 6 (, y) son sufiencte-
mente suaves. Ademds, H; y AS ' coni = 1,2 son los operadores parcialmente no locales, la
transformada de Hilbert parcial y el potencial de Riesz parcial respectivamente.

Vale la pena resaltar que el Teorema 1 al ser nuevo, en el sentido que fue propuesto y demos-
trado este afio, atin no se tienen aplicaciones directas o ejemplos adicionales a parte del trabajo
desarrollado en Cuba (2024). Esto se debe justamente en ese trabajo proponen nueva forma de
estudiar leyes no-local, tratindolos de forma parcialmente no-local. Uno de los objetivos impli-
citos es justamente usar el Teorema 1 para la demostracion de la buena colocacién de la ley de

conservacion parcialmente no-local (2.1).

Teorema 1 (Desigualdad tipo Bernstein). Seani = 1,2, c € R, f € S(R*) y1 < p < ¢ < oc.
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(I) Si f satisface

supp f C {£ € R? : [¢| < 27},

para algiin entero j, entonces

p jot2j(1—1
1AL £ll gy < CEHED fI| o gy

1ASH:f | pageey < C2 570 fll ey
(11) Si f satisface
supp f C {¢€ € R”: K120 < [¢] < K27},
para algiin entero j y constantes 0 < K, < Ko, entonces

1_1

i @ ja+25(-—=
CL 2| £l gy < A Fll ooy < Co2 G0 f1] o gy

o - (1) 42i(Ll_1
Cl2j(a_1)”f||L¢Z(R2) < HA? le‘fHL‘Z(RZ) < Co2l TG q)||fHLP(R2)'

donde C1, C~'1, Cyy C, son constantes dependiendo unicamente de o, p y q.

Demostracion. Ver la demostracion del Teorema 1 de Cuba (2024).

(4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

Corolario 1. Sobre las mismas hipdtesis del Teorema 1, se tienen parai,l = 1,2 con i # 1

(1)

a ; 1 1
1OAL Fll o rzy < C2OTVHHETD| £l Loy

HOALH fll paggey < C2TTTGTD £ oy
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(1)

1OAL fll oy < C2FDIHIEDY £l . (4.15)

10N T Hi | gy < C2HHG D F] o oy (4.16)

donde C' es una constant que depende unicamente de o, p 'y q.

Demostracion. Sean i,l = 1,2 tal que ¢ # [. Note que, A f = ASOf y OASH f =
ASH,;0,f. Solo provaremos (4.13) y (4.14), pues (4.15) y (4.16) se prueba de manera andlo-

ga.
De (4.8), (4.9), Teorema 1 y del Lema 2.1 de Bahouri et al. (2011), en este caso se consideran

u=f,A=2 k=1yp=q, tenemos

1OAL Fll ageey = IALOF I ey
< C2ja+2j(%—§)Half||Lp(R2)
< 02””“%-%){022]‘||f||Lp<R2)}

< 2D £l ey

||alA?Hif||LQ(R2) = ||A?%ialf||Lq(R2)
< CQja+2j(%7%)||alf”Lp(R2
< CO G| £ ooy}

< C2IRIGD| £l ey
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4.2. Estimativa de los operadores conmutadores en los espa-
cios de Besov

Esta seccion contiene las dos estimativas de los operadores conmutadores en el contexto
de los espacios de Besov. Estas estimaciones son esenciales en la demostracion de la buena
colocacién de la ecuacién de transporte con un campo de velocidades parcialmente no-local

(2.1).

Proposicién 6. Sean i,l = 1,2; A > 0, € (0,1) y p € [1,00]. Supongamos que | # iy

r > 2/p. Entonces existe una constante C' > 0 tal que

27M|[A, ]AAS H |, < C (|yv||3m|\u||8m,l + |yl

pellly ), @1
donde el corchete |, | representa el operador conmutador dado por

para funciones adecuadas fy g.

Demostracion. Usando la descomposicion de Bony (2.41) y las relaciones de ortogonalidad del

operador de localizaciéon de Bahouri et al. (2011), el operador conmutador puede ser escrito
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como

(A, )0 AT Hiw = > A(Sko1vA QAT Huw))

li—k|<4
+ > NSk (AT Ha) M) + Y A (A AL QAT Hw))

l7—k|<4 |k4§|§1

= ) S ARAGATT Hu) = Y Sk (A0ANT Hau) Ay

li—k|<1 k>j+1

— ) AAL(AONT Hu)

|k—fc|g1

= ) A(SkovA QAT Hu) = D SkovAR(A AT Hu)

lj—k|<4 li—k|<4
+ Z A (Sk-1(OA; " Hou) Ayv) + Z A (A AL(OAY Hu))
|7 —k|<4 ‘k_fgygl

= ) Sea(QOAT H ) Ao — Y Ao AL (A;OAST H )

k>j+1 |k—k|<1

= ) {A(SkavAROAT T Hu)) — Spoq0AR(A; 0N Hiu) }

li—k|<4
+ Z A (Sk—a(OAT Hiu) Agv) + Z Z A (AAL(OAY " Hu))
li—k|<4 k—=31<3 |k—k|<1

= Y SN Ha) A — Y > A AL (AOAST Hou)
k>j+1 |k—k|<1 [k—j|<1

2211+]2+13+I4+]5.

Comenzamos estimando de forma independiente los términos anteriores. Para iniciar, ob-
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servemos que

L= 3 2 [ W@ = p){Siawl) - Serv() MdAT Hiu(w)dy
k—ji<a R

= o0 [ @ -y = [ Sl 4l — )} - (@ — y)ir | x
s -/ }

AkalAio‘*l’Hiu(y)dy

Y /R hz) {/01 V{Se 10z — 27927)} 2‘jsz} <

lk—j]<4

ARON " Hu(x — 2772)(27¥)dz

1
= Z —2_j/ h(z) {/ V{Si_1v(x —27727)} - ZdT} ApO A Hiu(x — 277 2)dz,
R? 0

|k—j|<4

Aplicando valor absoluto, obtenemos

IESY 2j/]RZ]h(z)]{/01}V{Sk1v(3:—2j27)}~z‘d7}><

[k—j|<4

|Ak81Af‘*l’Hiu(:c —2772) ‘dz

1
< Z 2_j/ |h(z)|{/ ||VSk_1v||Loo||z||d7'}|Ak81Af‘_1Hiu(x—2_jz)‘dz
R2 0

|k—j|<4

= Z 2jHVSk1vHLw/ ]h(z)||]z]||Ak 81A?_1’Hiu(x—2’jz)‘dz.
R2

lk—jl<4

Entonces aplicando la norma ||-||,,, desigualdad de Young, de (4.16) del Corolario 1 y de
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(1I1) de la Proposicion 5, tenemos

Rl < 3 209Sea0l,e [ oA b

[k—j|<4

<Y 2—j||vs,€_1v||mHa,Ag—lHiAkuHL,,/RQ h(2)]]2]|d=

lk—j|<4

= Y 278k Vol oo || OAT T Hi A ]|, C

|k—jl<4
j+4
< 3 02|Vl 2 A,
k=j—4
j+4
SCQ_JHVUHB;m Z QakHAku”Lp
k=j—4
J+4
SCQ_JHUHB;;g Z 2ak||Aku||Lp7
k=j—4

la ultima desigualdad se debe a la inmersion; para més detalles, ver de 1. del Teorema 2.2 de
Sawano et al. (2018). Ademds, debemos tener que r > 2/p.
Entonces,

Jj+4

g S 2% Al

k=j—4

2|1 < C207 D70

j+4
Byt Z 2()\—1)(j—k:)2(>\—1+a)k“AkuHLP
k=j—4

4
S CHUHB;QHUHB?tgfl Z 2(/\71)]@
k=—4

= Clv]

< Cllv|

B;j,gHUHB;;g—l-

También tenemos la siguiente estimacion a través de las desigualdades de Young y Holder,
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ademds de (/1) de la Proposicion 5

1Ll < Y0 A (SkaaOAL  Haul )|,

|k—j|<4

< ) Cl[Skmd AT HiuAw]|

k—j|<4

< > O Ska1OA; T Hu|| N Arv]l
|k—j]<4
j+4
< > Clland T Hiul| ol Akl
k=j—4
j+4
<C D ||onsT Haul
k=j—4
j+4
<C Z ||U||B;;;3||Akv||m-

k=j—4

5y 1801,

La ultima desigualdad se derivo del siguiente argumento auxiliar, en el que se emplean las

desigualdades (4.16) y (4.14) del Corolario 1.

H&A?’l%iﬂ

5 = sup 27 || AONTT Hu| , + (| SodATT Hu|
Poo >0
= sup 27 || AT HiAul |, + ||OAST HiSoul|,
7=>0
< sup 27O || Al 1 + Cill Soull o
7=>0
scwawwmﬂmﬁW&wm)
720

= Clull gy (4.19)
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entonces

jt+4
2J>\||IQ||LP < C2j/\||u||B;fgg Z A0 1
k=j—4
Jjt+4
:CHUHB;tg Z 2(]_k)/\2k)\||AkU||Lp

k=j—4

4
< Cllull gpaellolly > 25
k=—4

< Ollull gy ol

De manera andloga, estimamos /3 usando las desigualdades de Young y Holder, ademads del

(4.16) del Coralario 1 y de (/1) de la Proposicion 5

sl < D D0 1A (AwABAT Ha)

|k—j|<3 \k;—/%|§1

< Y Y Clawlll|lans Hidgul .

|k—j]<3 ‘k—fc|§1

< Y Y ClAwlLC2 Azl e

|k—j]<3 ‘k—fc‘gl

SN IDY 2“"“”{iupz’fﬂmkvum}{sup2%a||Agu\|Lm}
>0 k

k=31<3 |k—Fk|<1 k>0

— (2 Z Z 2(j7k)/\HUHBgooHuHB&,oo

k=31<3 |k—k|<1
= CQ_J'AC”UHB;DOHUHB&,OO

= 027 vl gy llull gt

49



entonces
2| Ll e < Cllvllgy Nl ge-

Similarmente, estimamos [, usando las desigualdades de Holder y Young, ademas de (/1)

de la Proposicién 5

[ Lall o < Z HSk—lAjalAailinUAkaLp

k>j+1 i
< Z HSk_lAjalA?_l,HiU”Loo||Akv||Lp
E>j+1
<272 3" 20T g AT Haul| 28 Akl

k>j+1

20 a2 vl

< C2 2| aNy M|, {ili%) 2 Al + ||50(U)I|Lp}

< O full gyse 10l s
entonces

Qj/\||]4||LP < Clful

pprellvlley .
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Finalmente,

sl < D0 >0 [ ApvArA0A¢ Ha,

77 =3 1<1 15" —j|<1

< DD Al |[AyA 0N Hal|

7" =3"1<1 5" =j|<1

< DL D Clapulllon: Hil| ..

7" =" 1<1 15" =4I<1

— e YYD I8l

77 =" <1 15" =4]<1

<Cllullggre > D 1Al

77 =3'1<1 5" —51<1

Procediendo de manera andloga a las estimaciones anteriores, tenemos
2| L]l e < Cllull gyeallvllsy s
y recopilando las estimaciones anteriores, obtenemos
272, 0JOAT Mo, < Clllull gasos 0] s + ol gy [l ppse).

]

Proposicién 7. Sean i,l = 1,2; A > 0,a € (0,1) y p € [1,00]. Supongamos que i # ly

r > 2/p. Entonces existe una constante C' > 0 tal que

2|18y, Ay HaulOr |, < Ol grallvll gy + 0]

pretllull e, (4.20)

donde el corchete [, | representa el operador conmutador.

Demostracion. Utilizando la descomposicion de Bony (2.41) y las relaciones de ortogonalidad
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del operador de localizacién de Bahouri et al. (2011), el conmutador se puede escribir como

(A AT Halow = Y Aj(Sea AN HauA ) + > AG(Se10wAALT H )

li—k|<4 li—k|<4
+ Y AAAYT HuA ) — > Sk AT HauA A O
|k k]g li—k|<4
=) Skt DO AAST i — > AJ N0 A H
k>j 3" =3"1<1, |j—5"|<2

Z {AJ'(Sk—lA(iX_l%z'UAkal'U) - Sk;—lA?_lHiUAjAkalU}

l7—k|<4
+ Y A (S OUAN T Ha) + > Y A(ANST HuAOw)
li—k|<4 |k—3]<3 ]k—l%‘gl

=) Sk OANAYT H i — Y Y AN owA AT

k>j 177 =3'I<1 5" —jl<1

= L1+L2+L3+L4+L5.
La estimacion de cada término se obtendrd de manera similar a la de la proposicion anterior.

= > 2 / W2 (2 — y)) { Skt A Hauly) — Seoit A Hau(z) ) Ardw(y)dy

lj—k|<4

Z 2% /2 (29(x —y {/ [Se 1A Hou(z + 7(y — 2))] - (7 — y)dr} Ao (y)dy

l7—k|<4

~ Y o / { /0 V(S 1A% (e — 2792)] 2‘jzd7} Ard(a — 2792)(279)2dz

l7—k|<4

1
Z 277 / {/ VISk 1 A " Hu(z — 27792)] - sz} Apoyv(z —2772)dz,
0

l7—k|<4
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aplicando el valor absoluto, obtenemos

L < ) 27 /R |h(2)] {/01 IV[Sk—1 A Hyu(z — 2772)] - z\dT} |ApO(z — 277 2)|dz

li—kl<4
1
< Z 2j/ |h(z)]{/ HVSk1A§"1Hiu||Loo\z\dT}‘Ak8w(x—2jz)}dz
i-kl<a R 0
< 3 27| VS A | / 1()|2]| Avdro (e — 2792)|d,
lj—k|<4 R

entonces, despues de aplicar la norma ||.||;,, desigualdad de Young, la desigualdad de Bernstein

Clasica (ver el inten (b) de la Proposicién 2.3 de Lemarié-Rieusset (2002)), tenemos

Ll < 3 2708 VAT ol [ ISR

lj—k<4

< 3 20|V M At [ B2k

lj—kl<4

= Z 27jC||VAZ-a71inUJHLOO HalAkUHLpC

li—k|<4

< Y C27|| VAT Mol

li—kl<4

B;VOOZk”AkUHLP

< C277||AY T Hou)

g > ZlAwl,

li—k|<4

< Cull e S 2 Aw]l .

li—k|<4

Observemos que r > 2/p y que la dltima desigualdad se derivé del siguiente argumento
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auxiliar, en el cual se emplean las desigualdades (4.12) y (4.9) del Teorema 1.

| AS Ml

Brtl — sup 2j(r+1)”AJ‘A?_1%iuHLP + HSOA?_IHZ‘UHLP
0
= sup 27TV AT Ajul|, + [[AST M Soul|
720
< sup 2027V Ajul |, + CullSoul|
j=>0

<C (sup 2j(r+a)HA]’uHLP + HSUUHLP>

Jj=0

= [lull gy
entonces

2 Lillge < C2% Wl gra D 2818k L

li—k|<4
= Cllullgee S 20700 M2 Ao,
li—k|<4
< Ollull gy ol S 200"
|k|<4

< Cl|ul

Bpe HUHBQ’OO'

También tenemos la siguiente estimacion mediante las desigualdades de Holder y Young,
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ademds del tercer item de la Proposicion 5 y de (4.12) del Teorema 1.

Lol < ) 1Sk-1010]| oo | ARAT ™ Hu]|,

l7—Fk|<4
< Y ClOW o || AN Hu ]|,
l7—k|<4
<C Z HWHB;MHA?*mAkuHM
l7—k|<4
<C Z HUHB;;;C*?’“(“*”||Aku||m
l7—k|<4

S0,

P Lallpe < O oll gy D 29V Avull

|j—k|<4

= Cllollgyey Y 2V 204Dk A,

lj—k|<4

< Clloll gy ull prear Y 2
|k <4

< Cllol gy ful e
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También tenemos,

1Ll < D0 D OllAarAd™ Haul | Az010]| o

[k—7]<3 |kfl_c|§1

S D D [T 72N PRERTN

|k—3j]<3 |k—E|§1

YD Sl [Yr AT

[k—5]<3 |k—E|§1

<0 Y Y 2O Al ol

[k—5]<3 |k—1}]§1

<027 N N o Lol bR A LY o] g

|k—3]<3 ]k—l}\g

< 027 ul| o o]

B
entonces,
i
P Lyl < Cllull gyse1 0] 1.
Procediendo de manera similar, obtendremos las estimaciones para Ly y Ls

1Zall o <7 Cllowll o | A Hir ]|,

k>j
< D190l C2 V) A,
k>j
< O Y9Iy 2O D) A,

k>j

< C27M ]l graa llull g,
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entonces

2Ll < Cloll gy Nl gyset

Finalmente,
||L5||Lp§ Z Z ||alU||Loo||A?_1HiAj/u‘Lp

|5 —3|<1 |57 —j|<1

< D > IVellpe[AST HA |,
|5 —3|<1 |5/ —j|<1

< Y HWHB;,»MC?'(“*”HA]-/UHLP
i —|<1 |5/ —jl<1 ’

<C >N llg2e Al

|5 —3| <1 |j/—j| <1
entonces,

P Lsllpe < Cllvllggen D, Y 20772 A |,

5" =3"1<1 15" =34I<1

< Clloll gyl et
Al reunir las estimaciones previas, obtenemos

27|14y, g e, < Clllullsy_lollggze + lull pyses 0]y
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Capitulo V

Resultados

El Teorema 2 es uno de nuestros resultados principales de esta investigacion, ya que este
teorema responde la pregunta del problema general de esta tesis, el cual fue: ;Es posible de-
mostrar, bajo un andlisis riguroso en los espacios de Besov Cldasico, la existencia, unicidad y la
dependencia continua de las soluciones de la ley de conservacion parcialmente no-local (2.1)?.
El Teorema 2 garantiza la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucion de una ley
de conservacion con velocidad parcialmente no-local (2.1) en los espacios de Besov Cldsico.
Antes de comenzar con la demostracion de este teorema, presentamos algunos resultados que

han sido usados a lo largo de la demostracién de este teorema.

5.1. Buena colocacion de la ley de conservacion parcialmente
no-local en los espacios de Besov Clasico

Para regularizar el campo de velocidades de (2.1), consideremos una funcién suave, simé-
trica y no negativo p € C2°(RR), o sea estd en el espacio de las funciones infinitamente diferen-

ciables de soporte compacto, tal que fR p(s) ds = 1. Ahora, para un pequefio € > 0 definimos,
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pe(s) = € 'p(£). Ademds, dada una funcion 6(z, y) definida en R*, denotamos por *; y *; las

convoluciones parciales:

(p*10)(w,y) = | plx—s)0(s,y) ds, (5.1)

(p*20)(x,y) = | ply—s)0(x,s) ds, (5.2)

—

respectivamente.

Definamos,

Py 0 = co(|z]™ % pe) * (H16)
= callal™ % p0) (W #0,)
= calz| ™" % (Wo * (pe % 6y))
= calz| ™" % (Wo * (pe %1 0))
= colz| ™" * H1(pe %1 0)

= A?_1H191,e>

donde
O = pe*1 0. (5.3)

Note que 6, € S(R) and p, *; € S(R). Similarmente podemos obtener P, 0 = Ay Hybs .,
onde

02,6 = p *2 0. (54)

Por tanto, la regularizacién del campo de velocidades es dado por
(_AS_IHQHQ@ A?_1H101,6>-

Ademds, para j fijo, las funciones ¢, y A;0; con i = 1,2 son limitados por 0 y A;0
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respectivamente en L' (R?).

En efecto, de la desigualdad de Young sigue que

181l 1y = / 61, ()| da dy
]R2

:/R(/R]pe*lH\dx)dy

_ / e %1 8]l udy
R

S/CHQyHley
R

:C'/R/R|9y(x)|dxdy

- C||0||L1(R2)‘

Analogamente, podemos obtener [|0a.e[| 1 g2y < C[|0] 11 (z2)-
Por otro lado, de la definicién de la convolucién parcial 1, ver (5.1), y de la linealidad de la

convolucidn, tenemos

A (y) = UF(20) * 0, ()
= 22 /R/Rflgo(2j(w —u,y —v))0(u,v) dudv
=21 [[F oy =) 1 (o D)) do
=2 [ oo (Fe oy = 0) 21 O)a) do

= (pe *1 AJQ) (a:,y),
entonces, por la desigualdad de Young, obtenemos

HAJHLEHLI(R?) < CHAJQHLl(R2) (5.5)
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De manera similar, se puede demostrar que A0 (z,y) = (pe %2 A;0) (z,y) y
||Aj‘92,eHL1(1R2) < OHAJHHLI(RQ) (5.6)
Note que, para A > 0

101l 5y 2y = Sup 2991801 ell 1 g2y + 119001l 11 ey
< SI>IIO) 2>\j0||Aj0||L1(R2) + C(||0||L1(]R2)
J=Z

< OH@HBI{W(R?)- (5.7)

Similarmente, obtenemos ||«92,6||B%’00(R2) < C’||9||BIA’OO(R2).
En el siguiente resultado los operadores no locales y la funcién f dependen sélo de una

variable. Este resultado particular se cita varias veces en la demostracién del Teorema 2.

Afirmacion 5.1.1. Para o € R, tenemos

d

%(AMH f) = A“f. (5.8)
En efecto, de las definiciones (A® 1 f)N(€) = |€] F(€) y (Hf)N(E) = —%f(f) se tiene
{faon ©=paony ©

i€ {1E°T (HHNE)}

_ it {ra“‘l (—é A(&))}
= ¢1°f(¢)

= (A“F)"(E)
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al tomar la transformada inversa de Fourier, obtenemos lo deseado.

Lema 1. Sean o € [0,1] y v > 3. Supongamos que w, uy,uy € By )y

0w + V- {w(=A5 Hous, AT Hyun) } = g, (5.9)

entonces,
2
/ sgn(Ajw)(?tAjwd:vdySZ02_”||ui||Bly+a71||w||B? +/ sgn(Ajw)Ajgdx dy,
R2 i—1 e e R2

(5.10)

donde, A; es el operador de localizacion g = g(w, uy, us).

Demostracion. La ecuacion (5.9) puede ser escrita como
atw = Ag_l’ng@lw + w@lAg_l’HQUQ - A‘f‘l?‘—[lul@gw - w@/\?_l’}—llul + g,

multiplicando por el operador de localizacién A, tenemos de la definicién de operador

conmutador (4.18) que

AjOw = [Ay, A Hous) 01w + AgflﬂgugAj(?lw
+ [A;, w]O AS T Hous + wA;O1AS T Hous
- [Aj7 A?ilHlul}aﬂU — A?flﬁlulAJ@Qw

— [A, w]O AT Hyuy — wA;0A Haug + Ajg.
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Ahora, multiplicando ambos lados por sgn(A;w) = @”—:Z' e integrando sobre R? obtenemos:
J

4 4
/ sgn(A;w)0 A jw dx dy = Z I — Z J.+ / sgn(Ajw)g dx dy. (5.11)
R2 m=1 m=1 R?
Luego, para estimar .J;, se emplea la Proposicion 7; en este caso tomamos 7 = v — 1 > 2

J< [ [sen(Agw)[A, AF Hous| O] da dy
R2
= [|[A7, AT Hauz)Orw]| 1 o
<27 {Cllwallgpse wllng  + Cllwlg el e |
<279 {Cllusllgysoslwllgy + Cllwll gy Izl e }

< C2 | g ]

Para estimar .J», usamos la integracién por partes, también de (/1) de la Proposicién 5 para

r=v—1>2yde (4.19), tenemos

Jo = /R2 A Hous sgn(Aj;w)0Ajw dx dy
= /R2 A Houg 04| A jw| dx dy
= — /R2 A Hous|Ajw], dz dy
< HalAS_IHQUQHLOO /]R? |Ajw| dx dy

S CHalAg_lHQUQ}

B ||Ajw||Ll
< C2 ull g {27800}

< C27Jual gyro-rllwll 5y -
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Para estimar .J3, usamos la Proposicién 6 y tomamos r =y — 1 > 2

Jy < / [sgn(Ajw)[A;, w]d A Hous|da dy
]RQ
< ||1A;, wld AS ™ FHous |,
< 97 {CHU’”B;EHWHBﬁS—I + CHquB;g + HwHBlﬁw}
=277 {OIIwI|B;MIIUzIIB;;gfl + Cllus| gyra-1 + ||w||Bf,m}

< C27ual gy llwll 5y -

A
Por otro lado, definindo sgng(A;w) = ﬁ tenemos que
W +

sgns(Ajw) — sgn(Ajw) cuando § — 0. Ademas

Oi{sgn;(Ajw)w} = Oi{sgns(Ajw) fw + sgns(Ajw)dw

Oi(Ajw) (Ajw)
= S (w6 - — 2w sang(Agw)o),
(Ajw)? + 6 { (Ajw) (Ajw)? +4 w0 seg( Ao
- (i(A;:U—)i— 5 (dw) + sgns(Ajw)dw — sgn(Ajw)d;w,
e

entonces, 0;{sgn;(A;w)w} — sgn(A;w)d;w cuando § — 0.
Finalmente, estimamos .J; usando integracion por partes, Desigualdad de Holder, a partir

de (4.12) del Teorema 1, de (I11) de la Proposicién 5 y 1. del Teorema 2.2 de Sawano et al.
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(2018), parar = v — 1, tenemos

I~ /R seng A wd (AT HA ) d dy
= /R2 sgn(A;w) 0 {w}(AS ™ Hal\ jus)d dy
< Ovw] o A5 Ho Ao |
< C27|0vw]] 1o 27TV A jun |
< CU ] s al] o

< O2 | o ]

donde el simbolo ~ significa una aproximacion.
Las estimativas para cada J), es similar a las estimativas hechas para cada J,,, con m =
1,...,4 obteniendo las mismas estimativas respectivamente.

Por tanto, utilizando las estimativas anteriores en (5.11), obtenemos

2
/E@@wﬂ%wMWSZXQWMMWAWM;+/S@@WMW@-
R2 1 1,00 ,00 R2

]

Teorema 2. Sean o € [0,1] y A > 5. Supongamos que el dato inicial 0, € Bi\’oo. Entonces
podemos encontrar un T' = T(||6o||gx ). tal que existe una iinica solucion 9 para (2.1) en

[0, T x R% Ademds, esta solucién pertenece al espacio

CY([0,T0; BYEe~?) N Lo([0,T); BY o) con B € [A+a — 2, \l.

Demostracién. Comenzamos la demostracién del Teorema 2 construyendo una secuencia {0},
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definida recursivamente através de la solucién de las siguientes ecuaciones

(

0 = Sy(6y)

0001 =V - {0 D (A a0, AT 1607 | (5.12)

0D ((z,y),0) = 05 = S, 56,.

\

Dado que 6"V resuelve el sistema lineal, siempre podemos encontrar la secuencia. Ob-
serve que la segunda ecuacién de (5.12) es un caso particular del Lema 1 con w = D),
Uy = (9{?, Uy = Qg? y g = 0, donde 6, . y 05 estdn definidos en (5.3) y (5.4) respectivamente,

paray = A, de (5.5) y (5.6), tenemos

2
n+1 n+1 —ix||p(n) n+1
/R (A0 0800 dedy < 302 o710l

A o VP ER EY

Ademads, observe que

d
/ sgn(A;00D)9,A,60MHY dx dy :/ at|Aj0(n+1)‘ dx dy = _HAjg(nJrl)H Lo (514
R2 R2 dt L

luego integrando de 0 a ¢ en (5.13), del hecho de que 9(()"“) = Sp126p, la desigualdad de Young,

y aplicando sup 27, tenemos
j=-1

t
]Szu_% QJAHAjg(nH)”LI < ]Szu_% 2])\O”Aj00"L1 +]$211P1 2])\02])\/(; He(nJrl)HBfoo He(n)HBﬁwdT

t
00l 5y < Clleullsy_+C [ 10l 0]
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por la desigualdad de Gronwall forma integral, se deduce que

t
69 s < Clbollsy exp{o /0 6 dT}, (5.15)

con C' independiente de n.

Afirmacién 5.1.2. Al definir Xr := C([0,T); B} ), obtenemos
10791, < Clbollsy _exp{CTllo™], }. (5.16)

donde, ||0"V || = sup [|0" V],
T o<t<T 1,

En efecto, tomando ¢ < T, tenemos (5.15)

[0 s < Cllboll g _ exp S“p o P dT}

0<t§T

=[]l 3 _exp{C]o" HXTt}

< Cllooll gy _ exp{CT]6]], }. (5.17)

= Cllfoll exp{ HQ(N)HXT dT}

y tomamos el supremo para t € [0, 7], obtenemos (5.16).
La siguiente afirmacién establece que la secuencia #™ esté limitada por el dato inicial 6, en

el espacio B;

Afirmacion 5.1.3. Si exp{QCZTOHGOHBIA } < 2, entonces sup H@ ||B’\ < 2C|6o| 5
>0 0<t<Tp e

para todon > 1.

En efecto, la prueba es por induccién. Sea Ty < 7', paran = 1, de la desigualdad de Young,
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tenemos

su ||0(1)|| = su So0
0<t<pT Bl o ogtngo |52 0||va°°

< C sup HGOHBA
0<t<Typ

< 2060 5y _

Supongamos que es valido para n; mostramos que también es valido para n + 1. De (5.15) y

procediendo como en (5.17), podemos obtener

sup [0 < Ol exp{cn sup 0] }

0<t<Top 0=t<To
< Cllbolls; eXp{CT02CH90HBiOO}

< 2060 5y _

Sea Y := C([0,T7; Bﬁ;"_z). Probaremos que la secuencia (/™) es de Cauchy en Y7, para
algtin T} € (0,Ty). Considerando la diferencia 61 — 9(™) y la linealidad de AS 'y H; ,

obtenemos

0 —0) = 7 {0 DG, A5}
=V {0 g )
R (G O RS )
#9000 a0 — o) A o) )

= Dl + D27

con dato inicial (#"T1) — () (x,1,0) = A,416,.
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Note que estamos en un caso particular del Lema 1 con w = gt — g(n) 4y = 9@, Uy =
egfj y g = D5, donde 0, . y 0, se definen en (5.3) y (5.4) respectivamente; para y = A+« — 2,

tenemos

/ sgn{A; (0D — 9NGA; (0™ — 9"))dx dy <
]RZ

2
> 0270 D | s [| 0D — 00| o + / sgn{A; (0" — 9V A Dy da dy <
,00 1,00 RQ

=1

C2ICre D g || |00 — 00| aras + / sgn{A; (00 — 0" }A; D, dz dy,
1,00 1,00 R2

(5.18)
de la definicién de conmutadores (4.18), podemos encontrar que
A;Dy = [N, AST Ho (65 — 057010 + AST Ho (057 — 65 V)A ;0,607
(85, 01005 Ha (0 — 0577) + 0 AN H (05— 657)
— [A, ASTIH, (0 — 67N 9,6 — A1, (8 — 00 A; 9,0
— (85,0700 T H (B — 07) + 00 80N H (6 — 67
entonces,
/ sgn{A; (0" — 0NIA; Dyda dy = Z I Z J (5.19)
R2
Estimamos los J,,, y J/, param = 1,...,4 de forma andloga a las estimativas hechas en la
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demostracion del Lema 1. Para .J; de la Proposicién 7, en este caso, tomamos 7 = A — 2 > 2

I < (185 A5 a6 — 607000

Il

< caiotaagllof) — o0 0| 100 s
’ ’ 1,00

Ata—2
Bl,oo

4169 o

o5 — 65"

Ata—2+(a—1) }
Bl,oo

6(”)

2,€

9(”—1)

2,€

< C27j()\+a72) {‘ 05’72 . 957716—1)

[0+ 169

Ata—2
Bl,oo }

Ata—2
Bl,oo

< xR ) — 9 y

Para .J,, de la integracion por partes, de (/1) de la Proposicién 5 y de (4.19), aqui también
tomamos 7 = A — 2 > 2
Jp = — / sgn{A; (00D — 0) 10 {AS Ho (05 — 651N 0™ da dy
R2

< Jlouasrates? — o [ 1856 dzay
RQ

< CH81A5‘_1H2(9§72 . 957’16—1))‘ o ||A]9(”)HL1
1,00

< Cgritsa) i) _ gin=) B

< 02700y = 05| a0l o

< O g0, o — )

>\+o¢—2'
Bl,oo
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Para J3 de la Proposicién 6, con r = A — 2 > 2y de (/1) la Proposicién 5

Ty < 18,0005 a6 — 057 0)|

Lt

< 02_]‘()\4-04—2){”9(”) HBA—I eéne) B 95“6_1)
»1|%, ;

Ata—2+(a—1)
Bl,oo

_|_

o5 — 65"

10}
Bt~ 5.

< ca g, ) — )
1,00

e o)

161 5,
BYte? syl ey

< a0 0 D

Finalmente, para .J; de la integracion por partes, de la desigualdad (4.12) del Teorema 1 y

del tercer item de la Proposicion 5, en este casor = A — 1

Ji=— / sgn{A; (00D — 0) 10,00 {AST oA (057 — 0571} dar dy
R2

,€

< [[ve

AT (08 — 057

,€

|
Lo 1

< c||vo|

2100 | a (67 — 60,70

Bi‘,oo 1

- (C19-i(r+a-2) He(n)| gé’;) _ 95’};1)

Brt! Ata—2+(a—1)
1,00 B1700

< a0 60— 0D s

Las estimativas para cada J/ es similar a las estimativas hechas para cada J,,, con m =

1,...,4y se obtienen las mismas estimativas respectivamente. Entonces en (5.19), obtenemos

/ sgn{A; (0" — 0N }A; Doda dy < €270 00| Ly (|07 — 07V || e
R2 1,00 1,00
(5.20)

Por otro lado, de la ortogonalidad del operador de localizacién A; y la desigualdad de
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Young, tenemos

prta—2 — ||An+100||3?:;x72
1,00

= sup 27D AA, 16|
i>-1

= sup 27A9i(a=2) ||An+1Aj90 ” Il
n<j<n+2

< onle=2) sup 2j’\C||Aj00||L1
n<j<n+2

< CQn(a—Q) ||00”Bi\+a_2 .
Por lo tanto, de (5.14), (5.18) y (5.20), obtenemos

%HAJ’(@("*” — 0™, = / | 050D — 9™)|dz dy <
R2

Ca it g {6040 0yt 60— 60

integrando los extremos de 0 a ¢ y usando sup 2/ +o—2)
j=—1

sup 2]'(/\+a72)HAj(9(n+l) _ e(n))HLl < s>up1 9i(A+a—2) n
j>—

j>—1

t
jSZUPI C’/O HQ(n)HBfO@ {He(n—i-l) — ™ HBf"&?—Q + H‘g(n) _ pn=1) HB?_;)_Q} dr,

A0 — o)

Ll
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entonces,

H@(n-{—l) . H(R)HB?IO@—Q S He((]n-i-l) . 0((]n)

Ata—2
Bl,oo
t

(n) (n) _ pln—1)
e 0 ozlgp:rl HG HB?,OO Oglngl H9 0 HBﬁg*QdT

+C /0 | S (6 gy N6 =07 yedr

< 02”@*2)“90“3% + C/Ot 20;\90HB£00||9<”> - 9<”*1>HYT1 dr
+C /Ot 2C)|60 ]| 5 _ |6 — o) HBm,QdT

< C2 oyl 20005y |l — 0V /0 ar
+2C|l6o g _ /0 t 068 = 0 pasaadr

< 2" lbol gy |+ 2CTa )00l [0 = 677V,

t
n+1 n
+ 20”90”3%,00 /O He( ) _ g )||B§;g—2d7=
por la desigualdad de Gronwall version integral, obtenemos

1000 = 0| s < (C2 Dol _ + 20T b0y _[|6) = 00, )

t
ol 200tuly [ ar}
= Jo

< (€220 gy +2CTillbollgy_|l0™ — 0=, )

exp{ 20T 1ol _ |

< C'2" 4+ O exp{C'TL}|0™ — 6"V,

donde, T} € [0; 7] y la constante C" = C"(1l0ol[ gy _)- Por tanto, si C"T} exp{C'T\} < 1/2,

podemo deducir que 8 converge para 6 € L>([0; T1]; By 7?) in Y.
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Tomando 5 = (1 — s)(A+a —2) + shdonde 0 < s < 1, tenemos
[ 6l s = 116" — 6] e |67 015,

sabemos que para todon € Ny 0 < t < T} que 8™ es limitado por la condicién inicial 6, €
B{\m, entonces (6™ — ) es limitado en B{\m. Asi, por la conocida desigualdad de interpolacién
en los espacios de Besov, tenemos 6™ — @ en L=([0; T1]; Bﬁoo) paratodos 3 € [A+a —2, Al
Sea n — oo, tenemos 8™ — f. Por lo tanto, encontramos que 6 es una solucién de (2.1) en
By ..
Unicidad y dependencia continua: Supongamos que 6 y o son elementos de L*>°([0; 71]; Bf R
que representan dos soluciones de la ley de conservacion hiperbdlica con velocidad parcial-
mente no local (2.1) asociado a los datos iniciales 6y y o respectivamente. Considerando la

diferencia 0,0 — 0,0, tenemos

00 — o) =V - {0(AY " Hab), =AY ' H10)} — V - {o(AS H0, —AY'H,0)}
+ VAo (A YHol, — A H10)} — V - {o(AS " Hyo, —AS H10)}
=V -{(0 — o)Ay H0, —AY H,10)}
+V - {o(ATYHo (0 — 0), =AY H (0 — o))}

= D3 -+ D4.

Este también es un caso particular del Lema 1 conw =0 — 0, uy = uy = 0y g = Dy, para

74



v = [3, tenemos

/ sgn{A;(0 — 0)}0:A;(0 — o)dx dy <

R2

€20 g0 = ol g+ [ senf{A(6 - o)} Dadrdy <
,O0 1,00 R2

C277)|0] gs 116 — 0|55 +/ sgn{A;(0 — o)} A; Dy dx dy, (521
1,00 1,00 R2

de la definicion del operador conmutador (4.18), podemos obtener

AJ’D4 = [Aj, AS‘*l’Hg(@ - 0')]810' + Agflsz(@ - O')AjalO'
+ [Aj, 0]81A3_1H2<9 - O') + O'AjalAS{_IHQ(Q — O')
— [Aj, A?_l’Hl(é’ - 0')](920' - A?_lHl (0 - O')Ajaga'

— [A},0]0aAS T H (0 — 0) — 0 AjOL AT HL (0 — o)

entonces,

/ sen{A;(0 — 0)}A,; Dy dx dy := Z G Z G (5.22)
RQ

En seguida, tenemos las siguientes estimativas:

Para (7, de la Proposicién 7 conr = § — 1y (I11I) de la Proposicién 5

G1 < ||[A), A5 Ha(0 — 0)]Oro ||,

< 0279 {||9 i

el 110 = et}
< 2 {116~ ollsgasllolls_ +lollue 10— ollppsos |

< C27P|ollgs 10— ol g
1,00 1,00
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Para G5 de la integracién por partes y de (I17) de la Proposicién 5, aqui también tomamos

r=0p8—a>?2

Gy = — / sgn{A; (0 — o) 01 {AST " Ha(0 — 0)}Ajo dx dy
]R2
< |01 AT H2(0 — o) ||, / |Ajo|dz dy
]R2

S 0”81/\3_17{2(9 - 0')|

BT ||AJU||L1

,00

< C277°C||0 = ol gpalloll s

< C20 ol _lollys
Para (G5 de la Proposicién 6, conr = § — 1 > 2y de (I11) de la Proposicién 5

Gy <[4y, 01057 Hal6 = o)
< 02 (ol |0 = Alsgee + 10 = g + ol
= 02 {lolle_[16 = ollpgsa 10— 0l pgeaallolpg_}

<C2ollgs 110 —ollpe .
1,00 1,00

Finalmente, para (G, de la integracion por partes, de la desigualdad (4.12) del Teorema 1y
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del tercer item de la Proposicién 5. Para este casor =  — 1

Gy =— / sgn{A;(0 — 0)}010{AS " HoA; (0 — o)} da dy
R2
< 1010 oo [[AS T H2 (0 — 0) |
< Clorollg C2V)A;(0 = o)l
< 0T ol a0 e
< 025 ol 0~ lpgec

< 02—]’,6’”0”3500 HQ - o-HBf,oo'

o . o _—
Las estimativas para cada (7], es similar a las estimativas hechas para cada G, con

1,...,4 y se obtienen las mismas estimativas respectivamente. Entonces en (5.22), obtenemos

d .
[ 5186 = o)l drdy < C2 ol 10 ol
R2 dt 1,00 1o
bd " omis
SN0 0)lpr < [ 2 olyp 10— ollys_dr
0 0 ’ ’

t
14,6 = o)l — 14,60 — 00) |, < C279 / lollsg 16 = ol _dr,

a través de sup 27, se tiene
j>=—1

t
10 =05y, < 100 =oolls, +C [ ol 10 =l o
t
< 1o = ooll gy + C/o 012t oty N6 = ollsy 7

t
<160 cullyg_+C [ 2C1ulag 18~ ol _dr
) 0 ’ ’

t
<160 = aollug_+C" [ 16 =0l _ar
s OO 0 , 00

7



donde C'" = C"(||6y|| B ) y por la desigualdad de Gronwall forma integral, tenemos

t
10— ollps < ll60 — ooll o _ eXp{C//O dT}

< |6 — ool 55 _ exp{C'T1},

si 6y = 0 obtenemos la unicidad de las soluciones en C'([0; T ]; Bﬁ ~)- La prueba estd completa.

]

Por tanto, los objetivos tanto general y especificos de esta tesis fueron realizadas con éxito,
pues conseguimos demostrar la existencia, unicidad y dependencia continua de la solucién de la
ley de conservacion parcialmente no-local (2.1) en los espacios de Besov Clésico, cabe resaltar
que una de las herramientas elementales fue utilizar las propiedades bdsicas del espacio en
mencién dadas en la Proposiciéon 5. Ademds, las hip6tesis generales y especificas estaban en lo

correcto.

78



Capitulo VI

Conclusiones y recomendaciones

El objetivo de esta tesis es demostrar la existencia, unicidad y dependencia continua de una
ley de conservacion parcialmente no-local en espacios de Besov Clasico, osea la buena colo-
cacion de esta ley de conservacidn parcialmente no-local en espacios de Besov Clasico. Dicha
ley puede interpretarse como una ecuacién de transporte no lineal con un flujo parcialmente
no-local. Tanto el flujo no-local como la ecuacion de transporte no lineal modelan la evolucion
de problemas de flujo relevantes en ciencias puras y aplicadas. Estos problemas surgen en cone-
xi6n con modelos dindmicos en mecdnica de fluidos continua y dindmica de fluidos en medios
porosos; por ejemplo, la evolucién de ldminas de vortices, la ecuacion de medio poroso incom-
presible, modelos de interfaz entre fluidos incompresibles, la ecuacién de flujo magnetostroéfico,
problemas de parche en meteorologia, por nombrar algunos de los temas de interés significativo
en el &mbito de los modelos no locales.

El punto de partida es motivar el problema y establecer varias bases para la existencia de
soluciones regulares en todo tiempo, lo que lleva a preguntas importantes como la buena coloca-
cion, el blow-up (o sea, la explosién de la solucién en un tiempo finito o explosioén del dominio
de la solucidn, formacion de singularidades en el flujo, etc.), el comportamiento asintético, la

auto-similaridad, entre otras. En este trabajo estudiamos la buena colocacién de un tipo de la
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ley de conservacion parcialmente no-local mencionado anteriormente, con datos iniciales per-
tenecientes al marco de los espacios de Besov Clasico. Para lograr esto, se han obtenido nuevos
resultados matemaéticos.

En este capitulo, recapitulamos los resultados principales de la tesis y ofrecemos recomen-

daciones para posibles extensiones futuras del presente trabajo.

6.1. Conclusiones

En la siguiente ley de conservacion parcialmente no-local

00+ V - (—OAS o0, 0A21H,0) = 0

8($7y70) - 80(‘7:)7

conseguimos demostrar resultados importantes como:

La buena colocacién con datos iniciales pertenecientes al espacio de Besov Clésico B
con A > b, o sea, se demostré la existencia y unicidad de la solucién de la ley de conservacion
en mencion, ademds de la dependencia continua considerando los datos iniciales en los espacios
de Besov Clasico. La buena colocacién de la solucién se establecié a través de un estudio
analitico y la novedad de este trabajo radica en que conseguimos los primeros resultados del
estidio analitico de la ley de conservacién no-local en mencidn, el cual fue estudiado solo
numéricamente en uno de los capitulos del trabajo del doctorado de Cuba (2024).

Los aportes de este trabajo son: un resultado particular del Teorema de la desigualdad de ti-
po Bernstein para operadores parcialmente no locales, a saber, Tansformada de Hilbert parcial y
Potencial de Riesz parcial, este resultado es plasmado en el Corolario 1. También conseguimos
demostrar dos nuevas estimativas para operadores conmutadores en funcion de los operadores

no-locales parciales ya mencionados, los cuales estdn detalladas en la Proposicién 6 y Pro-
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posicién 7. Ademads, se obtuvo un tipo de limitacion para la ley de conservacion no-local en
mencion al agregar un término fuente, el cual se describe en el Lema 1. Todos estos aportes fue-
ron fundamentales para demostrar la buena colocacion de la solucién de la ley de conservacion

en mencion.

6.2. Recomendaciones

Si bien es cierto la ley de conservacién parcialmente no-local que se estudié en este trabajo,
junto con las otras dos leyes de conservacion parcialmente no-local que se estudi6 en el trabajo
de doctorado de Cuba (2024) son modelos nuevos y poseen estructuras innovadoras, un camino
natural a seguir seria darles una interpretacion fisica y buscar aplicaciones directas de este tipo
de modelos. Otra idea interesante seria conectar los resultados tedricos de este trabajo con los
resultados numéricos obtenidos para la misma ley de conservacién parcialmente no-local en el
trabajo de Cuba (2024).

Ademas como un primer estudio se demostré la buena colocacién en los espacios de Besov
Clasico, un siguiente paso natural seria demostrar la buena colocacién en espacios mas genera-
les como los espacios de Besov Morrey, Besov weak-Morrey, Besov weak-Morrey Modificado,
espacios de Besov-Lorentz, entre otros. Esto permitiria exigir menos regularidad a nuestras

solucién para este tipo de leyes de conservacion.
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