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RESUMEN

La presente investigacién tiene por objetivo utilizar las series de Taylor
fraccionarias, como una extensién del método clasico de Taylor, para aproximar
funciones en el ambito de las ecuaciones diferenciales fraccionarias. Mientras
que en el método clasico de Taylor se consideran derivadas enteras de
una funcién, en el método de Taylor fraccionario se consideran derivadas
fraccionarias, lo que permite abordar problemas con memoria fraccionaria
y comportamientos no locales. Aqui presentamos un enfoque para resolver
(aproximadamente) una clase especial de ecuaciones integrodiferenciables
fraccionarias lineales (Fredholm y Volterra), esto sera siguiendo las ideas del
trabajo de (Huang et al., 2011). Se mostrara que este método proporciona una
solucién simple para ese tipo de ecuaciones diferenciales lineales. Con algunos

ejemplos de aplicacion se demostrara la eficiencia y la precision del método.

Palabras Clave

Series de Taylor fraccionarias, Ecuaciones diferenciales fraccionarias, Derivadas

fraccionarias.



ABSTRACT

The objective of this research is to use fractional Taylor series, as an extension
of the classical Taylor method, to approximate functions in the scope of
fractional differential equations. While in the classical Taylor method integer
derivatives of a function are considered, in the fractional Taylor method
fractional derivatives are considered, which allows problems with fractional
memory and non-local behavior to be addressed. Here we present an approach
to solve (approximately) a special class of linear fractional integrable equations
(Fredholm and Volterra), this will be following the ideas of the work of (Huang
et al., 2011). It will be shown that this method provides a simple solution
for such linear differential equations. With some application examples the

efficiency and precision of the method will be demonstrated.

Keywords

Fractional Taylor series, Fractional differential equations, Fractional

derivatives.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales fraccionarias (EDF) han emergido como una he-
rramienta poderosa en la modelizacién de fendmenos complejos que no pueden
ser abordados adecuadamente mediante ecuaciones diferenciales de orden en-
tero. Estas EDF permiten obtener comportamientos de sistemas con memoria
y propiedades no locales, caracteristicas que son esenciales en campos como la
fisica, la biologia, la economia, y la ingenieria (Podlubny, 1999). Sin embargo,
la solucién analitica de estas EDF suele ser complicada, lo que ha motivado el

desarrollo de métodos numéricos avanzados.

Las series de Taylor fraccionarias han ganado atencién significativa por su
capacidad para aproximar soluciones de EDF con alta precision. Este método
extiende el enfoque clasico de las series de Taylor, basado en derivadas en-
teras, incorporando derivadas de orden fraccionario (Kilbas et al., 2006). De
esta manera, las series de Taylor fraccionarias permiten abordar problemas con
comportamientos no locales y memoria fraccionaria, crucial en la descripcién

de procesos fisicos y biologicos que exhiben dinamicas complejas.
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En particular, este trabajo se centra en la aplicacion del método de las series
de Taylor fraccionarias para resolver ecuaciones integrodiferenciables fraccio-
narias lineales, como las ecuaciones de Fredholm y Volterra. Siguiendo las ideas
planteadas por (Huang et al., 2011), se demostrara que este enfoque propor-
ciona soluciones simples y efectivas para este tipo de ecuaciones, lo que lo

convierte en una herramienta valiosa para los investigadores en el area.

El presente estudio no solo explora la teoria detras de este método, sino
que también presenta ejemplos de aplicacion que evidencian su eficiencia y
precision. Asi, se pretende contribuir al avance del conocimiento en la solucién

de EDF y su potencial aplicacion en diversas disciplinas cientificas.

La estructura de esta tesis se organiza de la siguiente manera:

Capitulo 2: Marco Tedrico. Este capitulo introduce los conceptos fundamen-
tales relacionados con las EDF y las series de Taylor fraccionarias. Se abordan
las bases tedricas necesarias para comprender el método y su relevancia en la

resolucion de problemas con memoria fraccionaria.

Capitulo 3: Desarrollo del Método. En este capitulo se presenta en deta-
lle la extensién del método de Taylor al contexto fraccionario, explicando su

formulacion y las técnicas numéricas asociadas. Se discuten también las con-
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diciones bajo las cuales el método es aplicable y sus limitaciones.

Asimismo se dan Aplicaciones y Ejemplos. Aqui se aplican las series de
Taylor fraccionarias a la resolucién de ecuaciones integrodiferenciables frac-
cionarias lineales, con énfasis en las ecuaciones de Fredholm y Volterra. Se

presentan ejemplos detallados que ilustran la eficiencia y precisién del método.

Capitulo 4: Resultados y Discusién. Este capitulo analiza los resultados ob-
tenidos en los ejemplos del capitulo anterior. Se evalia la precisién del método
en comparacion con otros métodos numeéricos, y se discuten sus posibles apli-

caciones en diversas areas cientificas.

Finalmente se daran las Conclusiones y Recomendaciones, destacando las
principales contribuciones del trabajo. Ademds, se sugieren posibles lineas de
investigacion futura que podrian explorar mejoras en el método o su aplicacion

a otros tipos de ecuaciones diferenciales fraccionarias.



CAPITULO I

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

1.1. Descripcion de la realidad problematica

Las ecuaciones diferenciales de orden fraccionario (EDF) han ganado consi-
derable atencion en las ultimas décadas debido a su capacidad para modelar
fenémenos que no pueden ser descritos adecuadamente por ecuaciones dife-
renciales de orden entero. Estas ecuaciones permiten capturar los efectos de
memoria y las propiedades no locales, lo cual es esencial en el andlisis de siste-
mas complejos en areas como la dinamica de fluidos, la biologia matematica,
la ingenieria de materiales y la economia (Podlubny, 1999). Sin embargo, a
pesar de su relevancia tedrica y practica, la resoluciéon de EDF sigue siendo un

desafio significativo.

Uno de los principales problemas radica en la complejidad inherente de
estas ecuaciones, que a menudo no tienen soluciones analiticas exactas. Las so-
luciones analiticas, cuando existen, suelen ser complicadas y limitadas a casos

muy especificos, lo que reduce su aplicabilidad en situaciones reales. Como re-



sultado, los investigadores y profesionales dependen cada vez méas de métodos

numéricos para obtener soluciones aproximadas (Mainardi, 2010).

Entre los métodos numéricos, las series de Taylor clasicas han sido amplia-
mente utilizadas para la aproximacion de soluciones de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Sin embargo, su extension a derivadas fraccionarias no ha sido ple-
namente explotada, lo que representa una limitacion significativa en el analisis
de problemas con caracteristicas de memoria fraccionaria y comportamien-
tos no locales (Diethelm, 2010). Ademas, muchos de los métodos numéricos
existentes para EDF requieren un alto costo computacional y pueden ser in-
eficientes para ecuaciones complejas o de alto orden, como las ecuaciones inte-
grodiferenciables fraccionarias lineales de Fredholm y Volterra (Huang et al.,

2011).

Esta realidad problemética se ve reflejada en la dificultad para modelar
de manera precisa ciertos fenémenos fisicos y bioldgicos que dependen de la
historia previa del sistema, como es el caso de la difusiéon anémala, la propaga-
ciéon de ondas en medios viscoeldsticos, y la dinamica poblacional con efectos
de memoria. La falta de métodos eficientes y generalizables para la solucién
de estas ecuaciones impide una comprension mas profunda y precisa de estos
fenémenos, lo que, a su vez, limita el desarrollo de aplicaciones tecnoldgicas y

cientificas basadas en modelos fraccionarios.



En este contexto, el desarrollo de métodos mas eficientes y accesibles, como
el método de las series de Taylor fraccionarias, es de suma importancia. Este
método no solo busca superar las limitaciones de las series de Taylor clasicas,
sino que también pretende ofrecer una herramienta versatil y eficaz para la
solucién de una amplia gama de ecuaciones diferenciales fraccionarias. Al
abordar esta problematica, se espera contribuir a la mejora de las técnicas
de modelizaciéon y a la expansién del uso de EDF en diversas areas del

conocimiento.

1.2. Delimitacion de la investigacion

1.2.1. Espacial

La delimitacién espacial se refiere al ambito geografico o al contexto especifico

en el que se lleva a cabo la investigacion.

En el caso de este estudio, el enfoque espacial esta centrado en la aplicacion
del método de las series de Taylor fraccionarias en problemas matematicos
y fisicos, sin restriccion a una ubicacion geografica especifica, ya que las
ecuaciones diferenciales fraccionarias tienen aplicaciones globales. Segiun
Herndndez Sampieri et al. (2014), la delimitacién espacial es fundamental
para precisar el entorno donde se aplicaran los resultados del estudio, lo que

permite contextualizar las conclusiones dentro de un marco espacial definido



(Hernandez Sampieri, R., Fernandez, C., & Baptista, P., 2014), Metodologia

de la investigacion (6ta ed.). McGraw—-Hill.

1.2.2. Social

La delimitacion social se refiere a la poblacion o el grupo especifico de interés

que se vera afectado o beneficiado por los resultados de la investigacion.

En este estudio, la delimitacién social abarca a la comunidad cientifica y
académica, especialmente aquellos investigadores y profesionales en matemati-
cas aplicadas, fisica y ciencias de la ingenieria, que se ocupan de la modeliza-
cién de fenémenos complejos mediante ecuaciones diferenciales fraccionarias.
Situandonos en nuestra universidad, especificamente para estudiantes de la Es-

cuela Profesional de Ciencias Fisico-Matematicas e Ingenierias.

Esta delimitacion es clave para entender a quién va dirigido el estudio y
como sus resultados pueden ser aplicados en un contexto practico, como lo
mencionan (Sampieri et al., 2014), (Hernandez Sampieri, R., Ferndndez, C., &

Baptista, P., 2014).

1.2.3. Temporal

La delimitacién temporal se refiere al periodo especifico durante el cual se de-

sarrolla la investigacién o al marco temporal de los datos utilizados.



Este estudio se enfoca en el desarrollo y aplicacién del método de las series
de Taylor fraccionarias desde sus primeros usos hasta las investigaciones mas
recientes, cubriendo un lapso temporal que va desde la década de 1990, cuando
las ecuaciones diferenciales fraccionarias comenzaron a ganar popularidad,
hasta el presente. De acuerdo con (Sabino, C. 1992), la delimitacién
temporal permite establecer un horizonte de tiempo claro, asegurando que
la investigaciéon se mantenga dentro de un marco cronolégico relevante y

manejable (Sabino, C., 1992), El proceso de investigacion.

1.3. Problema de investigacion
1.3.1. Problema general

.El método de las series de Taylor fraccionarias pueden aplicarse para abordar
ecuaciones diferenciales fraccionarias que involucren operadores de derivadas

fraccionarias?

1.3.2. Problema especifico

., Como puede el método de las series de Taylor fraccionarias ser utilizado para
resolver ecuaciones integrales de Fredholm de primer tipo y cudles son sus

limitaciones y ventajas en comparacion con otros métodos?



1.4. Objetivos
1.4.1. Objetivo general

Investigar la aplicabilidad y efectividad del método de las series de Taylor
fraccionarias para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias que involucren

operadores de derivadas fraccionarias.

1.4.2. Objetivo especifico

Evaluar la aplicabilidad del método de las series de Taylor fraccionarias en la
resolucion de ecuaciones integrales de Fredholm de primer tipo, comparando su
precisiéon y eficiencia con métodos tradicionales como el método de Galerkin,
el método de collocation, el método de cuadraturas y el método de iteracién

de Neumann.

1.5. Hipodtesis
1.5.1. Hipodtesis general

El método de las series de Taylor fraccionarias es una herramienta efectiva
y aplicable para resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias que involucran

operadores de derivadas fraccionarias.

1.5.2. Hipdtesis especifica

El método de las series de Taylor fraccionarias proporciona una mayor precision
y eficiencia en la resolucion de ecuaciones integrales de Fredholm de primer tipo

en comparacion con métodos tradicionales como el método de Galerkin y el



método de colocaciéon, el método de cuadraturas y el método de iteraciéon de

Neumann.

1.6. Diseno metodoldgico
1.6.1. Tipo de investigacion

Es del tipo documental, ya que el enfoque principal es revisar y analizar la
literatura existente para construir un marco tedrico sobre el uso del método

de las series de Taylor fraccionarias.

Segun (Quivy, R., & Van Campenhoudt, L., 2005), en su libro “Manual de
investigacion en ciencias sociales”, explican que la investigacion documental
implica la revision y anélisis de documentos existentes para construir un mar-

co tedrico y comprender mejor el fenémeno de estudio.

Igualmente (Denzin, N. K., & Lincoln, Y. S.; 2000) en su manual
“Handbook of Qualitative Research”, describen a la investigacion documental
como un método para examinar y sintetizar el conocimiento existente a través

de la revision y andlisis de documentos.

1.6.2. Nivel de investigacién

(Nivel descriptivo) Tiene por finalidad de explicar el comportamiento de las
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario en funcion de las series de Taylor

fraccionarias, con la relacién de (causa—efecto).



1.6.3. Método de investigacién

El método de investigacién es inductivo y deductivo, pues como senala
(Sampieri, H., 2010) en su libro: Metodologia de la Investigacién, “la
mvestigacion se basa en fuentes bibliograficas existentes en libros, tesis,

articulos cientificos e informacion por internet”.

1.6.4. Diseno de investigacion

(Diseno no experimental), la variable (el método de las series de Taylor
fraccionarias) se aplica para hallar una aproximacién a una funcién que es

la solucidon de una ecuacién diferencial de orden fraccionaria.

1.7. Poblacién y muestra

1.7.1. Poblacién

De acuerdo a la naturaleza del trabajo de investigacién no se considera la

poblacion.

1.7.2. Muestra

No se considera.



CAPITULO II

MARCO TEORICO

2.1.

Antecedentes del Problema

2.1.1. Antecedentes Internacionales

(Bekir et al., 2015), en su articulo “Solving nonlinear fractional
differential equations using exp—function and (G/G’)-expansion
methods”, emplean el método de la funcion ezp y el método de expansion
(%) y dan un enfoque para resolver Ecuaciones diferenciales de orden
no entero y no lineales. Usan las derivadas fraccionarias en el sentido
de Rieman-Liouville modificado. Ellos obtienen muchas soluciones
analiticas exactas, incluidas soluciones de funciones hiperbdlicas y
soluciones de funciones trigonométricas. Igualmente concluyen que los
métodos son muy efectivos y convenientes para resolver ecuaciones

diferenciales parciales no lineales de orden fraccionario.

(Ahmed et al., 2015), en su articulo “Approximate Solution of Class

of Nonlinear Fractional Integro-Differential Equations Using Bernstein
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Polynomial and Shifted Legendre Polynomials”, comparan dos métodos
polinomiales, el método polinomial de Bernstein (BPM) y el
método de los polinomios de Legendre desplazado (SLPM), a fin
de obtener una solucién aproximada a una ecuacién diferencial no lineal
fraccionaria integrodiferencial de Volterra y a las ecuaciones integro—
diferencial de Fredholm. Concluyen, que el método SLPM es mejor que

el método de BPM.

(Didgar et al., 2020), en su articulo “An Approximate approach for
systems of Fractional integro—differential equations based on Taylor
expansion”, presentan un proceso eficiente para resolver sistemas lineales
integro diferenciales fraccionarios, aplicando la expansién de Taylor.
Para ello, utilizan el polinomio de Taylor de orden m para funciones
desconocidas y con el método de integracion, convierten el sistema
dado de ecuaciones integro—diferenciales fraccionarias en un sistema de
ecuaciones lineales con respecto a funciones desconocidas y sus derivadas.
Aplica la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville, también analizan
los errores y mediante ejemplos muestra la precision y eficiencia del

método indicado.

(Didgar et al., 2019), en su trabajo “Application of Taylor Expansion
for Fredholm Integral Equations of the First Kind”, proporcionan una
aplicacion de un nuevo enfoque de la expansién de Taylor para resolver

ecuaciones integrales de Fredholm de primer tipo. Lo hacen empleando
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el polinomio de Taylor de grado ° de funcién desconocida en un punto
arbitrario y un método de integraciéon tal que la ecuacion integral de
Fredholm de primer tipo se convierte en un sistema de ecuaciones lineales
con respecto a las incognitas y sus derivadas hasta el orden v°. Presentan
seis ejemplos con los cuales hacen el andlisis de errores y verifican la

eficacia y precision del enfoque propuesto.

2.1.2. Antecedentes Nacionales

En el proceso de la busqueda de antecedentes nacionales, no se ha hallado

investigaciones realizadas sobre el tema.

2.1.3. Antecedentes Locales

[gualmente, no se encontraron investigaciones sobre el tema.

2.2. Bases teoricas

2.2.1. Algo de historia

2.2.1.1. Definicion y Origen de las FEcuaciones Diferenciales

Fraccionarias

Sabemos que el operador diferencial D™ f(z), cuando n es entero positivo,
representa la derivada de f(x), n— veces, sin embargo nos preguntamos qué

sentido tendrfa si n fuera, por ejemplo, racional como: D2 f(x).

Esta pregunta surge por primera vez en una carta entre Leibniz y L’Hopital,

en 1695. Es decir que esa inquietud tiene méas de 300 anos. De hecho, el célculo
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fraccional es préacticamente tan antiguo como el calculo diferencial. Ademas,
su nombre tiene origen histérico, pues fue asi como se definid, para orden ra-

cional, pero hoy en dia no se hace restriccién alguna (hasta de orden complejo).

2.2.1. Definicién. Sig,n € N, ay,as,...,a, € R entonces
D%+a1D%—|—-~+an_1D%+aoDo y(t) =0 (21)

es una ecuaciéon diferencial fraccionaria (EDF) con coeficientes

constantes y homogénea de orden (n,q). |

2.2.1. Ejemplo. La ecuacion [Dl +aD> —|—bD0] y(t) = 0 es una EDF de

orden (2,2). |
Veamos ahora un poco de su historia.

e Inicios: Leibniz y la Idea de Derivada Fraccionaria.
El concepto de derivada fraccionaria fue sugerido por primera vez
en 1695 por Gottfried Wilhelm Leibniz en una correspondencia con
Guillaume de L’Hopital. En esta, Leibniz especulé sobre la posibilidad
de extender el operador diferencial a 6rdenes fraccionarios, proponiendo
una generalizacion del concepto clasico de derivada. Esta idea, aunque
en su momento fue considerada més una curiosidad matematica, sembré

las semillas del cdlculo fraccionario.

e Siglo XVIII: Euler y la Formalizacion de la Derivada

Fraccionaria
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En el siglo XVIII, Leonhard Euler hizo contribuciones significativas
al calculo fraccionario. Euler explord las series infinitas y la funcién
Gamma, que son fundamentales para la definicién formal de las derivadas
fraccionarias. Utilizando la funcion Gamma, es posible definir la derivada
de orden fraccionario o de una funcién f(z) como:

1 dr
['(n—a) dz»

D" f(x) = / Sa—prpwa (22)

donde n es un nimero entero tal que n—1 < a <nyI'(:) es la funcién
Gamma de Euler.

La férmula (2.2) se obtiene teniendo en cuenta la integral fraccionaria
dada por Riemann—Liouville (2./). Lo que se buscaba era extender el
concepto de derivada e integral a érdenes no enteros. Como la tradicional
derivada de orden entero n se puede escribir como una iteracién de
derivacion, la idea para el caso fraccionario fue “invertir” el proceso:
primero se toma una integral “fraccionaria” y luego se deriva el niimero
de veces necesario para obtener el orden deseado a, donde n—1 < a < n.
Asi, para una derivada de orden fraccionario v (no entero), se define como
la derivada entera mas proxima “por encima” (n, tal quen—1 < a < n)

aplicada a la integral de orden n — a:

D°f(a) = (1" () (23)

~ dan

y reemplazando I"~* en (2.4).
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e Siglo XIX: Contribuciones de Liouville, Riemann y Abel

En el siglo XIX, Joseph Liouville (1832) dio un gran paso adelante al
proporcionar una definiciéon mas rigurosa de las derivadas e integrales de
orden fraccionario. Liouville defini6 la integral fraccionaria utilizando
series infinitas, de exponenciales, y extendié el célculo diferencial a
6rdenes no enteros, lo hizo definiendo la ¢—ésima derivada de tales series
operando término a término, como si ¢ fuera entero positivo.

Bernhard Riemann (1953) continué este trabajo y desarrolld la
integral de Riemann—Liouville, una formulaciéon que es fundamental para

el calculo fraccionario:

I* f(z) = ﬁ / w0t o) de (2.4)

donde a > 0. Propuso una definiciéon diferente que involucraba integra-
les definidas y las aplico a series de potencias con exponentes no enteros.
Griinwald y Krug fueron quienes unieron los resultados de Liouville y de
Riemann. Griinwald (1867), preocupado por las restricciones del punto
de vista de Liouville, tomé6 como punto de partida la definicién de deri-
vada como el limite de un cociente de diferencias y obtuvo férmulas de
integrales definidas para la derivada de orden ¢. Krug (1890), trabajan-
do con las férmula integral de Cauchy para derivadas ordinarias, probo
que la integral dfinida de Riemann. demostré que la integral definida de
Riemann tenia que interpretarse como si tuviera un limite inferior fini-

to, mientras que la definicién de Liouville, en la que no aparecia ningtin
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limite inferior distinguible, correspondia a un limite inferior —oo. Esta
integral es la base para definir las derivadas fraccionarias en términos del

operador de Riemann-Liouville.

En paralelo, Niels Henrik Abel realiz6 estudios sobre ecuaciones
integrales que, aunque no directamente enfocadas en calculo fraccionario,
tuvieron un impacto significativo en su desarrollo. Abel investigo

ecuaciones integrales de tipo fraccionario, como la ecuacion integral de

0
g(z) = / 0

donde 0 < a < 1. Esta ecuacién es un caso particular de ecuaciones

Abel de primer tipo:

integrodiferenciales y se puede resolver utilizando herramientas del
calculo fraccionario, lo que conecta directamente su trabajo con el

desarrollo de las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

Siglo XX y XXI: Expansion y Aplicaciones

Las contibuciones notables dadas por Weyl (1917), Hardy (1917), Hardy
y Littlewood (1925, 1928, 1932), Kobe (1940) y Kuttner (1953), que
examinaron algunas propiedades bastante especiales, pero naturales, de
diferentes integrales de funciones pertenecientes a la clase Lebesgue
y de Lipschitz. Erdélyi (1939, 1940, 1954) y Osler (1970) dieron
definiciones de diferentes integrales con respecto a funciones arbitrarias,

y Post (1930) usé cocientes de diferencias para definir diferenciacién
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generalizada para operadores f(D), donde D denota diferenciacién y
f es una funcién restringida adecuadamente. Riesz (1949) desarrollé una
teoria de integracion fraccional para funciones de mas de una variable.
Erdélyi (1964), aplicé el célculo fraccional a ecuaciones integrales y
Higgins (1967) us6 operadores integrales fraccionarios para resolver
ecuaciones diferenciales. Otras aplicaciones: En reologia (Scott Blair
et al., 1947; Shermergor, 1966; Scott Blair, 1947, 1950; Scott Blair
y Caffyn, 1949; Graham et al., 1961). En electroquimica (Belavin et
al., 1964; Oldham, 1969; Oldam y Spanier, 1970; Grennes y Oldham,
1972). Para fisica quimica (Somorjai y Bishop, 1970) y poblemas de
transporte (Oldham, 1973; Oldham y Spanier, 1972). En el siglo XX, las
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario encontraron aplicaciones
en una amplia gama de campos, gracias al trabajo de matematicos como
Paul Lévy, quien vincul el calculo fraccionario con procesos estocasticos.
Lévy introdujo el concepto de movimiento browniano fraccionario, lo que

abrié nuevas areas de investigacién en fisica y finanzas.

Hoy en dia, el calculo fraccionario es una herramienta poderosa en la modeliza-
cion de fenémenos con memoria y comportamientos no locales. Las ecuaciones
diferenciales fraccionarias se aplican en la viscoelasticidad, la difusién anéma-
la, la teoria de control, y muchas otras areas. La capacidad de estas ecuaciones
para capturar dindmicas complejas ha sido clave en su popularidad y desarrollo

continuado.
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2.2.2. Funciones especiales: Gamma, Beta, Mittag—

Leffler

Definimos algunas funciones especiales que surgen en este contexto del cdlculo

fraccionario.

2.2.2. Definicién. La funcién Gamma
Sea R (z) >0, t € (0,00), la funcion Gamma estd definida como (Odibat &

Shawagfeh, 2007)

['(2) :/ e ' t7ldt. (2.5)
0
Algunas propiedades
1) I'(l)=1.
2) I'(z+1)=2I'(2),Vz € C. Sin € N, se tiene I'(n + 1) = nl.
3.) I'(1/2) = /7.

4.) 'Y dos importantes:

) —m csc (mx)
Sn: T (—a) = 20T 9.
Reflexién (—x) NEFS) (2.6)
47T (x) I’ 2
Duplicacién: I'(2z) = (@) +5) (2.7)

2y

En el siguiente cuadro se dan algunos valores de I' (z). En la Figura (2.1) se

muestra I' () en el plano real y en la Figura (2.2) en el plano complejo.

T 0.1 3 7.1 1767

[ (z) | 9.5135 | 2 | 868.957 | 7.42575x 107!
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Figura 2.1: La funcién Gamma: I' (z), para —3.1 <z < 3.9.

101

Figura 2.2: La funcién Gamma en el plano complejo: |TI'(z +iy)|, —3.56 < x < 2,

—2<y<25.
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El reciproco de la funcién gamma, , tiene un solo valor y es finito para

1
[ (x)
todo z > 0. La Figura (2.3) muestra una gréfica de esta funciéon. Observamos

la alternancia continua de signos para argumentos negativos la tendencia

asintotica a cero para x positivo grande, esto se describe por

1 3=
~ T e = g(x), = — o0 (2.8)

1_
z2 "

Figura 2.3: La reciproca de la funcién Gamma y la funcién e

1

rx)
2
3 j XZ-X exp(x)

V2r

s

2.2.3. Definicion. La funcion Beta

Sean R (x) >0, R(y) >0, t € (0,1), entonces la funcion Beta estd definida

como (Diethelm, 2010)

B(z,y) = /Oltx—l (1—t)?"" at. (2.9)

Propiedad: Sean x,y € C, R (x) > 0, R (y) > 0 entonces

['(x) ' (y)

Blz.y) = I'(r+y)

(2.10)
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Algunos valores exactos de la funcién Beta se dan en el siguiente cuadro.

En la Figura (2.4) y en la Figura (2.5) se muestran graficas de la funcién Beta.

z |y | By
1 1 1
2 1 1
2.5 | m | 0.0461649
In3.2 | v/3 | 0467101
e 1 | 0.367879
™ 1 | 0.318310
VT | V5| 0.082710
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Figura 2.5: |B(x + iy, —3.4)|, para -6 <z <1, -1 <y < 1.

La funcién de Mittag—Leffler, (M—L), esta relacionada con los operadores
fraccionarios, y aparece en la solucién de muchas ecuaciones diferenciales.
La funcién de M—L es una generalizacion de la funciéon exponencial que fue
introducida por el matemético sueco G. M. Mittag—Leffler en 1903 (Mainardi,

2010).

k
E.(t) = Xkﬁiiﬁ (a>0,a €R,teC) (2.11)

o0

k=0

Ei(t) = €5 Ey(t) = coshv/t

[gualmente, la funcién de M-L de dos pardmetros se define como (Mainardi

et al., 2020):

0 tk
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En la Figura (2.0) estd la funcién de M-L, (k = 300) y en la Figura (2.7) y en
la Figura (2.8), las superficies generadas haciendo variar los pardmetros.

Figura 2.6: Funcién de Mittag-Leffler £, g.

Funcién de Mittag-Leffler E ﬁ(z) congB=1
20 T T T o T T

Figura 2.7: E, 5, 0 <a <49, 8=4,-1<t<3.
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Figura 2.8: E, 5, a=35,0<3<9, -1 <t<6.

2.2.3. Derivadas e integrales fraccionarias

2.2.4. Definicién. Integral Fraccionaria de Riemann—Liouville
Sea Q = [a,b], (—o0 < a < b < 00) un intervalo finito de R. Las integrales
fraccionarias de Riemann-Liowville (IFRL), I¢, f y If" f de orden o € C y

R () > 0 se definen como (Kilbas et al., 2006)

(o) (I%, f) (2) = ﬁ / S0 W dt v a,  (213)
(o) (I f)(z) := ﬁ/ (t—2)* ' f(t)dt, x <b. (2.14)
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Las integrales dadas en (2.13) y en (2.14) se llaman integrales fraccionarias

por la izquierda y por la derecha respectivamente. Estos operadores son lineales.

Ademds cuando o = n € N se tiene

(I, f) (z) = /jdtl /atl dtQ.--/atnl F(tn)dtn

_ (n_l)!/a (=" (@B dt, (meN)  (2.15)

@ e = [ i / f by - / b F(ta)dts

1

- —5 / (t—a)"'f(t)dt, (neN)  (2.16)

Los operadores de integracién fraccionaria de Riemann—Liouville tienen
propiedades andlogas a los de orden entero.

La Proposicién (2.2.1) es una propiedad de Semigrupo o Ley de Exponentes.

2.2.1. Proposiciéon. Para o >0y > 0, se cumple

Ig, (I (@) = I () (2.17)
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Demostracién.-

Considerando o« > 0y 8 > 0:

 (B@) = 5 /j(x—t)ﬂ*-[ﬁ /:u—u)ﬂ—l. F) du dt
- r@ @l /( ) (e — )P () dudt

L et ) df du
e F(B)/a/u< et (t— w) - f(u) ded

>

~\~
se cambié el orden de integracién

S S YA [ (R S "
~ v ] l( U K
— 1 (L00) = i 7 | S0 Tae a9

Desarrollamos la integral

I= / (z—t) e (t—w)fdt
Para ello consideramos un cambio de variable:

t=u — z=x—u
r—t=2z — dt = —dz, ademas

Entonces
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Ahora hacemos otro cambio de variable

2 z=0 —- 17=0
=7 = dz = (v —u)dr, donde

T —u
z=orx—u — T=1

Reemplazando y recordando la funcién Beta dada en (2.9):
! 1
I = / ((x - U)T)a_ (x— U)’B_l (1-— T)B_l (r—wu)dr
0
1
— / (2 — 0P ol (1= 1) dr
0
1
= (o u) / 7ol (1 - ) dr
0

= (z— u)a+6_1 -B(a, 5)

al igual que la propiedad (2.10): % (a, §) = %,
— I =(z—u)*"". % (2.19)
La expresion (2.19) se reemplaza en (2.18):
1 (B@) = i [ S0 T
= ﬁ - ﬁ/:f(u). ((x—u)a+ﬁ-1 . —Fr(‘z‘lféf)) du
_ m - / (2 — u)™ 1 F () du
= I f(x)
i

De la Proposicién (2.2.1), se cumple la conmutatividad,

12, (L2, 1) (@) = 12, (I2.1) () (2.20)
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Igualmente, la convolucién de funciones esta relacionada con estos operadores.
2.2.2. Proposicién. Convolucion

La integral fraccionaria de Riemann—Liouville se puede expresar mediante una

convolucion de funciones:

(I3, f) (@) = (¥ % f) () (2.21)
donde (x) = ;:OEOK). -
Demostracién.-

Sabemos que

Entonces

T ta_l 1

W)@ = [ fr fa=t =g [ s

Hacemos cambio de variable

u=xr—t = dt = —du, donde

— W) = ——

a)

(u) (—du)

|

/(:E—U)al-f
! ' “lofw)du = (I¢ x
W/ (r—w)™ - flw)du = (Ig, ) (2)

)1

La Proposicién (2.2.3) hace referencia de la transformada de Laplace de la

integral fraccionaria de Riemann—Liouville.



2.2.3. Proposicion.

LIS ) (x)} =5 F(s)
donde F(s) = L{f(x)}.

Demostracién.-

LIS f) (@)} = L{Wx*[)(x)} = L{v(=)} - L{f(z)}

_ c{l‘f?;} F(s) = ﬁﬁ{xa_l}-F(s)

= — - F(s) = sT*F(s).
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(2.22)

2.2.5. Definicién. Derivada Fraccionaria de Riemann—Liouville

(DFRL)

Se definen las derivadas fraccionales de Riemann-—Liouville Dy, y y Dy y de

orden o € C con R (a)) > 0 como (Kilbas et al., 2006)

e Por la izquierda

(D34 y) () = (%) ’ (1'% y) (x)

e Por la derecha

(2.23)

(2.24)
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donde n = [ ()] + 1 y [R ()] es la parte entera de R (a). m
Cuando a = n € N, se tiene
(D, y) (x) = (DP_y) (x) = y(z); (Dry) (z)=y" () (2.25)
v (DiLy) () = (=1)"y"(x) (2.26)
Ademés, si 0 < % (o) < 1

—0)°

boy(t)d
— e m<a>1 )

d
1—a dx

(Db y)( )=

(D v) () = 1_a$/ B T INCE
/ z<b (2.28)

Y cuando « € RT y n = [a] + 1, (2.23) vy (2.24) toman las formas:

(D2, y) (z) = ﬁ (%) / %, T >a (2.29)

(Di_y) () = ﬁ (—%) /m %, r<b (2.30)

T

Igualmente para 0 < a < 1, (2.27) y (2.28), respectivamente se convierten en

(D2, y) (x) = ﬁ%/j (Z(t_) f)ta, r>a (2.31)
(D2 y) (x) = _F(ll—a)%/x (f(_wgta, v <b. (2.32)

SiR(a) =0, (=01, 0#0), entonces (2.23) y (2.24) poducen derivadas de

orden imaginarios puros:

. d [* d
(D2iy) (z) = ﬁ%/a %, r>a (2.33)

b
(Dt y) (z) = _ﬁ%/x%’ z<b (2.34)
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La siguiente proposicion nos dice que la IFRL dada en (2.13) y la DFRL dada

en (2.23) aplicadas a potencias de la forma (z —a)’ ' y (b—z)°~! producen

potencias de la misma forma. Igualmente (2.14) y (2.24).

2.2.4. Proposicién. Sean R (a) >0y B € C, R(B) > 0, entonces

(T2, ¢ =) (@) = %(gg—a)ﬁﬂ-l, R(a) >0, (2.35)

(Dg+ (t—a)ﬁ—l) (z) = %(w—a)ﬂal, R(a) >0, (2.36)
Y

(5 -0 (@) = %(b—x)ﬁw-l, R(a) >0, (2.37)

(D,?_ (b—t)6’1> (z) = %(b—m)ﬁ—a-l, N(a) >0, (2.38)

Si =1y R(a) >0, las derivadas fraccionarias de R—L de una funcién

constante, no siempre se anulan, entonces para (0 < R () < 1) tenemos:

(b—z)™@

(D) () = Tt PEDE) = fray (2.39)
Ademas, para i =1,2,--- | [R ()] + 1, se tiene
(DY (t—a)* ") (z)=0, (D (b—t)*7)(z)=0 (2.40)

2.2.1. Teorema. Las siguientes reglas de integracion son vdlidas (0 < a < 1):
b b
[0 @ @i = [ o) @ Hea e

/ f(z) (D2, g) (v)de = / o(2) (DY f) (2) du (2.42)
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Ademads

(I3 (Dasf)) () = f(=) (2.43)

Demostracién.-

Veamos (2.41):

/abf(a:) (I2, g) (z)dzx = /abf(g;). {ﬁ /:(a:—t)“—l-g(t) dt| da

1 b px i . N
- W// (e — ) f(a) - g(t)ded

- 1) [t s g

-
cambié orden de integracién

_ /abg(t). {ﬁ /tb(x—t)a1~f(cc) dsc} dt

b b
= / g(x) - {ﬁ/ (t—z)* - f(t) dt] dx

Para (2.42) y (2.43) ver (Kilbas et al., 2006).

(z —a)®

2.2.5. Proposicién.  (a) IJ{" (Df(z)) = (I, f) (z) — mf(a)
e! o _ - a—k (l’ — a)aik
(b) I:, (Da+ (J:)) = f(z) — £ (Da+ ) (z) T (a—k +_1);
(z —a)*”!

(c) D [(I2, f) ()] = I} (Df(x)) + f(a),

()

S~ DHf(0) - (z — )t

(@) (T J) (@) = LY (DY @) + ) =g PELh
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_ a)oz-i—k

a+k+1)

k
(¢) D" (I2, ) (a) = I, (D*f(a ZDf . pez.

Demostracion.-

(a) Integramos por partes y el hecho de que I' (1 +a) = a - I' () para o > 0

I (Dfe) = g [ @0
1 N * v o1
- e 50| = [ oo o]
1 o ¢ a-1
~ e a0 @ e [0 g al
— (ZL’—CL) a L * T a—1
Pt O+ g [ e -0 s
(15, 1)@
_ (ga _(z—a)
- (Ia-&-f)(x) F(Oz—i—l) f(&)
Para las restantes ver (Kilbas et al., 2006). i

2.2.6. Definicién. Derivada fraccionaria R—L vs Derivada cldsica
La derivada fraccionaria de Riemann—Liouville no satisface completamente

todas las reglas clasicas de derivacion del calculo usual.

1. Derivada de una constante

o Regla clasica: Si k € R, (k) = 0.

e R-L, la derivada fraccionaria de una constante k (orden a > 0) no
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es cero, sino que es proporcional a una potencia negativa:

3
L(l-a)

«

Dy k= (x —a)”

Eso se debe a que las derivadas fraccionarias no “anulan” las constantes,

en contraste con la derivada ordinaria.

. Linealidad
e Regla clasica: (f+9) =f+4¢.

e R-L, si satisface la propiedad de linealidad:
Dy (f+9)=Dg, f+Dg g
Esto se mantiene igual en el contexto fraccionario.

. Regla del producto

e Regla clasica: (fg) = f'g+ fg'.

e R-L, No satisface directamente la regla del producto como en el caso
usual. Eziste una regla general (tipo Leibniz generalizada), pero involucra

una suma infinita:

a - o ) a—1i
Dy, (fg9) = Z; (Z>D [-Dy'yg
donde D' es derivada (entera) de f y fof es la deriwada fraccionaria de

g, la suma incluye de diferentes ordenes. Solo para o entero se recupera

la regla usual.



34

4. Regla del cociente

/ ’o /
e Regla cldsica: (i) = M

g g*

e R-L, No satisface la regla clasica del cociente de forma directa.

[ |
2.2.7. Definicion. Derivada Fraccionaria de Caputo
e Por la izquierda (Podlubny, 1999)
Dy o) = DI, (cb(x) S, a>k> 2
k=0 )

z (n)
= ! )/a ( iU dt, ©>a (2.45)

I'(n—a«a x — t)etl-n

e Por la derecha

Che _ o™ .
D o@) = Forte / et v <b (240

donde 0 < n—1< a < n yla funcion tiene n + 1 derivadas continuas y

acotadas en [a,b). |

La relacién entre ambas derivadas es, para n = [R (a) + 1]

n—1 (k) a
(‘DS y) () = (D3 ) (2) = > r(ky——iln(’” —a)* (2.47)
k=0
y
el
CDE9) (@) = (DF 0) (0) = 3 =t (2ay
k=0
Cuando 0 < R () < 1, se tiene
Dz 1) (@) = (D3) (o) = 1o =), (2.49
(°D5y) (@) = (D5 y) (@) - 22— (p— ) (250)
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Por la forma de su definicién, las derivadas fraccionarias de Caputo
D2, f(z) y °Dg f(x) tienen propiedades similares a las derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville (D, f) (z) y (Dg f) (z), dadas en la

Proposicién (2.2.5).

2.2.2. Ejemplo. Sea f(x) = 23, la primera derivada y la integral ordinarias

de f son:

d @ 1
“’;(;) = 322, /0 F(t)dt = %

Hallaremos la derivada e integral fraccionara de R—L para o =

1
5

Seguin (2.35)
(ZL’ . 0)4+1/2—1

(B26) @) = (B2 e-0"") @) =m0y

3! 32
N
16

Segin (2.36)

(D(l’/f t3> (z) = (D(l)f (t— 0)4_1> () = %(w — o)1/t

3! 5/2 16 5,

—F" = —=x
157
15vT 5T

Para o = 1, concuerdan con la derivada e integral ordinaria.

(I3, ) (2) = (I%, (t— 0" (a) = Ffi@ —oprt =T /0 Bt

(441)
(DL, ) (2) = (DL, (t—0)*™") (2) = . (lzl(f)l) (- 0)* 11 = 342 = d(dﬁx)

En la Figura (2.9) y en la Figura (2.10) se muestran las graficas de la integral y

derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden 0 < o < 1 de f(z) = 3.



Figura 2.9: Gréficas de (Ig, ) (z) para 0 < a < 1.

s IF Rieman-Liouville para f(x)=X

T

10

I(?+f($)

Figura 2.10: Gréaficas de (Dg, t*) () para 0 < o < 1.

2 DF Rieman-Liouville para f(x)=xX

T
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2.2.8. Definicion. Derivada Fraccionaria de Grinwald-Letnikov

5]
wDi o) = i ne 3 (0 (Do -nt) @

k=0

donde [-] es la parte entera de c. |

2.2.4. Transformada de Laplace de derivadas fracciona-

rias
Recordemos que si la funcién f es de orden exponencial y continua por partes,

su transformada de Laplace existe y se define como

P = £} = [ et (2.52)

Para las funciones f y g, se define la convolucién de f con g mediante

F(t) % g(t) = / £t — )g(s) ds = / f(s)g(t—s)ds  (2.53)

y su transformada de Laplace como

LAF@) xg(t)} = LLF)} L{g()} = F(s)G(s) (2.54)

Para f suficientemente suave, se define la transformada de Laplace de f™:

L{fM(#)} =s"F(s) — i P Fn=k=1(0), (2.55)
k=0
Ahora, para a > 0y g(t) =t
DySf(t) = Ig, () = ﬁ /0 (t— )% f(s)ds = ﬁ U F() (2.56)

y también tenemos:

G(s)=L{t" "} =T (a) s (2.57)
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2.2.9. Definicion. Transformada de Laplace de la integral fraccional

de Riemann—Lioville

De (2.56) y (2.57) obtenemos la transformada de Laplace de la integral

fraccional de Riemann—Lioville:

LI () = ﬁc [V w f(1) = sOL{f(D)} = s °F(s).  (2.58)

[
Seguidamente, para a > 0, m — 1 < a < m, hacemos
g(t) = Do " f () = IO f (1), (2.59)
Entonces
D5, £(t) = 9™ (1) (2.60)
Aplicamos (2.55)
LD, f(t)} = L{g"™ (1)} — mzl s*g"F0(0), (2.61)
k=0
De (2.58):
LA} = L{TTF(1)} = s ™ L {f()} (2.62)

2.2.10. Definicién. Transformada de Laplace de la derivada

fraccional de Riemann—Lioville

De (2.59) y (2.62) obtenemos la transformada de Laplace de la Derivada

de Riemann—Liouville, conm -1 < a<m

m—1

L{Dg, f(t)} =) s (DS ), (2.63)

k=0
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2.2.11. Definicion. Transformada de Laplace de la derivada de

Caputo

Haciendo un proceso similar, obtenemos la transformada de Laplace de la

derivada de Caputo, conm —1<a <m

3

L{Dg fO)} =s"L{f(O)} =Y s>+ fB(0). (2.64)

0

i

2.2.5. Ecuaciones diferenciales de orden fraccionario

Una ecuacién diferencial ordinaria fraccional tiene la forma general (Mainardi,

2010)

F(t,y(t), D"y(t), D*y(t),---, D™ y(t)) = g(t) (2.65)

donde F(t,y1,y2, " ,yn) v g(t) son funciones dadas y D* son los operadores
de diferenciacién fraccional con R (o) >0, k =1,2,...,n.

Algunas otras formas, para a complejo tal que R () > 0, son

Dy(t) = [f(ty()), o (2.66)

() D™ y(t) + co()y(t) = f(1). (2.67)
k=1

Ambos, (2.65) y (2.67), contienen derivadas fraccionarias de Riemann—

Liouville.

Las definiciones siguientes son en base a (Milici et al., 2019).



2.2.5.1. EDF de Riemann—Liouville
Sea a > 0, t > a, la ecuaciéon diferencial fraccionaria
D7, y(t) = f(t,y(t)),
con las condiciones
D Fy(a) = by, k=1,2,..,n.
es llamada EDF de Riemann-Liouville.

2.2.5.2. EDF de Caputo

40

(2.68)

(2.69)

Seaa>0,n=[al+1,t>a vy f:SCR® — R, laecuacién diferencial

fraccionaria
°Dgy(t) = f(t,y(t)),

con las condiciones iniciales

D y(0) = y®(0) = b, k=0,1,2,....,n— 1.

es llamada EDF de Caputo o Problema de Valor Inicial tipo Caputo.

2.2.12. Definicién. Ecuaciones integrales

Una ecuacion integral se define como

(1) = g(t) + / K (t, 5)b(s) ds

donde g y K son conocidas y ¢ es la funcion incognita.

(2.70)

(2.71)

(2.72)

Ademas en la teoria de las ecuaciones integrales se tienen las ecuaciones

integrales de Fredholm y las ecuactones integrales de Volterra. La ecuacion
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integral dada en (2.72) es de Fredholm (dominio de integracién es fijo). Una

ecuacion integral general de Volterra (dominio de integracion variable) es

(1]

(D(t) = g(t) + / K (t, 5)6(s) ds (2.73)

donde Z, g, ¢ : [0,T] - R, T >0, K: S xR — R, es el nicleo de la

ecuacién integral y S = {(t,s): 0 <s <t <T}.
2.2.5.3. Tipos de ecuaciones integrales

Cuando los limites de integracién son fijos:

e Ecuacién de Fredholm de ler tipo
b
o) = [ Kito)p()ds (274
donde: K y y funciones conocidas y ¢ es una funciéon desconocida.
e Ecuacién de Fredholm de 2do tipo
b
o(t) = g(t) + )\/ K(t,s)p(s)ds (2.75)
donde A\ es un parametro desconocido.

Cuando uno de los limites de integracién es variable:

e Ecuacién de Volterra de ler tipo:
t
y(t) = / K(t, s)$(s) ds (2.76)
e Ecuacién de Volterra de 2do tipo:

o) = g(t) + A / UK (L 5)o(s) ds (2.77)
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2.2.5.4. Teoremas de existencia y unicidad para Problemas de

Valor Inicial (PVI)

La existencia y unicidad del PVI (2.70) y (2.71) se veré reduciendo el problema

a una ecuacion integral de Volterra.

2.2.1. Lema. Sea y(t) continua en el intervalo [0,h] con wvalores en
[Yo — m, Y0 + 1|, entonces la funcidn y(t) satisface la EDF tipo Caputo

‘Dey(t) = f(ty), 0<a<l, t>0,

(2.78)
y(0) = Y
sty solo si satisface la ecuacion integral de Volterra:
I a—1
WO =0+ g [ =7 ) o (279)
[

Demostracién.-

Sea L{y(t)} = Y(s), la cual existe por las hipédtesis del lema. Aplicamos
transformada de Laplace a la EDF de Caputo, y por (2.64) tenemos
LAD*y(t)y = L{f(ty(@)}
sY(s) = sty = LA{f(t,y(1))}

Vis) = ©g L L{iyn)

Ahora aplicamos transformada inversa de Laplace
-1 —1J %o 1
LY} = £ R o)

y(t) = yo+ﬁ / (t— 1) f(r,y(r)) dr
i

El siguiente lema nos da un sustento para el teorema de existencia y unicidad

del problema de la EDF de Caputo.
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2.2.2. Lema. Sea la sucesion {g,(t)} de funciones reales definidas en el

congunto S C R. Si eziste una sucesion {r,} de nimeros positivos tal que

o0

Vn>1, VEES, |ga(t)| <rny Y rn < o0, (2.80)

n=1

[e.9]
entonces la serie E gn(t) es convergente.
n=1

2.2.2. Teorema. Sea la EDF de Caputo
Dyt) = fltyt), 0<a<1, t>0,

?J(O) = Y%

Consideremos el dominio S = [0,m] X [yo — 1,0 + 1], donde f satisface:

e f(t,y) es continua,
o [f(t,y)l < M, donde M = max {[f(t,y)[},
(t,y)eS
e f(t,y) es de Lipschitz en S, es decir que existe una constante K tal que

|f(t7yl) - f(tayQ)l < K|y1 - y2"

Entonces eziste un 6 > 0 y una dnica funcién y(t) € C[0,n] para

i, (M)

Demostracién.-

La demostracién en el Anexo (7.1). i
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2.2.5.5. FEcuaciones diferenciales lineales fraccionarias

Cambiamos la notacién relacionado con el orden, dada en la Definicién (2.2.1).
2.2.13. Definiciéon. Una EDF lineal es una ecuacion de la forma
(D" + ap 1 D" 4+ a D +ag) y(t) = f(t), a€R (2.81)
con las condiciones
y®O)=Fk, k=01,2.,n—-1 (2.82)
Ademdas, una ecuacion que no es lineal, se llama no lineal. [ |

2.2.14. Definicién. En (2.81):

(1) Si las ag, k = 0,1,....,n — 1, son constantes, se dice que la ecuacion

diferencial fraccionaria es de coeficientes constantes,

(1) Si f(t) = 0, se dice que la ecuacion diferencial fraccionaria lineal es

homogénea.

2.2.3. Teorema. Si f(t) es acotada en (0,T) y las ar = ai(t), k €
{0,1,2,...,n — 1} son continuas en [0,T], entonces la ecuacion dada en (2.81)

tiene una solucion unica. [ |
2.2.4. Teorema. La EDF lineal
D%y(t) = f(t), donde n—1<a<n (2.83)

con

y®0)=0, k=0,1,2,..n—1
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tiene por solucion

y(t) = ﬁ /0 (t— ) f(s) ds. (2.84)
n

Para la demostracion del Teorema (2.2./) se emplea la transformada de Laplace

y el teorema de Convolucién.

2.2.5. Teorema. Sea g : [0,h] x A — R, A C R, continua con respecto a
la variable t en [0, h] y sea a positivo. Entonces, una funcién “y” continua en

[a,b] es solucion del PVI (2.70) y (2.71) si y solo si es solucion de la ecuacion

integral del tipo Volterra

) =S %tML / (t— 5)"g(s, y(s)) ds (2.85)

[' ()
donde n = [a] + 1. |

2.2.6. Teorema. La EDF lineal
D%y(t) = Ay(t), donde n—1<a<n, (2.86)
con condicion inicial
y®0)=1by, byeR, k=0,1,2,...,n—1, (2.87)
tiene por solucion a:

n—1

y(t) = Z b t* Bo 1 (M) . (2.88)
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2.2.7. Teorema. La EDF lineal

Doy(t) = F(t) = i / (TZ'(O)t”, donde 0<a <1, (2.89)
n=0 )
con la condicion inicial
y(0) = 4, (2.90)
tiene por solucion
y(t) =A+1t° g %t”. (2.91)
[
2.2.8. Teorema. La EDF lineal
Dey(t) + bylt) = F1) =3 f(:,(o)tn, 0<a<l,
n=0 ' (2.92)

tiene por solucion

0= B (L) 4S50 [ ()] o
[

Para las demostraciones de los teoremas anteriores ver (Milici et al., 2019).

2.2.5.6. FEcuaciones integrodiferenciales

Una clase de ecuaciones lineales integro—diferenciales que se consideraran es

N

S Pa)y(2) = f(z) + M / Ky (2, D)y(t) + g / " Kl y) u(t) dr. (2.94)

1=0



47

con las condiciones
DFy(c) =y®(c) =y, a<e<b, k=0,1,..,N—1. (2.95)

La ecuacién (2.94) es la generalizacién de las ecuaciones integrales de
Fredholm, de Volterra y de las ecuaciones diferenciales lineales de orden alto.
Ademas cuando N = 0, la ecuacién (2.94) es la ecuacién integral Fredholm—

Volterra .
2.2.15. Definicién. Funciones absolutamente continuas

Se dice que una funcion ¢ : [a,b] — C es absolutamente continua en
[a,b], ¢ € AC|a,b], si para cualquier ¢ > 0 existe un § > 0 talque para
toda familia finita de intervalos disjuntos [ag,bx] C la,b], k = 1,2,...,n, que

satisfaga Z(bk —ag) < § se cumple que
k=1

> lo(br) — dlax)| < e (2.96)

Observacion:

El espacio AC|[a, b] coincide con el espacio de las antiderivadas de las funciones

Lebesgue integrables

¢ € ACla,b] <= o(t) =p+ /tw(s) ds (¢ € L(a,b)) (2.97)

en consecuencia ¢'(t) = 1 (t) en casi todo punto, ademds ¢(a) = p, por tanto

o) =o(a) + [ " (s) ds. (2.98)
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2.2.6. Series de Taylor Clasicas

2.2.6.1. Fundamentos del Método de Taylor

El método de Taylor clasico, es un técnica para resolver ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) de forma aproximada mediante el uso de la serie de Taylor
de una funcién alrededor de un punto inicial. Este método se basa en la
expansion de la soluciéon en una serie infinita, siempre y cuando la solucién
sea suficientemente derivable (suave), y se decide hasta dénde truncar la serie
para obtener una solucién numérica aproximada.

Los fundamentos del método de Taylor clasico que considero son:
1. Serie de Taylor para una funcién

La serie de Taylor de una funcién y(t) alrededor de un punto ¢, se expresa

como (Burden & Faires, 2010)

3y(3)(t0)
3!

y'(to)
1!

2" (to)
2!

y(t) = y(to)+(t—to) +(t—to) +(t—to) +--+ (2.99)

donde:

e y(tg) es el valor de la funcién en el punto inicial ¢y,

o (o), 1" (to),y® (to), ... son las derivadas de la funcién en .

. (t —to)"

' son los términos de la expansion.
n!

2. Aplicacion a Ecuaciones Diferenciales Ordinarias

Sea la ecuacion diferencial ordinaria de la forma

y'(t) = f(t,y(t), y(to) = o (2.100)



49

El objetivo del método de Taylor es encontrar una aproximacién de la
solucién y(t) en el intervalo [t,ty + h|, donde h = At es un pequeilo

incremento del tiempo.

Paso 1: Expansién de la solucién en Serie de Taylor
Expandimos la solucién y(t) alrededor de ¢y usando series de Taylor. Para
ello es necesario conocer las derivadas sucesivas de y(t) en to, entonces

la solucién se expresa como en (2.99).

Paso 2: Calculo de Derivadas Sucesivas

Para calcular las derivadas sucesivas de y(t) en ¢, utilizamos la ecuacién
diferencial y su estructura.

Sabemos que:

® y'(to) = f(to, y(to))

e Para la segunda derivada, aplicamos la derivada en la ecuacién

diferencial:

' (t0) = (F(t (D)

t=to

e La tercera derivada y®)(ty) se obtiene derivando nuevamente la
ecuacion anterior, y asi sucesivamente para obtener las derivadas de orden

superior.

Paso 2: Truncamiento de la Serie

Si truncamos después del término cuadratico (orden h?), la aproximacion
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es:

Vit + h) & ylto) + b/ () + 1/ (1) 2.101)

donde:

e h es el paso de integracion,

e y/(to) v y"(to) se calculan utilizando la ecuacién diferencial y sus
derivadas.

El error que se comete al hacer este truncamiento es

h3
Rs(t) = yy(g)@% to<&<to+h

. Ejemplo del Método de Taylor de Orden 2

Supongamos que tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

y'(t) =t+y(), y0)=1
Vamos a aproximar la solucién y(t) en ¢ = to + h usando el método de

Taylor de segundo orden con tamano de paso h = 0.1.

Paso 1: Calculo de las derivadas

e y/(t) =t +y(t), entonces y’(0) =0+ y(0) =0+ 1= 1.

e Para y”(t), observamos que f(t,y) =t + y, entonces derivamos f(¢,y)

con respecto a t¢:

V(1) = ) =1y = 14 (4 y)

Es asi que y”(0) =1+ (0+1) =2,



Paso 2: Expansién en Serie de Taylor

Yt + 1) ~ y(0) + hy/(0) + y/(0)

Sustituimos los valores calculados:

y(0.1) = 1+ (0.1)(1) + 0'712(2) =1.11

. Ejemplo del Método de Taylor de Orden 2
Consideremos el problema de valor inicial

Y =y—t*+1, yc0,4], y(0)=0.5
La solucion exacta esta dada por la funcién:

wt) =417 - <.

o1

(2.102)

El Cuadro (2.1) muestra los resultados. Se observa que el método de

Taylor de orden 4 es mas presciso que el de Taylor de orden 2, sin

embargo, al alejarnos del valor inicial los cambios son notorios en ambos

métodos.



Cuadro 2.1: Comparacién de Taylor orden 2 y 4.

t y(t) T, Error, T, Error,
0.00 | 0.500000 0.500000 0.000000 0.5000000  0.000000
0.25 | 0.92049 0.92188 0.0013877  0.92049 4.24e-06
0.50 | 1.4256 1.4292  0.0035598 1.4257 1.09e-05
0.75 2.004 2.0108 0.006849 2.004 2.1e-05
1.00 | 2.6409 2.6526  0.011713 2.6409 3.594e-05
1.25 | 3.3173 3.3361 0.01878 3.3174 5.769e-05
1.50 | 4.0092 4.0381 0.028905 4.0092 8.889e-05
1.75 | 4.6852 4.7285  0.043254 4.6853  0.00013316
2.00 | 5.3055 5.3689  0.063404 5.3057  0.00019541
2.25 | 5.8186 5.9101 0.091491 5.8189 0.00028228
2.50 | 6.1588 6.2891 0.13039 6.1592 0.00040272
2.75 | 6.2412 6.4252 0.18397 6.2418  0.00056882
3.00 | 5.9572 6.2146 0.25741 5.958 0.00079677
3.25 | 5.1673 5.525 0.35769 5.1684 0.0011083
3.50 | 3.6923 4.1863 0.49407 3.6938 0.0015326
3.75 1.302 1.9809 0.67899 1.3041 0.0021084
4.00 | —2.2991 —1.3701  0.92896 —2.2962  0.0028878

52
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En la Figura (2.11) se visualiza la solucién exacta y(t) = (t + 1)* — e—;, las
soluciones aproximadas dadas por el Método de Taylor de orden 2 y de orden
4. A medida que nos alejamos del valor inicial las gréficas tienden a mostrar

divergencia.

Figura 2.11: Solucién exacta de (2.102) con sus aproximaciones de Taylor, érdenes 2 y 4.

Comparacion de Métodos de Taylor y Solucion Exacta

Solucién exacta
= ©= :Taylor de Orden 2| |
~ 41~ - Taylor de Orden 4

2.2.6.2. Limitactiones del Método Clasico

Las series de Taylor clasicos tiene varias limitaciones:

e No es directamente aplicable a derivadas fraccionarias.
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LIMITACION.- Al basarse en derivadas de orden entero, mientras que
las ecuaciones diferenciales fraccionarias involucran derivadas de orden
no entero (fraccionario), esto hace que la expansién clasica no sea

directamente aplicable.

EJEMPLO.- Consideremos la ecuacién diferencial fraccionarias:

Dy(z) = f(z,y(x)), ae(0,1)

donde D% es una derivada fraccionaria (en el sentido de Riemann-
Liouville o Caputo). La expansién de Taylor cldsica no puede capturar
directamente el comportamiento de D®y(z), ya que no existe una férmula
general para derivadas fraccionarias de funciones arbitrarias en términos

de derivadas enteras.

Convergencia limitada en problemas no analiticos.

LIMITACION.- Las series de Taylor clasicas solo convergen para funcio-
nes analiticas en el punto de expansiéon. En muchos problemas fraccio-
narios, las soluciones no son analiticas, lo que limita la aplicabilidad del

método.

EJEMPLO.- Sea 8 > 0 no entero, la funcién y(z) = 2°, no es analitica
en x = 0, por lo que su expansiéon de Taylor clésica no converge en una
vecindad de x = 0. Sin embargo en el contexto fraccionario, este tipo de

funciones aparecen frecuentemente como soluciones.
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05 no analitica en x = 0,

La Figura (2.12) muestra la funcién f(z) =z
su serie de Taylor clasica, de tres términos alrededor de o = 0.05 y su

serie de Taylor fraccionaria con orden o = 0.8, también de tres términos,

para = € [0,0.4].

Figura 2.12: Convergencia limitada en problemas no analiticos

Comparacion: Taylor clasico vs fraccionario para y =vx en xo =0.05

— Funciénoriginaly=vx ==
=== Taylor clasico (3 términos) en x0=0.05 ’___-—-"_--
0.6 7 === Taylor fracc. (a = 0.8) (3 términos) en xe=0.05 _——"_—
0.4 A
0.2 A
0.0 A
—0.2 1
—-0.4 1

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40

Dificultad para capturar comportamientos singulares.

LIMITACION.- Las soluciones de ecuaciones diferenciales fraccionarias
a menudo presentan comportamientos singulares (por ejemplo,
singularidades en el origen o crecimiento asintético no polinomial), que no

pueden ser representados adecuadamente por una serie de Taylor clésica.

EJEMPLO.- La solucidon de la ecuacion diferencial fraccionarias

D(x) +y(z) =0
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puede involucrar funciones como

xaflEa’a (_xa)

donde E, , es una funcién de Mittag—Leffler. Estas funciones tienen com-

portamientos asintoticos que no pueden ser capturados por una serie de

Taylor finitas.

La Figura (2.15) muestra la grifica de y(z) = 2.

Figura 2.13: Comportamiento singular

4 Captura de comportamientos singulares
2 —
0
\
2+ v
\
E 47 .
\
6 |
1
81 g
) Funcion exacta (x ') \
== == :Serie de Taylor fraccionaria \
-10 i
_12 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

1.2 1.4 1.6
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¢ Dependencia no local de las derivadas fraccionarias.

LIMITACION.- Las derivadas fraccionarias tienen cardcter no local, es
decir, dependen de toda la historia de la funcién en un intervalo. Esto
contrasta con las derivadas enteras, que son locales. El método clasico

no puede incorporar esta dependencia no local.

EJEMPLO.- La derivada fraccionaria de Caputo de una funcién y(z) en
x = a depende de los valores de y(x) en todo el intervalo [0, a]. Una serie
de Taylor clasica en x = a no puede reflejar esta dependencia global. La

Figura (2.14) muestra a y(x) = sinz y su derivada de Caputo (o = 0.5).

Figura 2.14: Dependencia no global

Dependencia no local de las derivadas fraccionarias
T T T T T T

N

Funcioén original

== == :Derivada fraccionaria de Caputo

_15 | | | | | | | | |
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2.3. MARCO CONCEPTUAL

2.3.1. Series de Taylor Fraccionarias

2.3.1.1. Extension Fraccionaria del Método de Taylor

La férmula de Taylor clésica, dada en (2.99)

'(¢ (¢ (3) ¢
y(t) = ylto) + (t — to)2 5,0) F(t - t9)?Y 2('0) F(t—t9)3Y 3(‘ 0) .
para tyg = a es
gy
y*(a)
y(t) = Z 7l (t —a)*
k=0
Y por el Teorema de Taylor
y(t) = Pu(t) + Ru(?) (2.103)

_ v k _yIE®) e
Pu(t) = > (=)t Rut) = SR (- (210)

El Teorema (2.105) da la generalizacién del Teorema del Valor Medio, en la que

se involucran derivadas fraccionales de Caputo, (Odibat & Shawagfeh, 2007).

2.3.1. Teorema. Teorema de Valor Medio Generalizado

Sea f € Cla,b] y “ D f € C{a,b], para 0 < o < 1, entonces

1

f(x):f(a)+m

(“D3f) (©) - (& —a)* (2.105)
cona<¢{ <z Vrealb. |

Demostracién.-

Recordando la definicién de la derivada de Caputo, dada en (2.45)

Crya _ 1 ! f(n)(t)
Daf(a:)—r(n_a)/a ($_t)a+1_ndt, n—1<a<n,
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la definicién de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, dada en (2.15)

1 v o
Ll A e A (CL
y la relacién entre estas dos:
n—1 (x . a)k
I3 ("D f (@) = f(a) = Y P a) (2.106)
k=0 :

Vemos que si a € (0, 1], la ecuacién (2.106) se convierte en

I (°Dg f () = f(z) — f(a) (2.107)

Ahora, aplicamos el operador I a la Derivada de Caputo de f:

I3(“Dg f(x)) = ﬁ/ (z =)' (°D2f(t)) dt

Usamos el Teorema del valor medio para integrales, (a < ¢ < )

‘ -

I(°Def(x) = (Def) (©) / (-t

=
-2

(z —a)®

«

= (°D2f) (&) -

)1
2
—_ ~—

= F(Oé—i—l) ’ (CDgf) (5)'(3;_0’)0[ (2108>

@) = (o) = I (D21 @) = oy~ (D20 (O (=
= )= 1) + gy (D) © =)
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2.3.2. Teorema. Supongamos que “D™f, cplrrty “f € Cla,b], para 0 <

a < 1, entonces se tiene que

(IZZ‘L'Oé CDZ,uf) ({L‘) . (I£n+1)~a CD((ln—i-l)af) (ZL’) _ F((mn_cj')—f_ 1) (CDguaf) (CL)
(2.109)
donde
‘Dy*=°D; “Dg--- °Dg (2.110)
[ |
Demostracién.-
Usando (2.17)
(£ D ) (0) — (11 D ) (0) =
_ (IZZ'O& CDzlvaf) (.CE) _ (I;"va-i-a CDC(Ln—i-l)af) (.CE)
= (L °Dyef) (x) — (I I “DIY f) (@)
= (D) @ - (1 D) o)
— Ina( C’Dnaf (Ia CDa) (CDn-af) (l’))
usamos (2 107)
— Igba( CDna (CDn af> ((L’) 4 (CDZLL-af) (CL))
N CDn o /-/_\) (l‘ - a)n-a CDn~a
= ( ) = Tmoa+tl) (“Dief) (a).
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2.3.2. Férmula de Taylor generalizado

2.3.3. Teorema. Férmula de Taylor Generalizado

Supongamos que °D¥*f € C{(a,b], para k = 0,1,...n+1, con 0 < a < 1,

entonces
" @ e (e r) () N
0= 2 farn P DO paya
(2.111)
cona <& <x Vo€ (ab], donde D™ es como en (2.110). |
Demostracion.-
Aplicamos sumatoria a (2.109)
Ij~a CDj~a . I(j+1)~a CD(j-‘rl)-a _ ([E CI,) CDj~a
> (I Dy f) @)= (1 SN@] =) ey (D) (@
j=0 7=0
(2.112)

Efectuamos la suma (férmula telescépica) en el lado izquierdo de (2.112)

_ I(n+1)~a CD(n+1)~a _ ($ a) CDj-a 211
Fa) = (e DL ) ) = Y (D) @) 1)
Aplicamos la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, de orden (n+1) - «

a DTV f | es decir, (2.19),

(I§n+1)'a (D,‘I”“”‘f)(w) — m/ (z —t)lnthet (( Df,//fl‘)'{\f) (t)dt

= ( o ) §)/(g;—zf)<"+1>'a—1dzs (2.114)

(n—l—l a)

(D)o o g o5,
P((n+1)-a+1) '
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En (2.114) se aplico el Teorema del Valor medio, dado que a < ¢ < z y en
(2.115) se desarrollf la integral y se tuvo en cuenta que z - I'(z2) = T'(2 + 1).
Reemplazamos (2.115) en (2.113) y despejamos f(x), con ello se obtiene

(2.111), que es lo que se queria probar. |

2.3.3. Taylor generalizado como extension de Taylor
clasico

El Teorema (2.3.3) efectivamente es la generalizacién de la Férmula de Taylor

clésico, pues si @ = 1, (2.111) representa la férmula de Taylor ordinaria.

Veamos.

e (2.47) y (2.25) tenemos (Huang et al., 2011)
(2.25) : (Dgyy) () = ylz); (Di.y) (x) =y"(z)

= (DY, y) (a) =y(a), (D2y)(a)=1y"(a);

n—1

(2.47) : (“Diy) (@) = (D y) ( (e — )t

k:OF —a—|—1)

= (“Dg,y) (a) = (Dgy) (a) =y (a), sia €N

Entonces si & = 1 (2.111) se convierte en (2.116), que es el teorema de Taylor

clasico.
f@) = é‘”(j‘ +)1) (“Dif) (@) + (o ++f2 >) 2)D)
= :0 % (D3 [) (a) + <D§H f2 (z — )™V
= j; (@ ;! Y 0)(a) + % Az — )+, (2.116)
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2.3.4. Analisis de convergencia

La derivada de Caputo para una funcién z*, es:

I (/\ + 1) A—a

S 1 A>
Th+tl—a © =

CD(C)XI,)\ :CDoz:L)\ —
0 , si AeN) A<a

Una serie de potencias fraccional es de la forma

o
g cp ™, con a > 0.

n=0

[e.9]

2.3.4. Teorema. Sea ch t", a € (0,1], una serie de potencias fraccional,

n=0
0

sea R > 0 el radio de convergencia de la serie de potencias ch:c” Yy
n=0
1 .
Re , st R< o0
© , st R=o0.

Entonces

(1) St R >0, la serie Z cpt™ converge absolutamente y uniformemente en
n=0

[0,0], Vb e (0,r) y IN(b) € Z" tal que

len| < b7 ¥n > N(b);

(11) si f:]0,7) — R es tal que f(t) = cht”'a, Vt € [0,7), entonces f es
n=0

continua y existe la derivada de Caputo,
Cpar .
Def :[0,7r) — R.

Ademas, la serie de derivadas de Caputo

= = ['(n-a+1)

Cryoynaoa (n—1)-«
E Cp, "DV = E Cn, -t
— ! F'((n—1)-a+1)
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converge absolutamente y uniformemente en [0,b], Vb € (0,7) y

C’Daf ch C’Datna
(n-a+ 1) _
= e 2.117
Z "T((n—1)-a+1) ’ ( )
Vit e [0,7).

[

Demostracion.-
La demostracién del Teorema (2.3.4) esta en el Anexo (7.2). i

En el Teorema (2.5.3), tenemos

S (D =Y et ey

donde

. _ (‘Dif) (a)
TT(rat)

La serie (2.118) seré convergente cuando

p— lim |(®= )"t
n—oo| cp(x—a)r
Es decir
(z—a)(nt1) (th(lnH)Aaf)(a)
) = lim ‘ F((n+1)-a+1) ‘

(z—a)">(“Dg = f)(a)
F(n~a+1)

y F(n-a+1) (CD[(lnH)'af) (a)
noeT((n+1)-a+1)-(Dpef) (a)

n — oo

"

<1 (2.119)

= |[x—a

Si el limite en (2.119) existe, entonces el radio de convergencia es

R .| 1w P((n+1)-a+1) (°Dref) (a).
"SR D(nea+1) (DI (a)

(2.120)
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2.3.1. Definicién. La funcion f: I =[0,b) — R se dice que es representable
en una serie de taylor a—fraccional sobre I si ella puede ser escrita como una

suma de una serie de potencias fraccional:

F&)=> cat™, Vtel (2.121)

n>0
|
Para el conjunto cerrado I = [0, b], se dice que f es representable en serie
de Tayor a—fraccional sobre I, si existe b* > b, 0 < b < b*, tal que f es repre-

sentable en series de Taylor a—fraccional sobre [0, b*).

Al conjunto de todas las funciones representables en serie de Taylor a—

fraccionales sobre I = [0,b) o I = [0, b] se le denota por T, (I),

To = {f I = R, f=) ct™ Ve I} (2.122)
n>0
2.3.1. Corolario. Si f € T,, entonces para cualquier k € N, existe “D¥f €
c)y
DFeft) =) ¢ Llr-atl) e yer (2.123)
= F((n— k) a+ 1)
[ |

Los coeficientes ¢, de la serie de Taylor a—fraccional, dados en (2.121) son

CDnaf(O)

CETESNE (2.124)

Cp =

El siguiente teorema nos da las condiciones para que una funcién f sea

representable en una serie de Taylor fraccional.
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2.3.5. Teorema. Sea b > 1 y f : [0,b) — R, una funcion talque existen

°D™*f € C([0,1]) para cualquiern € N y 0 < a < 1. Sea
Gy = D™ f|| = sup | “D"™* f(t)| (2.125)
0<t<1

Si M, =o(I'(n-a+1)), entonces f es representable en una serie de Taylor

a~fraccional sobre [0, 1] y

o C’Dna
=3 D™ /0) ) el <t <1, (2.126)
F'(n-a+1

n=0

Demostracién.-

Por el Teorema (2.3.3) y (2.111), con x =t y a = 0, se tiene

()
t)_kzzol“(k-a—l—l) Dy f) (0) = F((n+1)-a+1)

-tnEbe(2.127)

con 0 < &<t Ademés para0 <t <1 = [t <1y

1
. t(n+1)~o¢ . sup | CD(n-&-l)-af(t)}

(epeg)
‘ T T((n+1)-a+1)| o<

P((n+1)-a+1)

1 c
_ . D(n+1)-a
I((n+1)-a+1) | 7l
1
= - Gpa (2.128)

((n+1) cH—l)

Pero G,,11 es o (F((n +1) - a+ 1)), es decir que existe un € > 0 tal que
Gt :eF((n+1)-a+1)

Por tanto en (2.128), tenemos que
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el e

(“D§f) (©)
’F((n+1)«a+ 1)

Aplicando limite al valor absoluto en (2.127), se obtiene

2.3.5. Error en la féormula de Taylor generalizada

Al igual que en la féormula de Taylor ordinaria, no podemos utilizar infinitos
sumandos para hallar f, entonces el siguiente teorema da la forma de aproximar

una funcion teniendo en cuenta el Teorema (2.3.5).

2.3.6. Teorema. Supongamos que “D*f € C ({(a,b]), para k = 0,1,..n + 1

yae(0,1]. Sia <z <b, setiene que

N
l’ — CL Cyk-«a
D . 2.129
(@) =Yty (PEN@ e
Ademds, eziste un & con £ € [a,x] tal que el error Ry (x) tiene la forma
(DE ) (©)
Ry (z) = Sz —a) Ve, 2.130
v() T((N+1)-a+1) (z—a) (2.130)
[

2.3.1. Ejemplo. La funcion de Mittag-Leffler, dada en (2.11)

ZF k-a+1)

k=0
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Usando el Teorema (2.5.6), con N = 3, tenemos, para Eq(x) y E,(x%)

s ./L'Z .7/'3
Bu(x) ~ P(z) = 1 2.131
(@) ~ Py(x) Tt T@axD)  TEaxy >R

o N P e :L.Zz:v x3a
E,(x%) = Q%(z) = 1+ + + (2.132)

Fa+1) T'(2a+1) TI'Ba+1)
|

En la Figura (2.15) se muestran las graficas de las aproximaciones de la
funcién Mittag—Leffler E,(z), para valores de x € [0, 1] considerando N = 20
sumandos y diversos valores de a = 0.3, 0.5, 0.8, 1.0. Se observa que con el
método clasico y con a = 1 las graficas coinciden.

Figura 2.15: Aproximacién de f(z) = E,(x), a=0y N = 20.

Comparacion de Aproximaciones de M--L

9 —
= == Taylor clasico (N=20)
8t M--L (alfa=0.3)
M--L (alfa=0.5) /
M--L (alfa=0.8)
7r M--L (alfa=1.0)
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En el Cuadro (2.2) se dan algunas aproximaciones de F,(z), 0 < z < 1.

Cuadro 2.2: Valores aproximados de E,(z), N = 20.

z |a=03 a=05 a=08 a=10 Taylorsy

0.00 | 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000  1.00000

0.20 | 1.27767 1.2726 1.24562 1.22153  1.2214

0.40 | 1.72574 1.67623 1.56663 1.49219 1.49182

0.60 | 2.52246 2.29885 1.98906 1.82288 1.82212

0.80 | 4.13655 3.30386 2.54861 2.22692 2.22554

1.00 | 8.03892 5.00898 3.29457 2.72059  2.71828

2.3.6. Uso de la formula generalizada de Taylor

La idea detras de la aplicacion de la formula generalizada de Taylor es usar
las series, es decir que suponemos que la solucién de la ecuacién diferencial
fraccionaria admite una representacion en series de potencias fraccionales de

la forma

00 e
Z Cn T 1
o (n-a+1)

Veamos un ejemplo.

2.3.2. Ejemplo. Consideremos la ecuacion diferencial
Dy f(2) =7+ f() (2.133)

Jgunto con la condicion
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Asimismo, exigimos que 0 < a« < 1, r € R y x > 0. Entonces, usamos la
Formula Generalizada de Taylor, es decir que suponemos que f(x) admite la

forma

o ’VL'O(

Z ot D) (2.134)

n=0

Aplicamos la Derivada de Caputo, dada en Definicion (2.2.7).

o0 (n—1Da .~ e
Cho
D . e 2135
J nzz:lc F (n—1 oz—}-l) nz:%cﬂf(n-ole) ( )

Reemplazamos (2.135) y (2.134) en la ecuacion diferencial fraccionaria

(2.139),

. 2.136
ZC TT-a+1) Z C(n-a+1) ( )
de donde

Cngl =T Cpy, Co = fo

G = r-c = r- fo
o = r-ct = r-(r-fo) = r*fo
C3 = T-C = 7"(7"2'f0) = - fo
cn=1""fo (2.137)

La funcion f(z) serd entonces

= h%
= foEo (rz®). (2.138)
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2.3.6.1. Aplicacion del Método en Ecuaciones Integrodiferencia-

bles

Consideramos la ecuacion integrodiferencial de Fredholm de la forma

(Podlubny & Ortigueira, 2016)
N b
>Ry = f@) A [ Kany@d (2139
i=0 a
sujeta a las condiciones iniciales
YD) =1y, a<c<b, i=0,1,2,..,N—1. (2.140)

donde y(z) es una funcién desconocida a determinar, A es un pardmetro
conocido y las funciones f(z), Pi(x),(i = 0,1,...,N), K(z,t) son funciones
dadas tal que satisfacen ciertas condiciones que hacen que (2.159) junto con

(2.140) tenga solucién tnica.

Asumiendo que y es suficientemente diferenciable, expandimos y(t)

alrededor de z, donde x,t € (a,b),

y(t) = zn: y(i)'("’) (t —z)i + Ro(x,0), n>N (2.141)

=0

Descartamos el residuo R, (x,t). Reemplazamos (2.141) en (2.139),

SN b "y
>Ry = o)+ [ Ko (35 0 ) at
i=0 @ i=0 )

e Z (5 ] w0 - )y

= f(z) + (Z+ Xn: ) (% /abK(x,t)-(t—x)idt) YD (z)

=0 i=N+1

Aqui se obtiene una ecuacién lineal con n + 1 incégnitas: y, 1/, ..., y™

D aoila) - y(x) = f(), (2.142)



72

donde
AP :
P(x)— = | K(z,t)-(t—=)dt , 1=0,1,2,.... N,
= | K(z,t)-(t—2)'dt , i=N+1,N+2,..,n
(2.143)

Ahora integramos (2.139) desde ¢ hasta x,

/j (iﬂ(t) y(ﬁ(t)) dt :/j f(t) dt+/; ()\/abK(s”t)y(t) dt) ds

i/xf’i(t) y (1) dt :/xf@) dt+)\/b / K(s,t) ds y(£) dt (2.144)

~~

(%)

Aplicamos integracién por partes a (x) de (2.144), parai =0, 1, ..., 6, tenemos

Poy(o)dt = So

T

wydt = Py

Cc
x

+ 89

[

xT

Poy®dt = <P2y(” - Pz(l)y)

x
)|~

C

T

Py — Py + PPy — PPy) | s

C
x

C

T

+56

C

T

syt = (Py® — Py 4 PRy — POy 4 Py )
Pay®dt = <P6y(5) B PG(I)y(4) n Pé2)y(3) B P6(3)y(2) n Pé4)y(1) B Pé5)y)

I
@/\
=3
|
s
@/\
|
SR
<
+
BASR
<

donde s; = / Pi(i)(t)y(t) dt, (i = 0,1,...,6). Generalizando para i = k

tenemos

Z+(—1)’“sk (2.145)

C

/Pky(k:): <Pky(k—1) _ Pk(l)y(k_2) I (_1)I<:—1P]§k—1)y>

C
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Realizamos la suma factorizando vy, v/, v”,..., por ejemplo si N = 6

6
<P]_ . P2(1) + P3(2) _ P4(3) + PEE4) _ P6(5)> y — Z(_1>k—1plgk—l)> y
k=1
6
<P2 _ P3(1) + P4(2) . P5(3) + P6(4)> y(l) _ Z(_l)k2pl§k_2)> y(l)
k=2
6
_ k—
kgd
— k—4
<P4 . Pél) +P6(2)> y(S) _ Z(_l)k 4P]§ )) y(3)
k§4
(=) = (Yenre )
k’g5
R Y
k=6

Por tanto la suma de los y® da

N
( > (—1)k_(i+1)P,§k(i“))(t)> yO(t) = Hy(t) - yP(t), i=0,1,.,N—1

k=i+1

Hacemos el paréntesis de la izquierda igual a H;(t). Y la suma total dara

Z /xPi(t)y(i)(t) dt = i ( Z (_1)k—(i+1)P’§k—(i+1))(t)> y(i) t)

1=0 k=i+1

[

+ / SRRy e (2.146)

3 /xmwy@(t)dt = Y (Hila)y (@) — Hi(e)y (<))
+ / xZ(—l)kP,Ek)(t)y(t) dt. (2.147)

Ahora reemplazamos (2.147) en (2.144)

N-1

(@) @) = Hy @) + [ Y (-0 ) at

1=

:/jf(t)dtJr/\/ab/cxK(s,t)dsy(t) dt (2.148)
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Teniendo en cuenta la representacién aproximada de y(t) en (2.141),y (2.140),

la ecuacion (2.148) queda

k=0 1=0
/ £(1) dt+)\/b/ K(s,t)ds (iy(’;(m)(t )i dt
= (2.149)
Descomponemos la suma
>0 Z O+
() + Q) + RO + 3 (@ua) + Rifa)) ()
- = (2.150)
/ fHydt+ > H
donde
Hiz) = Y (~)EREE0 0
Qi(x) = /x (Z(—nkp,f’“)(t)) (8 f"”)i dt ¢ (2.151)
¢ \i= 7!
b T
Ri(x) = —%/(t—az)’/ K(s,t)dsdt
La ecuacion (2.1/4) queda en una forma mas simple
> @)y (e) = fifa), (2.152)
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donde

() — Ri(z); i=0,1,....N —1
() — Ri(x); i=N,N+1,..,n
N—

A = ST H(Oy + /f (2.154)

=0

Recordando que si integramos repetidamente, (m-veces), y(x) desde ¢ a x

obtenemos

/Cx/cx . /Cx y(t)dt---dtdt = ﬁ /Cx(x — )™ Ly(t) dt. (2.155)

m—veces

Entonces al integrar m—veces a cada término de la ecuacién (2.139), tenemos

(L

£ P (t)y (1) dt

[ wpaeai- / e f ) e
/ . ./Cx(/\/abK(a:,t)y(t) dt) dt---dt = )\/aby(t) U(az — 5" K (s,t) ds| dt.

Integramos m-veces la ecuacién (2.139) y sustituimos los tres resultados

T
—
3
M-
M)
Q/\
Q/
||

IM=L[M]=

\

anteriores, obteniéndose

Z/ — ™R (1) (t)dt:/z(x—t)m_lf(t)dt+

)\/aby(t) [/x(x — )™ P K(s,t)ds|dt (2.156)
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Apliquemos integracién por partes a las integrales del lado izquierdo de (2.156).
Sin embargo para obtener una expresion similar a (2.146) definimos, (usamos

la notacién de (Huang, 2011)),

Ppi(z,t) = P{t)-(x—t)™" ; i=0,1,.... N,

o) 9 Py (1. 1) | (2.157)
Pl (x,t) = o0 ; 7=0,1,...,N.
Con las definiciones dadas en (2.157), la integracién por partes queda
N N-1[ N -
S Bt O = 3| 3 Pé?;;’””u,t)(—l)k“] y(e)
i=0" ¢ i=0 Lk=i+1 c

—|-/xZ(—l)kREf,f)(az,t)y(t)dt. (2.158)

En forma similar que (2.151), hacemos

o) = 3 R
Qmi(z) = /m (Z(—l)kP,f,;k)(x,t).(t__—'w)i> dt, (2.159)
¢ \k=0 L
b T
Ryi(x) = %/ (t — x)* {/ K(s,t)(m—s)m_lds] dt.

Para m =1, se tiene

Sustituimos en la ecuacién (2.156) la aproximacién para y(t) dada en (2.141),

obteniéndose

i ()Y D (2) = frn(z), m=1,2,...,n, (2.161)
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donde
mi(T) — Rpi(x); ¢=0,1,..., N —1,
ami(T) = )& Qil2) @) (2.162)
sz( )_ mz(l‘), i:N,N—i-l,...,n,
N-1
f(z) = H,(c / (z —t)™ L f(t) dt. (2.163)
=0 ¢

De (2.142) y (2.161) se forma un sistema de n+1 ecuaciones con n+1 variables,

que en forma matricial es

ao(x) ap(x) -+ agn(w) y(@) f(z)
aw(z) an(x) - awlz) | | yD(2) fi(x)
- (2.164)
tno(2) am(x) - ann(z) | \y™ (@) fal2)
Alx) Y(2) F(z)
A(x)Y(z) = F(x). (2.165)
Ademas, mediante la regla de Cramer,
_ detM(x)
y(x) = AetA () (2.166)

donde la matriz M es la matriz A cuya primera columna ha sido reemplazada

por el vector columna F.



CAPITULO III

MATERIALES Y METODOS

3.1. Memoria fraccionaria

La memoria fraccionaria es una propiedad de los sistemas descritos por
derivadas de orden fraccionario, es decir, derivadas de orden no entero
(como 0.5,0.5,1.3, —0.7, etc.). Esta propiedad significa que el comporta-
miento actual de un sistema depende no solo de su estado presente,
sino también de toda su historia pasada, de manera continua y acu-

mulativa.

A diferencia de los sistemas modelados por ecuaciones diferenciales clasicas
(de orden entero), donde solo el valor presente y quizé unos pocos anteriores
influyen, en sistemas fraccionarios la historia completa tiene peso, aunque
decreciente (normalmente, los efectos pasados se “olvidan” de forma lenta y

no abrupta).
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Esta “memoria” se modela matemdaticamente a través de operadores
integrales que ponderan el pasado con un nicleo de tipo (t —7) * (donde

« es el orden fraccionario).

3.1.1. Ejemplo de memoria fraccionaria

Supongamos una ecuacién diferencial fraccionaria (EDF) de orden o =

0.5:
DYPy(t) + Ay(t) = f(1), (3.1)

donde
e D! es la derivada fraccionaria de orden a = 0.5 respecto al tiempo ¢,
e )\ es un parametro positivo,

e f(t) es una funcién de entrada.

Interpretacion: El cambio y(¢) no depende solo del valor de y(t) en el
instante actual, sino de una integral de sus valores pasados. Es como si el

sistema tuviera “memoria heredada” de lo que ocurrié anteriormente.

d
En una ecuacién cldsica de primer orden d_i + Ay = f(t), el estado depende

solo del valor actual y su tasa de cambio inmediata.

3.1.2. Efecto de la memoria fraccionaria

1. Comportamiento anémalo:
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e Modela procesos no locales en el tiempo, como difusion

andémala (por ejemplo, particulas que no difunden como en la ley

de Fick clasica, sino més lentamente o mas rapido).

e En mecanica, describe materiales con histéresis o viscoelastici-

dad (por ejemplo, goma o tejidos biolégicos).

2. Longevidad de los efectos:

e Los efectos de un estimulo no desaparecen rapidamente, sino que se

atentan en el tiempo de manera suave, como t~°.

e Esto explica por qué sistemas fraccionarios son buenos modelos para

materiales con efectos de relajacion lenta.

3. Efectos acumulativos:

e El sistema tiene una respuesta acumulativa, incluso pequenos

estimulos prolongados en el tiempo pueden tener un gran efecto.

Comparacion entre sistemas:

Tipo de sistema

Dependencia del pasado

Ecuacion diferencial cléasica

Estado actual y sus derivadas

inmediatas

Ecuacién diferencial fraccionaria

Todo el historial pasado (memoria

de largo alcance).
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3.1.1. Ejemplo. Consideremos la EDF modelada con derivada de Caputo

Dy = —Xy(t)

con condiciones iniciales: y(0) =1, A>0y0 < a < 1.
Interpretacion:

e Sia =1 se tiene un decaimiento exponencial cldsico: y(t) = e .

e Siaw < 1, el decaimiento es mas lento, mostrando memoria (no se

“olvida” tan rdpido del estado inicial).

La solucion exacta para este tipo de EDF' es:

y(t) = Ea (=A%)

donde E, es la funcion de Mittag—LefHer. |

Como se puede observar en la Figura (3.1), el efecto memoria se da cuan-
do el valor de o es menor a 1, el decaimiento es mas lento, es decir que hay
memoria prolongada. Cuanto mas pequeno es el valor de a , mas “lenta”

es la relajacion.

Esto ilustra perfectamente como los sistemas fraccionarios “recuerdan” mas

tiempo el pasado.
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Figura 3.1: Efecto memoria en la EDF D{* = —\y(t).

Efecto de la Memoria Fraccionaria
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3.2. Meétodo de diferencias finitas centrales

Para resolver numéricamente una ecuacién diferencial de orden 2 se puede
hacer uso del método de diferencias finitas centradas a fin de aproximar
0*u/02?, es decir (Burden & Faires, 2010):
2
0“u ~ Ujr1 — QUZ + u;_1

gz (i) = (Az)? (3:2)
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Esta formula se aplica para todos los nodos internos originando una matriz

diagonal
-2 1 0 0
1 -2 1 0
C
A= el R 0 (3.3)
0O 0 O —2

3.3. Modelo: Ecuacion de difusion fraccionaria
en el tiempo

Counsideremos la ecuacion

o%u(x,t) 082u(x, t)

ot dx? 7

0<a<l (3.4)

donde:

(6%
e — es la derivada fraccionaria de Caputo en el tiempo ¢,

ot

e c es el coeficiente de difusién,

e u(x,t) representa la temperatura o concentracién en el punto z y el
tiempo .
Ponemos las condiciones:

e Dominio espacial: z € [0, L],

e Condiciones de frontera:

u(0,t) = u(L,t) =0,
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e Condicidn incial:
T

u(z,0) = sin —

L
3.3.1. Derivada de Caputo en el tiempo

La definicién viene dada por

0%u(z,t) 1 /t ou(x,s) Os
oe " T(l—a))y, 0s (t—s)
que representa la memoria hereditaria: el estado actual depende de toda la

historia pasada.

3.3.2. Método de Galerkin (para tiempo fraccionario)

Este método aproxima la solucion como combinacion de funciones base

ortogonales, por ejemplo, funciones senos y cosenos (Kilbas et al., 2006):

N

u(z,t) ~ Z an(t)dn(x), (3.5)

n=1

donde ¢, () = sin (nmx) y a,(t) son coeficientes a determinar.

Sustituimos en la ecuacién y multiplicamos por una funcién prueba ¢,,(x),
luego integramos en el dominio espacial. Aqui se obtiene un sistema de EDF en
el tiempo para los coeficientes a,(t) de (3.5), que se resuelven usando funciones
Mittag—Leffer.

Ventajas:

e Alta precisién para condiciones iniciales.

e Buena estabilidad.
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Limitaciones:

e Necesita compatibilidad entre condicion inicial y funciones base.

3.3.3. Msétodo de colocacién (para tiempo fraccionario)

En este método, se discretiza el espacio con nodos z; y se busca una

aproximacién (Diethelm, 2010):

u(x, t) ~ Z u; (1) (), (3.6)

donde las ¢(x), de (3.6), son funciones de interpolacién (por ejemplo polino-

mios de Lagrange).

La derivada fraccionaria se aplica punto a punto en los nodos, generando
un sistema de EDF’s para u;(t) de (3.6). Se discretiza en el tiempo usando

métodos como L; o Grinwald-Letnikov.

[y

O°ulr,t) ek _ ke

0

i

donde los coeficientes b incorporan el efecto de memoria.

Ventajas:

e No necesita funciones de base ortogonales.

e Muy flexible para geometrias generales.
Limitaciones:

e Convergencia més lenta.

e Sensible a la discretizacion.
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3.3.4. Meétodo de Taylor Fraccionario

Este método consiste en expandir la solucién u(z,t) como una serie de Taylor
generalizada en torno al tiempo ¢ = 0, utilizando derivadas fraccionarias de

Caputo:

e ak
u(z, t) ; me‘ku(az, 0) (3.8)

donde los términos D u(z,0) se obtienen iterativamente evaluando las deri-
vadas sucesivas del lado derecho de la ecuacién (3.8) (en este caso, del operador

laplaciano aplicado a u).

Este método aprovecha la regularidad analitica de la soluciéon y
especialmente eficaz cuando se conoce o se puede aproximar con precisiéon la
serie Mitag—Leffler.

Ventajas:

e Alta precision en intervalos cortos de tiempo.

e Refleja claramente la memoria fraccionaria.
Limitaciones:

e Menor estabilidad para tiempos largos o funciones suaves.

e Requiere conocimiento explicito de términos derivados sucesivos.
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3.4. Modelo: Difusion fraccionaria en el
espacio

La ecuacién general es:

ou(zx,t)
ot

= coDPu(z,t), 1< B <2 (3.9)

3.4.1. Derivada de Riesz (simétrica en espacio)

Bu(z) = L d—2 —u(s) s
D) = T A s G0

Este operador representa la difusién anémala espacial, con “saltos largos”

o lo que se llama, trayectorias de Lévy.

3.4.2. Meétodo de Galerkin (espacial)

Se expande la solucién como en (3.5) y proyectamos la ecuacién en la base,
evaluando el operador fraccionario sobre ¢, lo cual requiere hacer cuadraturas

numéricas especiales para evaluar el kérnel fraccionario.

3.4.3. Meétodo de colocacién (espacial)

Discretizamos el dominio z; € [0,1] y se construye una matriz diferencial
fraccionaria D’ que actia sobre el vector u;(t). Este enfoque espectral
puede usar polinomios de Chebyshev o polinomios de Lagrange. Para resolver,

aproximamos la segunda derivada 9*u/0z* como en (3.2).

3.4.4. Comparacion metodoloégica

Cada uno de los métodos tiene caracteristicas particulares:
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Comparacién entre métodos

Memoria
Método Precision Estabilidad Dificultad
fracc.
Taylor Fraccionario Alta (local) Alta Limitada Media
Galerkin espectral ~ Muy alta Implicita Alta Alta
Colocacién Media Alta Buena Baja

3.4.5. Ejemplo Avanzado: Ecuacién de difusién fraccio-

naria

Simulamos la ecuacion de difusién fraccionaria:

2
08 u(x,t)

Diu(zx,t) = 92

(3.11)

donde
e c es el coeficiente de difusién,
e «a € (0,1] es el orden de la derivada fraccionaria en el tiempo (de Caputo),

e u(x,t) es la concentracion o temperatura.

Con respecto a la disfusion clasica, es decir cuando o = 1, el perfil de
concentracion se suaviza rapidamente, lo que es una difusién normal.

En cambio en la difusién fraccionaria, o < 1, el suavizado es mas lento, lo

que es la difusién anémala (el “eco” del estado inicial dura més tiempo).



u(x.t)

Espacio x
o
(&)}

Figura 3.2: Difusién fraccionaria, para o = 0.8.
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Figura 3.3: Difusién fraccionaria, para o = 0.8.

Mapa de calor, a = 0.8
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Figura 3.4: Evolucién para a = 0.8.

Cascada de evolucion,a = 0.8

u(x,t)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0
Tiempo t

Espacio x

En la Figura (3.2) se muestra la difusién fraccionaria cuando o = 0.8.

En la Figura (3.5) se comparan resultados graficos para o = 1y o = 0.45.
Asimismo, en la Figura (3.6) se dan lo mapas de calor para ambos valores de

a. Y en la Figura (3.7) estdn en forma transparente ambas superficies.

Cuando a = 1, el calor difunde rapidamente, se “aplana” muy pronto.
Cuando o = 1/2, el calor difunde “mads lento”, la forma inicial se conserva

mucho més tiempo debido al efecto memoria.
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Figura 3.5: Comparacién de a =1y a = 0.5

Superficie: a = 0.5

u(x,t)
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Figura 3.6: Mapas de calor, para o = 1y a = 0.5.
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Figura 3.7: Cascada para o =1y a = 0.5.

Cascada:a =1 Cascada: a = 0.5
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Consideremos el problema de valor inicial y de frontera

O%u(z,t)  0u(x,t)
ot 0a?

, v€(0,1),t>0,0<a<l1
con las condiciones
u(z,0) =sin (rz), w(0,t) =u(l,t)=0

Aproximacion con el método de Galerkin

Aproximamos la solucién con funciones propias del laplaciano:

u(z,t) ~ Z ay,(t) sin (mx)

Al sustituir en la ecuacién y usando la ortogonalidad tenemos:

d*an(t)

e (n7)? an(t)



una ecuacion diferencial fraccionaria de Caputo, cuya solucion exacta es:

Eq, (—(nm)*t*) a,(0)
Si hacemos a = 0.75, N = 10, a1(0) = 1, entonces:

u(z,t) ~ Eors (—mt"™) sin ()

Figura 3.8: Solucién con Método de Galerkin espectral.

Solucién con método de Galerkin espectral

— t=0.00
t=013

A/\/\/\

—24

N
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Aproximacién con el método de Colocacién

Tomamos nodos equiespaciados z; € [0,1], j = 1,2,..., N. Entonces:

u(z,t) ~ Z u;(t)(x)

La derivada de Caputo se discretiza en mallas temporales:

%u,(ty) ~ 1 Z U Y (tl—a _l-a )
ot ['2-a) — At n—k o Tnokel

Para N = 10 puntos, o = 0.75, tenemos la gréfica de la Figura (3.9).
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u(x,t)

Figura 3.9: Solucién con Método de Colocacién.

Solucién con método de colocacién (esquema L1)
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Aproximacion con el método de Taylor Fraccionario
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Se aproxima la solucién como una serie de Taylor fraccionaria, lo cual destaca

su naturaleza local en el tiempo. Esto se visualiza en la Figura (3.10).

u(x,t)

Figura 3.10: Solucién con Método de Taylor fraccionario.

Solucién con método de Taylor fraccionario
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CAPITULO IV

RESULTADOS Y DISCUSION

Se presenta los resultados obtenidos al aplicar los tres métodos numéricos—
Taylor fraccionario, Galerkin espectral y Colocacién (esquema L')-
para resolver diferentes tipos de ecuaciones diferenciales fraccionarias.
Consideramos tres casos de estudio representativos: una ecuacién de difusiéon
fraccionaria, una ecuacién de Volterra fraccionaria y una ecuacion de Fredholm

fraccionaria.

4.1. Ecuacion de difusion fraccionaria

4.1.1. Problema considerado

( 2
D?U(I’,t) = @, T e (0,1), t>0
u(z,0) = sin (), (4.1)
u(0,t) = u(1,t) = 0.

\

La solucién exacta conocida para este problema es:
u(z,t) = sin (1z) E, (—77t%)

donde FE, es la funcién de Mittag—LefHer.
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4.1.2. Resultados numéricos

Método Error Tiempo (s) Observacién

Taylor Fracc. 1.82 x 1074 0.45 Muy preciso para cor-
to tiempo

Galerkin E. 3.12 x 1075 0.65 Precision espectral

Colocacién 9.47 x 1074 0.38 Buena estabilidad

Figura 4.1: Difusién fraccionaria (Taylor, o = 0.75).

Difusion Fraccionaria (Taylor,a=0.75)
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Figura 4.2: Difusién fraccionaria (Galerkin, a = 0.75).
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Figura 4.3: Difusién fraccionaria (Colocacién).
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4.2. Ecuacion de Volterra fraccionaria

4.2.1. Problema considerado

98

1 ¢ .
u(t):1—|——/(t—7')a u(r)dr, 0 <a<l, (4.2)
I'(a) Jo
cuya solucién exacta es u(t) = E, (t%).
4.2.2. Resultados numéricos
Método Error apsoruto i=1 Tiempo (s) Observacion
Taylor Fracc. 3.45 x 107° 0.32 Muy eficiente para
funciones suaves
Galerkin E. 7.88 x 107° 0.50 Requiere reestructura-
cion integral
Colocacién 1.04 x 107° 0.29 Buen comportamiento

general




Figura 4.4: Volterra fraccionaria (Taylor, a = 0.75).

35 Volterra Fraccionaria (Taylor,a=0.75)
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Figura 4.5: Volterra fraccionaria (Galerkin, oo = 0.75).
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Figura 4.6: Volterra fraccionaria (Colocacién).

(4.3)

Menor exactitud, pero

rapido.

g % 10300 Volterra Fraccionaria (Colocacion,a=0.75)
7 -
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R 4
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0 002 004 006 008 01 012 014 0.16 0.18
t
4.3. Ecuacion de Fredholm fraccionaria
4.3.1. Problema considerado
1 (tS)a
t) = t? e — ds, 0<a<l.
u(t) +/0 F(1+a)u(8) S, «
4.3.2. Resultados numéricos
Método Errorpsximo Tiempo (s) Observacién
Taylor Fracc. 2.91 x 1073 0.55 Necesita més términos
para buen ajuste
Galerkin E. 1.12x 1073 0.81 Buena precision global
Colocacién 3.74 x 1073 0.44

00
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Figura 4.7: Fredholm fraccionaria (Taylor, a = 0.75).
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Figura 4.8: Fredholm fraccionaria (Galerkin, o = 0.75).
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Figura 4.9: Fredholm fraccionaria (Colocacién).
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0.2

0.15

= 0.1

0.05

Las graficas fueron obtenidas ejecutando los programas dados desde el
Anexo (7.3) al Anexo (7.9).

4.4. Analisis comparativo general
4.4.1. Tabla de resumen de errores relativos
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Caso Método Error,eiativo promedio
e Difusién Taylor Fracc. 1.8 x 1074
Galerkin E. 3.1x107°
Colocacién 9.5 x 1074
e Volterra Taylor Fracc. 3.5 x 107
Galerkin E. 7.8 x 107°
Colocacién 1.0 x 1073
e Fredholm Taylor Fracc. 2.9 x 1073
Galerkin E. 1.1 x 1073
Colocacién 3.7 x 1073

Veamos otro ejemplo, comparando con la solucién exacta u(x,t) =

—72t

*sin (7).



Figura 4.10: Comparacién de métodos.
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Discusion
e Eficiencia del método de Taylor Fraccionario:
Se observo que el método de Taylor fraccionario mostré una mejor

estabilidad y menores errores especialmente en el caso de difusion pura,
al aprovechar la memoria del sistema.

e Galerkin y Colocacién:
Mostraron también resultados adecuados, con ligeras diferencias en la

precisién segun la discretizacion elegida.

e En ecuaciones de tipo Fredholm y Volterra fraccionarias, el
método de Taylor fraccionario también se mostré competitivo, aunque

el método de Colocacién mostré mejores resultados en la ecuacion de

Volterra debido a la naturaleza local de la integral.



CONCLUSIONES

e Difusion: el método de Galerkin espectral ofrece la mayor precision,

seguido por Taylor fraccionario.

e Con ecuaciéon de Volterra: el método de Taylor fraccionario resulta

ser el méas eficiente en precisién y velocidad.

e Con ecuaciones Fredholm: el método de Galerkin proporciona

resultados mas estables, aunque con mayor costo computacional.



RECOMENDACIONES

El método de Taylor fraccionario debe aplicarse a entornos cercanos a la
condicién inicial. En el método de Galerkin, los cédlculos son muy pesados, lo
que origina un consumo de tiempo mayor al de los otros métodos, se recomienda
usar pocos polinomios en la base o efectuar en una computadora con mayor

velocidad.



ANEXOS

7.1. Demostracion del Teorema (7.1.1).
7.1.1. Teorema. Sea la EDF de Caputo
“Dy(t) = flty(t), 0<a <1, t>0,

y(0) = Y

Consideremos el dominio S = [0,m] X [yo —n,yo + 1], donde f satisface:

e f(t,y) es continua,

o |f(t,y)| <M, donde M = max {|f(t,y)|},
(t,y)eS

e f(t,y) es de Lipschitz en S, es decir que existe una constante K tal que
|f(t7y1) - f(twa)l < K|y1 - y2"

Entonces eziste un 6 > 0 y una dnica funcién y(t) € C[0,n] para

s (M)

Demostracién.-

Se sigue del trabajo de (Milici et al., 2019). Sea la ecuacién de Volterra

y(t) = 10 + ﬁ / (L= 5 f(s,y(s)) ds,
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y sean las aproximaciones sucesivas

Yn(t) = yo + ﬁ /0 (t —5)* 7" f(s,Yn_1(s)) ds.

Del Lema (2.2.2) se prueba la existencia y unicidad de la solucién de la EDF
de Caputo.

Probaremos que la sucesién {y,(t)}:

(a) estd bien definida,

(b) es uniformemente continua,

(¢) y que nliinw Yn(t) = y(t) existe y es unico.
En efecto:

(a) Empleamos induccién. Para n = 0, es la condicién inicial, por tanto se
cumple.

Para n = 1 tenemos dos elementos: {yo, y1(t)} y

ly1(t) — vl = ‘ﬁ/{)(t—s)a_lf{s,yo)ds

Mt | | M|
Tla+)| = |T@rn| "

Haciendo que
|yn—1 - y0| S n
tenemos

1 ' a—1
|yn _yOI - ‘m/o (t— S) f(S,yn_l)dS

<

N P
[ T(a+1) [(a+1)
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Es decir, que esta bien definida.

(b) Veamos que es uniformemente convergente.

Sea yn11(t) = yo + _ (yks1(t) — () Entonces
() = wo+ g [ (= (o) ds

w(t) = yo+ﬁ / (t— )7 f(s, (1)) ds

Recordando que f(¢,y(t)) es Lipschitz en S, es decir que

|f(tu1) — f(tyo)| < Ky — vol

Por tanto:
1 t )
Yo — 1| = m/o(t—s) (f(s,y1) — f(s,90)) ds
K t KM
< - t_ a—1 _ d —ta
< ey €9t —las| < ’P<a+1> '
KM
< | sol=K
= |T(a+1) 7
1 t )
— = |=— t—s)*" — d
=l = [ | =9 ) = fs) s
K t K%
< o t— a—1 . d < —toc
= F<a)/0( S) |y2 y1| S| > ‘F(Oz—i—l)
2 2,2
< ol 0% = Ko )
I'(a+1) M
Continuando

1 (Kn\"
_ < =X
|yn+1 yn| — M (M)

Aplicando el Lema (2.2.2), con

00 = =00, 1= 3 (52)
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entonces y,(t) es convergente, y asi {y,(t)} es uniformemente convergente en

[0,7n] y converge a la funcién y(t) Vt € [0, 7], es decir:

V¥n > 0, JN ntmero positivo, tal que para n > N se tiene |y, (t)—y(t)| <n,

donde

RI=

— (Kn\" M
Ademas, la serie Z (ﬁ) converge para 1 < e
n=1

(¢) Para la unicidad, supongamos que existe otra funcién z(t) tal que

lim y,(t) = z(t) entonces
n — oo

[2(t) —y@)] = | (z(t) = yn(t) = (W) = ya(t)) |

< 20 = gl + |y = (O] < 5+ 5 =1

7.2. Demostracién del Teorema (2.5.4).

7.2.1. Teorema. Sea Z cn t™, a € (0,1], una serie de potencias fraccional,

n=0

o0
sea R > 0 el radio de convergencia de la serie E ™y
n=0
1 .
R | s1 R< o0
r =
© , st R=o0.

Entonces
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oo

(i) Si R >0, la serie Z cut’™™ converge absolutamente y uniformemente en
n=0
[0,0], Vb e (0,r) y AN(D) € Z" tal que

len| <07 ¥n > N(b);

o0

(i1) si f:]0,7) — R es tal que f(t) = cht"'a, Vt € [0,7), entonces [ es
n=0
continua y existe la derivada de Caputo,

°D*f . [0,7) — R.

Ademds, la serie de derivadas de Caputo

- Cryan-«a TL a+ 1) (n—1)-«
n Dt n -t
z;c E:C n—l ) a+1)

converge absolutamente y uniformemente en [0,b], Vb € (0,7) y

C’Daf ch C’Datna
> (n-a+1)
= » AL 7.1
chr n—1)-a+1) ’ (7.1)
Vit e [0,7).
[ |
Demostracion.-

(i) Para R = 0, la serie Z cp 2" es convergente en x = 0 y si x = t*, entonces
n>0

la serie Z et converge en t = 0.

n>0

Ahora, sea R > 0. Por hipétesis, R es el radio de convergencia de la serie de

potencias E cp 2", es decir
n>0

lz| < R



7.3. Programa Mittag—LefHer.

7.3.0.1. Programa. 1

clc

% Parametros de la funcién de Mittag-Leffler
alpha = 0.5; % Primer pardmetro (7)

beta = 0.5; % Segundo parametro (?)

N = 300; % Nimero de términos en la serie (k)

% Dominio de la variable z

z = linspace(-1, 10, 1000);

% Inicializacién de la funcién de Mittag-Leffler
E = zeros(size(z));

E1l = zeros(size(z));

E11 = zeros(size(z));

E2 = zeros(size(z));

E3 = zeros(size(z));

% Calculi de la serie de Mittag-Leffler

for n = 0:N
E=E+(z."n) ./gamma(alpha*n+2*beta) ;
E1=E1+(z. n)./gamma(2*alpha*n+2*beta) ;
E11=E11+(z. n) ./gamma((2*alpha+.6) *n+2*beta) ;
E2=E2+(z."n) ./gamma (4*alpha*n+2*beta) ;

E3=E3+(z."n) ./gamma((4*alpha+.7)*n+2*beta) ;

% Graficar la funcién de Mittag-Leffler

figure;

plot(z,E,’-g’, ’LineWidth’,2);

hold on;
plot(z,E1,’-b’,z,E11,’~c?,2,E2,’-r’,2,E3, -k’ , *LineWidth’,2) ;

hold off;

% Etiquetas de los ejes

xlabel(’t?);

112
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ylabel (’E_{(\alpha,\beta)}’);
%title([’Funcién de Mittag-Leffler E_{\alpha,\beta}(z) con \alpha = ’, num2str(alpha), ’, \beta = ’, num2str(beta)]);
title([’Funcién de Mittag-Leffler E_{\alpha,\beta}(z) con \beta = ’, num2str(2*beta)]l);

legend(’\alpha=1/2’, ’\alpha=1’, ’\alpha=1.6’,’\alpha=2’,’\alpha=2.7");%,’interpeter’,’Latex’);

% Configuracién de la grafica
grid on;
xlim([min(z) max(z)]);

ylim([-1 201);

7.4. Programa Fredholm—Colocacién.

7.4.0.1. Programa. 2

function colocacion_frac_fredholm

alpha = 0.75; % Orden fraccionario
N = 10; % Nimero de puntos (reducido para estabilidad)
a=0; b=1; % Dominio [a,b]

% Puntos de colocacién (Chebyshev-Gauss-Lobatto)
k = 0:N-1;

x_col = (b-a)/2 * (1 - cos(pi*k/(N-1)))’ + a;

% Matriz del sistema con regularizacién
A = zeros(N,N);
for i = 1:N
for j = 1:N
if abs(x_col(i) - x_col(j)) > le-6 % Evita singularidad
A(i,j) = abs(x_col(i) - x_col(j))"~(-alpha)/gamma(i-alpha);

end

end

% Regularizacién: Afiadir matriz identidad pequefia

A=A+ le-8 * eye(N);

% Vector fuente (modificado para evitar singularidad)

F = ones(N,1);

% Resolver sistema

u_col = A\F;

% Grafica
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figure;

plot(x_col, u_col, ’bo-’, ’LineWidth’, 1.5, ’MarkerSize’, 4);
xlabel(’x’); ylabel(’u(x)’);

title([’Fredholm (Colocacién, \alpha=’,num2str(alpha),’)’]);
grid on;

end

7.5. Programa Fredholm—Galerkin.

7.5.0.1. Programa. 3

function galerkin frac_fredholm

alpha = 0.75; % Orden fraccionario
N = 5; % Nimero de polinomios de Legendre (bajo para estabilidad)
a=0; b=1; % Dominio [a, b]

% Base de polinomios de Legendre ajustada al dominio [a, b]

phi = @(k, x) legendreP(k-1, (2*x - (a+b))/(b-a));

% Puntos y pesos de cuadratura de Gauss-Legendre

[nodes, weights] = 1gwt(30, a, b); % 30 puntos de cuadratura

=

Ensamblaje del sistema evitando x = s
A = zeros(N, N);
F = zeros(N, 1);
for i = 1:N
for j = 1:N
integrand = zeros(size(nodes));
for k = 1:length(nodes)
x = nodes(k);
% Evitar x = s con desplazamiento pequefio
s_nodes = linspace(a, b, 30);
s_nodes = s_nodes(abs(s_nodes - x) > le-6); % Excluir puntos cercanos a x
kernel_values = (abs(x - s_nodes)."(-alpha))/gamma(1l-alpha);
phi_j_values = arrayfun(@(s) phi(j, s), s_nodes);
phi_i_value = phi(i, x);
integrand(k) = sum(weights(k) * phi_i_value * kernel_values .* phi_j_values);
end
A(i,j) = sum(integrand)
end
F(i) = sum(weights .* arrayfun(@(x) phi(i, x), nodes));

end
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% Solucién del sistema

c=A\F;

% Reconstruccién de la solucién
x_eval = linspace(a, b, 100);
u_galerkin = zeros(size(x_eval));
for k = 1:N
u_galerkin = u_galerkin + c(k) * arrayfun(@(x) phi(k, x), x_eval);

end

% Grafica

figure;

plot(x_eval, u_galerkin, ’m-’, ’LineWidth’, 2);
xlabel(’x’); ylabel(’u(x)’);

title(’Fredholm Fraccionaria (Galerkin, \alpha=0.75)’);
grid on;

end

% Funcién auxiliar: Cuadratura Gauss-Legendre (definir al final)
function [x, w] = lgwt(N, a, b)

N = N-1;

N1 = N+1; N2 = N+2;

xu = linspace(-1, 1, N1)’;

y = cos((2%(0:N)’ + 1)*pi/(2*N + 2)) + (0.27/N1)*sin(pi*xu*N/N2);

L = zeros(N1, N2);

Lp = zeros(N1, N2);

yo = 2;

while max(abs(y - y0)) > eps

L(:,1) = 1;
Lp(:,1) = 0;
L(:,2) =y;
Lp(:,2) = 1;

for k = 2:N1
L(:,k+1) = ( (2%k-1)*y.*L(:,k) - (k-1)*L(:,k-1) ) / k;
end
Lp = (N2)*( L(:,N1) - y.*L(:,N2) )./(1 - y."2);
yo =y;

y = yO0 - L(:,N2)./Lp;

= (ax(1 - y) + bx(1 + y))/2;

o
[

w=(b-a)./((1 - y."2).xLp. 2)*(N2/N1)"2;

end



7.6.

7.6.0.1. Programa. 4

function taylor_frac_fredholm

alpha = 0.75; % Orden fraccionario

N = 100; % Puntos de discretizacién
L=1; % Dominio [0, L]

x = linspace(0, L, N);

%

u

Solucién numérica

= zeros(1, N);

u(1) = 1; % Condicién inicial u(0)=1

%

Método de Taylor (aproximacién)

for i = 2:N

%

integral_term = 0;
for j = 1:N
if x(i) > x(3)
integral_term = integral_term + u(j) * (x(i) - x(j))~(-alpha) * (x(j+1) - x(§));
end
end

u(i) = u(1) + (1/gamma(l-alpha)) * integral_term;

Grafica

figure;

plot(x, u, ’g-’, ’LineWidth’, 2);

xlabel(’x’); ylabel(’u(x)’);

title(’Fredholm Fraccionaria (Taylor, \alpha=0.75)’);

grid on;

end

7.7. Programa Volterra—Colocacion.

7.7.0.1. Programa. 5

function colocacion_frac_volterra

alpha = 0.75; % Orden fraccionario
N = 100; % Nimero de puntos de colocacién (aumentar si es necesario)
T=1; % Tiempo final
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Programa Fredholm—Taylor Fraccionario.



end

7.8.

=

Puntos de colocacién (Chebyshev-Gauss-Lobatto para evitar redundancias)
k = 0:N-1;

t = T/2 * (1 - cos(pi*k/(N-1)))’; 7 Distribucién no uniforme

2

Matriz del sistema (niicleo fraccionario de Volterra)
A = zeros(N, N);
for i = 1:N
for j = 1:N
if t(i) > t(j)
A(i,j) = (£(i) - t(j))"(-alpha) / gamma(i-alpha);
else
A(i,j) = 0; % Ndcleo cero para t(i) <= t(j)

end

% Regularizacién: Afiadir pequefia identidad para evitar singularidad

A=A+ 1e-10 * eye(N);

% Vector fuente (condicién inicial u(0)=1)
F = ones(N, 1);

F(1) = 1; % u(t=0) =1

% Resolver sistema

u_col = A\ F;

% Grafica

figure;

plot(t, u_col, ’b-’, ’LineWidth’, 2);

xlabel(’t’); ylabel(’u(t)’);

title(’Volterra Fraccionaria (Colocacién, \alpha=0.75)’);

grid on;

7.8.0.1. Programa. 6

function galerkin_frac_volterra

alpha = 0.75; % Orden fraccionario

N = 50; % Nimero de polinomios de Legendre (reducido para estabilidad)

T=1; % Tiempo final

Programa Volterra—Galerkin.
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% Base de polinomios de Legendre en [0, T] (ajustada para evitar singularidades)

phi = @(k, x) legendreP(k-1, (2*x/T) - 1);

% Puntos de cuadratura de Gauss-Legendre para integrar evitando singularidades

[nodes, weights] = lgwt(20, 0, T); % Funcién lgwt definida al final

B

Ensamblaje del sistema con cuadratura adaptativa
A = zeros(N, N);
F = zeros(N, 1);
for i = 1:N
for j = 1:N
% Integrar con cuadratura de Gauss-Legendre
integrand = zeros(size(nodes));
for k = 1:length(nodes)
x = nodes(k);
if x>0
% Evitar s = x con un pequefio desplazamiento
s_nodes = linspace(0, x - le-6, 10); ’% Puntos internos
kernel_values = (x - s_nodes).”(-alpha) / gamma(l-alpha);
phi_j_values = arrayfun(@(s) phi(j, s), s_nodes);
phi_i_value = phi(i, x);

integrand(k) = sum(weights(k) * phi_i_value * kernel_values .* phi_j_values);

end
A(i, j) = sum(integrand);
end
F(i) = sum(weights .* arrayfun(@(x) phi(i, x), nodes));

end

% Solucién

c=A\TF;

% Reconstruccién
t_eval = linspace(0, T, 100);
u_galerkin = zeros(size(t_eval));
for k = 1:N
u_galerkin = u_galerkin + c(k) * arrayfun(@(x) phi(k, x), t_eval);

end

% Grafica

figure;

plot(t_eval, u_galerkin, ’m-’, ’LineWidth’, 2);
xlabel(’t’); ylabel(’u(t)’);

title(’Volterra Fraccionaria (Galerkin, \alpha=0.75)’);

grid on;
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% Funcién auxiliar: Cuadratura de Gauss-Legendre (definir al final del archivo)
function [x, w] = lgwt(N, a, b)

N = N-1;

N1 = N+1; N2 = N+2;

xu = linspace(-1, 1, N1)’;

= cos((2%(0:N)’ + 1)*pi/(2*N + 2)) + (0.27/N1)*sin(pi*xu*N/N2);

«

L = zeros(N1, N2);
Lp = zeros(N1, N2);
yo = 2;

while max(abs(y - y0)) > eps

L(:,1) = 1;
Lp(:,1) = 0;
L(:,2) =y;
Lp(:,2) = 1;

for k = 2:N1
L(:,k+1) = ( (2%k-1)*y.*L(:,k) - (k-1)*L(:,k-1) ) / k;
end
Lp = (N2)*( L(:,N1) - y.*L(:,N2) )./(1 - y."2);
yo =y;

y = yo - L(:,N2)./Lp;

x = (ax(1 - y) + bx(1 + y))/2;
w=(b-a)./((1 - y."2).xLp. 2)*(N2/N1)"2;

end

7.9. Programa Volterra—Taylor Fraccionario.

7.9.0.1. Programa. 7

function taylor_frac_volterra

alpha = 0.75;
N = 100;
T =1;

t = linspace(0, T, N);
u = zeros(1,N);

u(1) = 1; % Condicién inicial u(0)=1

for n = 2:N
integral = 0;
for k = 1:n-1

integral = integral + u(k) * (t(n)-t(k))"(-alpha) * (t(k+1)-t(k));



end

u(n) = u(1) + (1/gamma(i-alpha)) * integral;

end

figure;

plot(t, u, ’b-’, ’LineWidth’, 2);

xlabel(’t’); ylabel(’u(t)’);

title(’Volterra Fraccionaria (Taylor, \alpha=0.75)’);

grid on;
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