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4.3. a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré pa-
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E=20, G+=1.0, G−=1.0, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7,

p1=0.9, p2=3.59157 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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Resumen

La caracterización de caos para sistemas hamiltonianos de dos grados de li-

bertad se pueden realizar usando los mapas de Poincare, para más de dos grados

de libertad, se hace uso de otros métodos tales como: Los exponentes de Liapu-

nov y últimamente el SALI (del ingles Smaller Alignment Index ) que trabaja

para sistemas conservativos. El modelo que estudiamos es un sistema que consta

de átomos independientes en interacción con el campo electromagnético cuan-

tizado. El objeto central en la presente Tesis es caracterizar caos utilizando el

método SALI, para el sistema esṕın-bosón con polarización plana implementado

en el software Mathematica, a partir de ello obtener los resultados requeridos

y luego hacer un análisis cualitativo del sistema hamiltoniano en cuanto a su

comportamiento regular o caótico bajo ciertas condiciones iniciales. Se utilizó el

método SALI para caracterizar el sistema hamiltoniano de átomos hidrogenoides

con polarización plana, determinando aśı que el SALI es una mejor opción para

caracterizar caos debido a su sencillo uso y mayor rapidez con respecto a otros

métodos.



Caṕıtulo 1

Introducción

En el presente trabajo se hace un estudio acerca del sistema f́ısico Esṕın-Bosón

(sistema que consta de átomos independientes en interacción con un campo elec-

tromagnético cuantizado cuya polarización es plana) para determinar el compor-

tamiento caótico o regular de dicho sistema utilizando el método SALI e imple-

mentando este método en el lenguaje de programacion Mathematica para cuyo

efecto se ha tomado en cuenta publicaciones o articulos cient́ıficos que tenemos

a la mano y algunas tesis de referencia. Los sistemas de átomos independientes

en interacción con un campo electromagnético cuantizado cuya polarización es

plana fue planteado por Dicke [1] quien encontro un hamiltoniano para este tipo

de sistemas con el propósito de explicar la superradiancia, por lo que se denomina

también modelo de Dicke. Luego Jaynes-Cummings [2] restringieron los términos

que no conservan enerǵıa en el modelo de Dicke y encontraron un hamiltoniano

que ahora es uno de los modelos importantes en óptica cuantica, denominado

modelo de Jaynes-Cummings. La interacción entre el campo de radiación elec-

tromagnetica y los átomos es solamente entre dos niveles de enerǵıa de tal modo

que cada átomo puede considerarse como un sistema de dos niveles de enerǵıa,

y por lo tanto, pueda representarse como esṕın 1
2

ficticio [3, 4]. Como el campo

electromagnético consta de fotones, son bosones, el sistema que tratamos se de-

nomina también Espin-Bosón. Para el campo electromagnético con polarización
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plana, este sistema fue estudiado en diversos contextos, especialmente en óptica

cuántica, como puede verse en la revisión de Shone y Night [5]. En nuestro ca-

so, la motivación original fue realizar estudios de caos en el sistema esṕın-bosón

con polarización plana del campo electromagnético, para lo cual hab́ıa que obte-

ner previamente el hamiltoniano cuántico y clásico del sistema que se considera.

En la literatura se encuentran estudios con polarización plana y las primeras

publicaciones en esta dirección datan desde 1976, con Belebrov y otros [6], pos-

teriormente Milonni y otros [7] y Graham y Höhnerbach [8], que han reportado

propiedades caóticas del hamiltoniano en cuanto a su formulación en términos

del campo electromagnético linealmente polarizado. En las décadas de los años

80 y 90, grupos brasileños han reportado numerosos trabajos en caos sobre el

modelo de Dicke, tanto del sistema cuántico como su contraparte clásico [9–13]

y la carasterización de caos se llevó a cabo mediante los mapas de Poincaré [14],

debido a que con polarización plana se obtiene un hamiltoniano de dos grados

de libertad. Recientemente la caracterización de caos del mismo hamiltoniano se

realizó utilizando los exponentes de Lyapunov, concordando con los resultados

obtenidos mediante los mapas de Poincaré, lo cual se puede encontrar en la tesis

de Berrocal [15]. Sin embargo, en la última década se ha planteado una propuesta

interesante y más simple que los exponentes de Lyapunov para caracterizar los

sistemas dinámicos hamitonianos conservativos, denominado el ı́ndice de alinea-

miento más pequeño [16], abreviado como SALI (del inglés, Smaller Alignment

Index) y su generalización GALI (Generalizad Alignment Index) [17]. Se ha com-

probado que estos métodos son rápidos y eficientes tal como se reportan en las

diferentes publicaciones [17–19]. El hamiltoniano del modelo de Dicke fue obteni-

do a partir de argumentos puramente cuánticos y para pasar al correspondiente

hamiltoniando clásico se utilizan los llamados estados coherentes generalizados.

A partir de la década del 60 del siglo XX, se fue desarrollando la generalización

de los estados coherentes en relación al campo electromagnético cuantizado que

se utilizaban en óptica cuántica, inicialmente propuesta por Schrodinger [20] para
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el oscilador armónico y utilizada por primera vez por Glauber [21] en los años

sesenta del siglo XX en el caso del campo electromagnético. La generalización de

los estados coherentes a otros sistemas, como son los espines, fue desarrollada por

Perelemov [22], lo cual permitió posteriormente deducir hamiltonianos clásicos

de los correspondientes cuánticos y en particular, obtener el hamiltonino clásico

correspondiente al modelo de Dicke. Nuestro trabajo es caracterizar el comporta-

miento caótico del hamiltoniano clásico mediante el método SALI. Actualmente

cuando se hace mención acerca del término caos es en realidad un tipo de solu-

ción de los denominados sistemas dinámicos lineales, que en esencia es la pérdida

de información en el tiempo prolongado, es decir aun siendo un sistema deter-

mińıstico se pierde la predicibilidad después de un tiempo largo; sin embargo,

existen diferentes maneras de caracterizar caos, de acuerdo a las áreas de estu-

dio o conveniencias de caracterización de caos. Aśı, encontramos estudios de caos

desde la teoŕıa ergódica, la entroṕıa de Kolmogorov, mapas de Poincaré, exponen-

tes de Lyapunov y últimamente el SALI (́Indice de Alineamiento más Pequeño);

pero, en todos los casos, la caracteŕıstica principal que se considera en un siste-

ma caótico es exhibir sensibilidad a las condiciones iniciales, es decir, que para

condiciones próximas las trayectorias del sistema en el espacio de fase divergen.

El objeto central del presente trabajo de tesis es caracterizar el comportamiento

caótico o regular del sistema esṕın-bosón con polarización plana del campo elec-

tromagnético, mediante el método SALI, descrito clásicamente por un sistema de

cuatro ecuaciones diferenciales no lineales, las cuales se derivan del hamiltoniano

clásico mediante las ecuaciones canónicas de Hamilton. Por el cual el SALI es una

buena opción que nos permite caracterizar caos en sistemas hamiltonianos conser-

vativos debido a su mayor rapidez y eficacia frente a otros métodos. En el segundo

CAPÍTULO se desarrolla la parte conceptual teórica importante acerca de Sis-

temas Dinámicos y Sistemas Dinámicos Hamiltonianos y los diferentes métodos

para caracterizar caos. En el CAPÍTULO 3 se hace mención acerca del método

SALI, su forma de uso, la convergencia o divergencia de los Índices SALI, etc.
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En el CAPÍTULO 4 planteamos la metodoloǵıa y la forma de calcular u obtener

los Indices SALI para un comportamiento regular o caótico utilizando el lenguaje

de programación Mathematica. Luego se dan las conclusiones y recomendaciones

correspondientes y para luego finalizar con los apéndices y la bibliograf́ıa.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

2.1. SISTEMAS DINÁMICOS Y SISTEMAS HA-

MILTONIANOS

2.1.1. Sistema Dinámico

Nuestro sistema F́ısico (Esṕın-Bosón) representa un sistema dinámico conti-

nuo, que consiste en aquellos sistemas f́ısicos, matemáticos, biológicos, económi-

cos, etc, que evolucionan cont́ınuamente en el tiempo y se expresa matemática-

mente por un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de primer

orden (2.1) [15].

d~x

dt
= ~F (~x, ~u, t) (2.1)

donde ~x = (x1, x2 . . . , xn) es un vector de dimensión n, cuyos componentes son

las variables dinámicas del sistema, ~u = (u1, u2 . . . , up) es un vector de dimensión

p ≤ n, cuyos componentes son los parámetros de control del sistema, t es el

tiempo y
→
F = (F1, F2, . . . , Fn) es un campo vectorial de dimensión n donde sus

componentes describen el comportamiento del sistema dinámico en el tiempo, es

decir describe la forma como evolucionan las variables dinámicas del sistema.
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Si en la ecuación (2.1),
→
F no depende expĺıcitamente del tiempo, el sistema

dinámico es conocido como sistema autónomo, cuya ecuación de movimiento se

expresa como

d~x

dt
= ~F (~x, ~u) (2.2)

2.1.2. Sistema Dinámico Hamiltoniano

Es un sistema dinámico representado completamente por medio de una fun-

ción escalar de la forma de la ecuación (2.3) llamado hamiltoniano o función

hamiltoniana del sistema. El estado del sistema es determinado por sus momen-

tos generalizados
→
p y sus coordenadas generalizadas

→
q .

H = F (
→
p,
→
q , t), (2.3)

donde
→
q = (q1, q2, . . . , qn) representa conjunto de n coordenadas generalizadas y

→
p = (p1, p2, . . . , pn) representa al conjunto de n momentos generalizados siendo n

el número de grados de libertad del sistema, asociado al número mı́nimo de coor-

denadas generalizadas necesarios para describir el comportamiento del sistema

dinámico.

La ecuación de movimiento (2.1) para el caso del sistema dinámico hamil-

toniano representado por la hamiltoniana de la ecuación (2.3) es dada por las

ecuaciones canónicas de Hamilton (2.4) y (2.5), que constituyen un sistema de 2n

ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden.

dqi
dt

=
∂H(~q, ~p, t)

∂pi
(2.4)

dpi
dt

= −∂H(~q, ~p, t)

∂qi
(2.5)

Si el hamiltoniano (2.3) es independiente del tiempo, entonces las ecuaciones
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(2.4) y (2.5), representan un sistema autónomo, caso contrario el sistema hamil-

toniano es no autónomo.

Algunas Propiedades

En las siguientes subsecciones se presentan algunas propiedades de los sistemas

hamiltonianos relevantes para describir la transición de un régimen regular a un

régimen caótico. El enfoque es descriptivo y los detalles son relegados al Apendice

.1.

2.1.2.1. Flujo Hamiltoniano

El flujo en el espacio de fases se puede definir como una transformación (o

mapa) del espacio sobre śı mismo. Se representa la transformación a través de un

operador Tt que en el instante t transforma a un punto x0 (correspondiente al

instante inicial) en otro punto xt correspondiente al instante t,

x→ xt = Ttx0

Si la acción del operador Tt se corresponde con la solución de las ecuaciones de

Hamilton, el flujo es hamiltoniano.

Una de las propiedades más importantes de los flujos hamiltonianos es la

preservación del volumen del espacio de fases (Teorema de Liouville). Supongamos

que en cierto instante inicial t = 0, una superficie cerrada S(0) en el espacio de

fases delimita un volumen Γ y además el flujo es hamiltoniano, en un instante

posterior, la superficie evoluciona en otra superficie cerrada S(t) que delimita un

volumen igual Γ. Esto se muestra esquemáticamente en la Figura (2.1) para el

caso de un grado de libertad.
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FIGURA 2.1: Evolución temporal de un conjunto de trayectorias hamiltonianas
en el caso unidimensional (n = 1). De acuerdo al teorema de Liouville, las mismas
encierran un área constante en el espacio de fases.

2.1.2.2. Constantes de Movimiento

Se denomina constante de movimiento a cualquier función de las coordenadas

f(
→
q ,
→
p) que permanece constante en el transcurso del movimiento. La condición

para que una función de las coordenadas, f(
→
q ,
→
p), sea una constante de movimien-

to se expresa en forma sucinta en términos de los corchetes de Poisson, definidos

en la ecuación (A.4). En efecto, usando las ecuaciones de Hamilton (2.4) y (2.5),

resulta
•
f = {f,H} es una constante de movimiento si su corchetes de Poisson

con el hamiltoniano es nulo. En particular si el hamiltoniano no depende expĺıci-

tamente del tiempo, la enerǵıa E = H(
→
q ,
→
p)es una constante de movimiento y

el movimiento en el espacio de fases queda restringido a una hiper-superficie de

dimensión 2n− 1. Es usual referirse a este tipo de hamiltoniano como autónomo.

2.1.3. Caracterización de Caos

Hay varios métodos para caracterizar caos dentro de ellas tenemos:
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2.1.3.1. Mapas de Poincaré

Definiremos los Mapas de Poincaré [15] como sigue:

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales autónomos

d~x

dt
= ~F (~x), ~x ∈ <n (2.6)

Asumiremos que el campo vectoral
→
F es suficientemente suave de clase C1.

Usando la notación estándar, sea ϕ(
→
x, t) una solución satisface ϕ(

→
x, 0) =

→
x

La curva θ(
→
x) =

{
ϕ(
→
x, t : t ∈ <)

}
es llamada órbita o trayectoria que pasa a

través de punto Σ.

Para determinar los mapas de Poincaré las trayectorias en el espacio de fase

que define el sistema, se proyectan a una superficie de dimensión menor, en una

unidad, la cual se le llama sección de Poincaré; luego debemos evaluar la evolu-

ción de las trayectorias de fase, las cuales intersectarán sucesivamente la sección

de Poincaré Σ [15]. El conjunto de puntos generados por la intersección de la

trayectoria con la sección de Poincaré se denomina mapa de Poincaré. Existen

varios métodos para determinar el punto de intersección entre las trayectorias y

las secciones de Poincaré, entre los más conocidos tenemos el método de interpo-

lación y el algoritmo de Hénon.

Para sistemas autónomos de orden n encontramos que la secciones de Poin-

caré tienen dimensión (n − 1), de modo que para el sistema esṕın-bosón con

polarización plana cuyo espacio de fase tiene dimensión cuatro, debemos tener un

mapa de Poincaré de dimensión tres, pero debido a que el sistema esṕın-bosón

es conservativo, donde la enerǵıa total es una constante de movimiento, entonces

reducimos el sistema de dimensión tres, de modo que los mapas de Poincaré del

sistema esṕın-bosón tiene dimensión dos, es decir, sus representaciones gráficas

caen en planos de dimensión dos.
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Para construir los mapas de Poincaré, se escoge un hiperplano Σ de dimensión

(n− 1), que divide <nen dos regiones:

Σ+ :=
{→
x : 〈→n,→x −→x Σ〉 > 0

}
(2.7)

Σ− :=
{→
x : 〈→n,→x −→x Σ〉 < 0

}
(2.8)

Donde
→
n ∈ <n es un vector normal a Σ y

→
x Σ ∈ <n es un punto cualquiera que

esta sobre un hiperplano. Si Σ es escogido apropiadamente, entonces la trayecto-

ria en observación repetidamente pasa a través de Σ cruzando de Σ+a Σ−, etc.

Dado un hiperplano Σ podemos definir tres mapas de Poincaré.

P+ : Σ → Σ.P+ es un punto donde ϕt(
→
x) intersecta primero a Σ en una

dirección positiva (es decir 〈→n,
→
f (ϕ(

→
x))〉 ≥ 0) para t>0.

P− : Σ → Σ . P− es un punto donde ϕt(
→
x) intersecta primero a Σ en una

dirección negativa (es decir 〈→n,
→
f (ϕ(

→
x))〉 ≤ 0) para t>0.

P−+ : es el primer punto donde ϕt(
→
x) intersecta a Σ en otra dirección para

t>0.

2.1.3.2. Exponentes de Liapunov

Definiremos los exponentes de Liapunov [15] para sistemas hamiltonianos con-

servativos autónomos como sigue:

Sean
→
x1(t,

→
x10) y

→
x2(t,

→
x20) dos soluciones del sistema dinámico autónomo

d
→
x

dt
=
→
F (
→
x), (2.9)

donde los
→
x10 y

→
x20 denotan condiciones iniciales con sus respectivas soluciones,

→
x1 y

→
x2, en el tiempo t. La dinámica es sensible a las condiciones iniciales si estas

soluciones tienden a separarse, en el promedio, a una tasa exponencial tempo-
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ral cuando las dos condiciones iniciales son infinitamente próximas entre śı. La

notación indica que
→
x es un vector de dimensión n perteneciente al denominado

espacio de fase, de modo que tiene n componentes independientes, es decir,

→
x = (x1, x2, . . . , xn) , (2.10)

al igual que la función
→
F , que representa

→
F = (f1, f2, . . . , fn) (2.11)

De acuerdo a la notación anterior, queda claro que la ecuación (2.9) representa

un sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

Si
→
F (
→
x) satisface la condición de Lipchitz

∣∣∣→F (
→
x)−

→
F (
→
y )
∣∣∣ ≤ K

∣∣∣→x −→y ∣∣∣ , (2.12)

a través de todo el espacio de fase, entonces, la solución de la ecuación 2.9 no

puede separase más rápidamente que exponencialmente, satisfaciéndose

∣∣∣∣→x(t)−
→
y(t)

∣∣∣∣ ≤ K
∣∣∣→x(0)−

→
y (0)

∣∣∣ eKt, (2.13)

esta es la razón por qué la separación exponencial es usualmente la peor

posible.

Reescribimos ahora la ecuacion (2.9) haciendo evidente que se trata de un

sistema de n ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden.

dxi
dt

= fi(x1, x2, ..., xn), i = 1, 2, ..., n (2.14)

Si integramos el sistema para una condición inicial

→
x0 = (x01, x02, ..., x0n) ,
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y una condición inicial infinitesimalmente próxima, denotada como

→
x′0 = (x′01, x

′
02, ..., x

′
0n) ,

Podemos escribir la separación entre las dos condiciones iniciales anteriores

como

→
x′0−

→
x0 = δx0 = (x′01 − x01, x′02 − x02, ..., x′0n − x0n) = (δx01, δx02, ..., δx0n) .

Se hace una expansión en series de Taylor multidimensional en torno del punto
→
x0 = (x01, x02, ..., x0n) , para el caso de la ecuación (2.14) y considerar solamente

hasta los términos lineales por ser los δx0i muy pequeños, obteniendo el sistema

de ecuaciones

dδxj
dt

=
n∑
i=1

(
∂fj
∂xi

)
, δxj, j = 1, 2, ..., n. (2.15)

Este resultado representa un sistema lineal de ecuaciones diferenciales ordi-

narias y pueden escribirse matricialmente, para lo cual usamos la notación

δ
→
w = (δx1, δx2, ..., δxn)

y tendremos

dδ
→
w

dt
= D

→
f ·δ →w, (2.16)

donde D
→
f representa la matriz cuyas componentes son las derivadas

∂fj
∂xi

de la

ecuación (2.16), denominada matriz jacobiana. Esta ecuación es aproximadamen-

te cierta para desviaciones finitas; no obstante, al tomar el ĺımite infinitesimal se

identifica la desviación δ
→
w con un elemento

→
ξ en el espacio tangente

→
x de modo

que la ecuación (2.16) se escribe como
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d
→
ξ

dt
= D

→
f ·
→
ξ , (2.17)

conocida como la ecuación variacional del sistema (2.14), donde la matriz

jacobiana es

D
→
f =

→
J =



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2
.............. ∂f1

∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2
.............. ∂f1

∂xn

·................................

.................................

..................................

∂fn
∂x1

∂fn
∂x2
............... ∂fn

∂xn


(2.18)

Si bien la ecuación variacional es lineal, los coeficientes o equivalentemente, los

elementos de la matriz jacobiana, son funciones de las soluciones xi(t) de (2.14),

dependiendo de las condiciones iniciales
→
x0, lo cual, en general, no es posible

encontrar como una solución anaĺıtica de
→
ξ (t) . En todo caso, la dinámica es

considerada caótica solo si para muchas condiciones iniciales la magnitud de
→
ξ

crece exponencialmente.

Hay que notar también que la ecuación variacional representa la linealización

del sistema no lineal (2.14) en el punto en que se evalúan los elementos de la

matriz jacobiana y los autovalores de ésta nos dará la información cualitativa del

comportamiento local del sistema.

a) Exponente Principal de Lyapunov

Debido a que raramente se puede obtener la solución anaĺıtica de la ecuación

variacional, usualmente el exponente de Lyapunov se determina de manera

numérica.

En este contexto, uno de los problemas numéricos que se enfrenta es justa-

mente el crecimiento exponencial de la solución de la ecuación variacional,

tornándose en un serio problema computacional en sistemas caóticos. Es-
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ta dificultad se puede superar haciendo uso de la linealidad de la ecuación

variacional.

b) Exponentes Múltiples de Lyapunov

Cada componente del vector del espacio de fase tiene su exponente de Lya-

punov. Puesto que
→
ξ es un vector tangente al flujo de

→
x(t), para usar la

ecuación variacional elegimos un vector unitario relacionado a una de las

variables del espacio de fase, de modo que si el sistema dinámico tiene di-

mensión n, se tendrá un conjunto de n vectores linealmente independientes

{→(1)

ξ ,
→(2)

ξ ,
→(3)

ξ , ...,
→(N)

ξ

}
,

en el espacio tangente, por conveniencia ortogonales, cada uno satisfaciendo

la ecuación variacional

d
→(i)

ξ

dt
= (D

→
f)
→
ξ , (2.19)

se forma la matriz U con columnas dadas por las componentes de
→(1)

ξ ,

implicando

dU

dt
= (D

→
f)U, (2.20)

para resolver el sistema se escogen condiciones iniciales

{→(1)

ξ0 ,
→(2)

ξ0 ,
→(3)

ξ0 , ...,
→(N)

ξ0

}
,

tal que ellos sean vectores unitarios ortogonales entre śı. Ellos forman una

bola unitaria en el espacio de n dimensiones y se resuelve el sistema de

ecuaciones variacionales conjuntamente con el sistema dinámico
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d
→
x

dt
=
→
f
(→
x
)
, (2.21)

de esta manera, se encuentra la evolución de una bola que en el transcurso

del tiempo, se va convirtiendo en una elipsoide de n dimensiones, donde el

i-ésimo eje principal está dada por

ri(t) = eλit, (2.22)

siendo

λi =
log(ri (t))

t
, (2.23)

el i-ésimo exponente de Lyapunov. Ahora hay que determinar los nuevos

ejes de la bola unitaria inicial, pero debido a la evolución diferente de los

ejes éstos ya no son ortogonales, la bola se ha hecho una elipsoide. Pa-

ra reconstruir la bola se ha visto por conveniente ortonormalizar después

de cierto tiempo t, para lo cual usualmente se utiliza el procedimiento de

ortonormalización de Gram-Schmidt, dado como

ξ
(k)
j =

ξj (tf )−
∑j−1

i=1

[
ξj(tf ).ξ

(k)
i

]
ξ
(k)
i∥∥∥ξj (tf )−

∑j−1
i=1

[
ξj(tf ).ξ

(k)
i

]
ξ
(k)
i

∥∥∥ (2.24)

Se integran nuevamente a lo largo de un nuevo periodo de tiempo T, uti-

lizando x (t = T )como el vector de las condiciones iniciales del sistema no

lineal y los encontrados por la ortonormalización para el sistema lineal.

Nuevamente se ortonormaliza repitiendo r, veces las integraciones y orto-

normalizaciones. Los exponentes de Lyapunov están dados como

λi =
1

rT

r∑
k

log
∣∣∣ξ(k)j

∣∣∣ . (2.25)
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El método que se utiliza en el presente Tesis es el ı́ndice de Alineamiento

más Pequeño(SALI) que es un indicador de caos muy útil y eficiente que puede

distinguir rápidamente y con certeza entre movimiento caótico y regular, en siste-

mas hamiltonianos. Esto esta basado en el comportamiento diferente del SALI en

dos casos, fluctúa alrededor de valores diferente de cero para órbitas regulares y

converge exponecialmente a cero para órbitas caóticas. Realizamos una definición

mas formal en el siguiente CAPÍTULO acerca de éste método.
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Caṕıtulo 3

TEORIA DEL MÉTODO

SMALLER ALIGNMENT

INDEX (SALI)

3.1. Definición del Índice de Alineamiento más

Pequeño (SALI)

Consideremos el espacio de fase 2n-dimensional de un sistema dinámico ha-

miltoniano autónomo arbitrario [18]

H ≡ H(q1(t), ......, qn(t), p1(t), ......, pn(t)) = E (3.1)

donde qi(t) son las coordenadas canónicas, pi(t), i = 1, ..., n son los correspon-

dientes momentos conjugados y E es la enerǵıa total del sistema. La evolución

en el tiempo de una órbita del sistema dinámico asociado con la condición ini-

cial
→
x(t0) = (q1(t0), ..., qn(t0), p1(t0), ..., pn(t0)) en tiempo inicial t0, es definida

como la solución del sistema de 2n ecuaciones diferenciales de primer orden da-

da por las ecuaciones (2.4) y (2.5). Las cuales son conocidas como las ecua-

ciones de Hamilton y la solución es la que se refiere como la órbita que pasa
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por la condición inicial
→
x(t0).Con el fin de definir el Índice de Alineamiento

mas Pequeño (SALI) necesitamos introducir la noción de Ecuaciones Variacio-

nales. Estas ecuaciones son las ecuaciones linealizadas correspondientes a las

ecuaciones diferenciales ordinarias (3.2), alrededor de una órbita de referencia
→
x(t) = (q1(t), ..., qn(t), p1(t), ..., pn(t)),y es definida por la relación

d
→
ξi(t)

dt
=
→
J ·
→
ξi(t), i = 1, ..., 2n (3.2)

Donde
→
J es el jacobiano del sistema hamiltoniano de ráıces del sistema de ecua-

ciones diferenciales ordinarias (3.2). Los vectores
→
ξi(t) = (ξ1,i(t), ..., ξi,2n(t)), i =

1, ..., 2n son conocidos como vectores de desviación de la órbita. Entonces elegimos

dos vectores de desviación
→
ξ1(t) y

→
ξ2(t) tales que sean linealmente independientes

y definimos los dos ı́ndices de alineamiento (ALI), ∀t ≥ t0 como:

ALI−(t) =

∥∥∥∥∥∥∥
→
ξ1(t)∥∥∥→ξ1(t)∥∥∥ −

→
ξ2(t)∥∥∥→ξ2(t)∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥ , ALI+(t) =

∥∥∥∥∥∥∥
→
ξ1(t)∥∥∥→ξ1(t)∥∥∥ +

→
ξ2(t)∥∥∥→ξ2(t)∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥ (3.3)

donde ‖.‖ denota la norma euclidiana en <2n

El ı́ndice de Alineamiento mas Pequeño (SALI) es ahora definido como:

SALI(t) = mı́n {ALI−(t), ALI+(t)} ;∀t ≥ t0 (3.4)

Donde t0 es el tiempo inicial de la evolución [23–25]. Este ı́ndice estudia el

comportamiento de trayectorias cercanas de vectores asociados que puede ser

calculados a partir de la resolución de las ecuaciones de Hamilton del sistema. Para

cada trayectoria como se muestra en la figura 3.1 podemos calcular los vectores de

desviación con dos trayectorias cercanas y sus correspondientes vectores unitarios.
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FIGURA 3.1: Evolución temporal del SALI

De la definición de los dos ı́ndices de alineamiento y la cantidad SALI, se sigue

que podemos normalizar la longitud de los vectores de desviación en cada paso

de tiempo de integración sin que ello afecte su Ángulo interior.

Cuando en la ecuación (3.4) los vectores de desviación,
→
ξ1(t) y

→
ξ2(t), tienden

a ser colineales y con la misma dirección debido a que su Ángulo interno tiende

a cero y aśı ALI+(t) → 2 mientras que cuando ALI+(t) → 0 los dos vectores

de desviación tienden a ser colineales y con el sentido opuesto debido a que su

ángulo tiende a π y aśı ALI−(t)→ 2.

Si la órbita bajo consideración
→
x(t) = (q1(t), ......, qn(t), p1(t), ......, pn(t)) es

caótico entonces en (3.5) tenemos que

ĺım
t→∞

SALI(t) = mı́n {0, 2} = 0 (3.5)

Debibo a que en este caso ambos vectores de desviación
→
ξ1(t) y

→
ξ2(t) tienden

a coincidir con el colector más inestable de las ecuaciones variacionales cuando

t→∞ [26].

En el caso cuando la órbita de referencia es regular entonces el SALI es siem-

pre visto oscilando alrededor de un número positivo α ∈ 〈0,
√

2
]
. Para hacer

una explicación más detallada note primero que ambos vectores de desviación
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eventualmente llegan a ser tangente al toro en la cual la órbita es confinada.

Dado que, por lo general tienen componentes a lo largo de la evolución en el

toro direccionados por los n campos vectoriales independientes (el hamiltoniano

y el movimiento de los n− 1 cuasi-integrales), su Ángulo nunca llega a ser cero y

oscila sobre algunas constantes arbitrarias [27].

3.2. Definicion del Índice de Alineamiento Ge-

neralizado (GALI)

Este método es una generalización del SALI y para entender su significado

partamos por considerar la definición de SALI, de acuerdo a la ecuación (3.3) y

(3.4). Si las normas se escriben como un producto dado por

∥∥∥∥∥∥∥
→
ξ1(t)∥∥∥→ξ1(t)∥∥∥ −

→
ξ2(t)∥∥∥→ξ2(t)∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥∥
→
ξ1(t)∥∥∥→ξ1(t)∥∥∥ +

→
ξ2(t)∥∥∥→ξ2(t)∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥ , (3.6)

se puede usar para caracterizar el sistema de manera equivalente al SALI, ya que

cuando el sistema evoluciona, el producto tiende a cero si hay caos o un valor

mayor que cero cuando la dinámica es no caótica. Ahora como el módulo del

producto exterior de dos vectores está dado como

→
ξ1(t) ∧

→
ξ2(t) =

∥∥∥∥∥ →
ξ1(t)∥∥∥∥→
ξ1(t)

∥∥∥∥ −
→
ξ2(t)∥∥∥∥→
ξ2(t)

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥ →

ξ1(t)∥∥∥∥→
ξ1(t)

∥∥∥∥ +
→
ξ2(t)∥∥∥∥→
ξ2(t)

∥∥∥∥
∥∥∥∥∥

2
, (3.7)

que representa el “Área” del paralelogramo definido por los dos vectores, se puede

usar este resultado como alternativa de definición del SALI y generalizarlo para

más de dos vectores usando el módulo del producto exterior de varios vectores.

Aśı, si consideramos dos vectores de desviación unitarios
→
ξ1(t) y

→
ξ2(t) al reempla-

zar en la ecuación (3.7) se obtendrán valores de acuerdo a que si el sistema es

caótico o no. Geométricamente los vectores se convertirán en linealmente depen-
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dientes y caerán en la misma dirección, el cual es equivalente a la desaparición

del “Área” de los dos vectores.

Se generaliza la idea Ch. Skokos, et al. [28] y se sigue ahora la evolución de

k vectores de desviación
→
ξ1(t),

→
ξ2(t),. . . . . . . . .

→
ξk(t), con 2 ≤ k ≤ 2n, y definimos

el Índice de Alineamiento Generalizado del ingles (Generalized Alignment Index)

de orden k:

GALIk(t) =

∥∥∥∥∥∥∥
→
ξ1(t)∥∥∥→ξ1(t)∥∥∥ ∧

→
ξ2(t)∥∥∥→ξ2(t)∥∥∥ ∧ . . . ∧

→
ξ2(t)∥∥∥→ξ2(t)∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥
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Caṕıtulo 4

MÉTODOS Y RESULTADOS

4.1. Algoritmo para determinar los ı́ndices SA-

LI

La abreviatura SALI deriva del inglés (Smaller Alignment Index) es un método

para caracterizar caos que trabaja en sistemas hamiltonianos conservativos de dos

o más grados de libertad. En la formulación hamiltoniana de la mécanica clásica se

utilizan las coordenadas generalizadas
→
q (t) = (q1(t), ......, qn(t))y sus respectivos

momentos generalizados
→
p(t) = (p1(t), ......, pn(t)),que obedecen a las ecuaciones

canónicas de Hamilton dadas en (2.4) y (2.5)

donde H = H(
→
q (t),

→
p(t), t)es el hamiltoniano del sistema y en el caso de sistemas

conservativos es una constante H = H(
→
q (t),

→
p(t), t) = E =constante. Este es el

tipo de sistemas donde es aplicable el método SALI.

Para utilizar el método SALI se hace lo siguiente:

1. Se elige un intervalo de tiempo de integración [t0, tnf ] para evaluar el sistema

no lineal (2.2) dado por las ecuaciones (4.2), (4.3),( 4.4) y (4.5), escoger

también un intervalo de tiempo [t0, tf ] para evaluar el sistema linealizado

dado por la ecuación 3.2.

2. Acumular el último valor de la solución del sistema no lineal
→
x(tnf ),que
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servirá como punto de operación de la linealización.

3. Integrar el sistema linealizado y escoger como condición inicial una base

ortogonal, que para el caso del sistema esṕın-bosón con polarización plana es

inicialmente dado como ξ
(0)
1,1 = (1, 0, 0, 0), ξ

(0)
1,2 = (0, 1, 0, 0), ξ

(0)
1,3 = (0, 0, 1, 0)

y ξ
(0)
1,4 = (0, 0, 0, 1)

4. Normalizamos los dos vectores unitarios del sistema linealizado (3.2) es decir

∧
ξ1(t) =

→
ξ1(t)∥∥∥∥→
ξ1(t)

∥∥∥∥ y
∧
ξ2(t) =

→
ξ2(t)∥∥∥∥→
ξ2(t)

∥∥∥∥
5. Calculamos y obtenemos el valor del SALI

SALI(t) = mı́n
{∥∥∥→ξ1(t) +

→
ξ2(t)

∥∥∥ ,∥∥∥→ξ1(t)− →ξ2(t)∥∥∥}

Ejemplo del SALI

De acuerdo a ciertas condiciones iniciales, valores de parámetros y valores de

enerǵıa. El SALI tiene diferente comportamiento tal como se muestra en la figura

4.1

FIGURA 4.1: Comportamiento del SALI.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales, valores de enerǵıa, parámetros

f́ısicos y los resultados obtenidos con los exponentes de Lyapunov para el sistema
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esṕın-bosón con polarización plana que se encuentra en la tesis de Berrocal [15],

realizamos los cálculos mediante el SALI verificando que se obtiene los mismos

resultados. También los resultados obtenidos mediante los mapas de Poincaré

en [29] verificando aśı la efectividad del SALI.

4.2. Método Numérico y Lenguaje de Progra-

mación

Se calcula los SALI utilizando el Lenguaje de programacion Mathematica

9.0 instalado en el sistema operativo Windows 8. El lenguaje de programación

Mathematica 9.0 esta diseñado para realizar cálculos cient́ıficos, para el cual para

nuestros calculos se ha utilizado una computadora cuyo procesador es Intel Core

i7 con 2.40 Ghz de velocidad de procesador y con 8 Gb de memoria RAM.

Las graficas presentadas fueron elaborados por el comando ParametricPlot3D.

En cuanto a las secciones de superficie de Poincaré (SSP) se realizó utilizando

la misma aplicación.

De acuerdo al hamiltoniano clasico (4.1) obtenido por Solano [30] del sistema

esṕın-bosón

Hcl =
ε

2

(
p21 + p22 + p23 + p24

)
− Jε+

√
4J − (p21 + q21)√

4J
(G+p1p2 +G−q1q2) (4.1)

donde los q1 y p1 son las coordenadas generalizadas y el momento generalizado

clásico asociado a los átomos del sistema esṕın-bosón, q2 y p2 la coordenada gene-

ralizada y el momento generalizado asociado a la radiación electromagnética con

polarización plana, J el esṕın total del sistema, ε es la frecuencia de la radiación

equivalente a la frecuencia cuántica de transición entre los niveles de enerǵıa y

G+y G− parámetros de los cuales depende el comportamiento regular o caótico
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del sistema, dados en términos de G y G| como,

G+ = G+G|

G− = G−G| (4.2)

donde ecuación (4.1) indica que el sistema esṕın-bosón con polarización plana,

en su contraparte clásico es un sistema conservativo, que tiene a la enerǵıa total

del sistema como constante de movimiento.

Las ecuaciones diferenciales de movimiento del sistema esṕın-bosón con pola-

rización plana se obtienen a partir de las ecuaciones de Hamilton y se escriben

como,

dq1(t)

dt
= −εp1 −

G+p2
√

4J − (q21 + p21)√
4J

+
p1(G+p1p2 +G−q1q2)√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.3)

dq2(t)

dt
= −εp2 −

G+p1
√

4J − (q21 + p21)√
4J

(4.4)

dp1(t)

dt
= −εq1 +

G−q2
√

4J − (q21 + p21)√
4J

− q1(G+p1p2 +G−q1q2)√
4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.5)

dp2(t)

dt
= −εq2 +

G−q1
√

4J − (q21 + p21)√
4J

(4.6)

Las ecuaciones (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6), muestran que el sistema esṕın-bosón

es conservativo y que sus ecuaciones diferenciales de movimiento son autónomas.

La matriz jacobinana (2.23) se expresa en términos del campo vectorial
→
F =

(f1, f2, f3, f4), donde
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f1(q1, q2, p1, p2) = dq1
dt
,

f2(q1, q2, p1, p2) = dq2
dt
,

f3(q1, q2, p1, p2) = dp1
dt
,

f4(q1, q2, p1, p2) = dp2
dt
.

(4.7)

De modo que los elementos de la matriz jacobiana 2.23 son:

df1
dq1

=
G+q1p2 +G−q2p1√
4J
√

4J − (q21 + p21)
+
p1q1(G+p1p2 +G−q1q2)√

4J(4J − (q21 + p21))
3/2

(4.8)

df1
dq2

=
G−q1p1√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.9)

df1
dp1

= −ε+
G+p1p2 +G−q1q2√
4J
√

4J − (q21 + p21)
+
p21(G+p1p2 +G−q1q2)√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.10)

df1
dp2

=
G+(2p21 + q21 − 4JG+)√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.11)

df2
dq1

=
G+q1p1√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.12)

df2
dq2

= 0 (4.13)

df2
dp1

=
G+(2p21 + q21 − 4JG+)√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.14)

df2
dp2

= −ε (4.15)

df3
dq1

= ε− 3G−q1q2 +G+p1p2√
4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.16)
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df3
dq2

=
G−(4J − (q21 + p21))√
4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.17)

df3
dp1

= − G+q1p2 +G−q2p1√
4J
√

4J − (4J − (q21 + p21))
(4.18)

df3
dp2

=
G+q1p1√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.19)

df4
dq1

=
G−(4J − p21 − 2q21)√
4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.20)

df4
dq2

= ε (4.21)

df4
dp1

=
G−q1p1√

4J
√

4J − (q21 + p21)
(4.22)

df4
dp2

= 0 (4.23)

4.3. Resultados

4.3.1. Resultados de las secciones de Poincaré y SALI

En las figuras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 en sus partes (b) se muestran los mapas de

Poincaré en el plano (q1,p1), siendo las enerǵıas 6.2, 15.0, 25.0, y 6.2 , con valo-

res de los parámetros J=4.5, G+=1.5, G−=1.5; J=4.5, G+=1.5, G−=1.5; J=4.5,

G+=2.0, G−=2.0; J=4.5, G+=0.7, G−=0.3 respectivamente. En estas figuras bajo

las condiciones iniciales impuestas presentan comportamientos diferentes.

Para la determinación del SALI que se presenta en las partes (a) de las figuras

4.2, 4.3, 4.4 y 4.5 se han utilizado las mismas condiciones iniciales, valores de J,

G+, G− y enerǵıa. Hay que observar que en las figuras 4.2, 4.3, 4.4 el SALI se
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mantiene diferente de cero (en (a)), mientras que en la figura 4.5 se va a cero

indicado la existencia de caos.
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(a)

(b)

FIGURA 4.2: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré para
E=6.2, G+=1.5, G−=1.5, y condiciones iniciales q1=1.581139, q2=1.118034, p1 =
1.581139, p2=1.81922
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(a)

(b)

FIGURA 4.3: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré pa-
ra E=15.0, G+=1.5, G−=1.5, y condiciones iniciales q1=1.581139, q2=1.118034,
p1=1.581139, p2=3.66823
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(a)

(b)

FIGURA 4.4: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré pa-
ra E=25.0, G+=2.0, G−=2.0, y condiciones iniciales q1=1.837117, q2=1.299038,
p1=1.837171, p2=4.26836
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(a)

(b)

FIGURA 4.5: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré pa-
ra E=6.2, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0, q2=-4.51664, p1=0,
p2=0.999982
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4.3.2. Resultados SALI con polarización plana, dependen-

cia con las condiciones iniciales

Para mostrar la dependencia del comportamiento del SALI con las condicio-

nes iniciales del sistema, presentamos cuatro resultados mostrados en las figuras

4.6, 4.7, 4.8 y 4.9, las cuales en sus partes (a) muestran los SALI, cada uno para

distintas condiciones iniciales, considerando que el sistema esṕın-bosón es cons-

tituido por nueve átomos, enerǵıa total E=6.2, parámetros G+=0.7, G−=0.3 y

esṕın total J=4.5, las partes (b) de las figuras muestran la verificación de los re-

sultados de las partes (a) por medio de los mapas de Poincaré con las condiciones

iniciales impuestas para determinar los SALI.

Los SALI para un mismo valor de enerǵıa dependen de las condiciones impues-

tas, de acuerdo al cual las figuras 4.6, 4.7 y 4.9 muestran que para las condiciones

iniciales dadas el sistema presenta comportamiento caótico y en la figura 4.8

observamos que el sistema presenta comportamiento regular para una condición

inicial particular para el mismo valor de enerǵıa.
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(a)

(b)

FIGURA 4.6: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0.3, q2=0.9, p1=0.4,
p2=4.22267
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(a)

(b)

FIGURA 4.7: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0.4, q2=0.9, p1=0.5,
p2=4.13577
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(a)

(b)

FIGURA 4.8: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré pa-
ra E=6.2, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0.15, q2=0.2, p1=0.3,
p2=4.40296
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(a)

(b)

FIGURA 4.9: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=1.7, q2=0.4, p1=2,
p2=2.80386
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4.3.3. Resultados SALI con polarización plana, dependen-

cia con la enerǵıa

En esta sección presentamos cuatro resultados para los SALI conjuntamente

con sus respectivos mapas de Poincaré con la finalidad de mostrar la dependencia

del comportamiento de los SALI con la enerǵıa total del sistema, considerando los

parámetros G+=0.7, G−=0.3 y el sistema esṕın-bosón es constituido por nueve

átomos de modo que J=4.5. En las figuras 4.10, 4.11, 4.12, y 4.13, en sus partes (a)

se presentan gráficamente para las enerǵıas dadas, y en sus partes (b) presentan

su correspondiente mapa de Poincaré.

La figura 4.10, muestra que el sistema presenta comportamiento regular para

la enerǵıa E=-4.0 y las condiciones iniciales impuestas, por otro lado las figuras

4.11, 4.12, y 4.13, muestran que el sistema esṕın-bosón presenta comportamiento

caótico para enerǵıas E=8.5, 15.0 y 25.0 respectivamente.
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(a)

(b)

FIGURA 4.10: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=-4.0, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0.1, q2=0.2, p1=0.3,
p2=0.734986
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(a)

(b)

FIGURA 4.11: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=8.5, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0.4, q2=0.6, p1=0.2,
p2=4.8923
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(a)

(b)

FIGURA 4.12: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=15.0, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=1.0, q2=1.2, p1=0.9,
p2=5.35433
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(a)

(b)

FIGURA 4.13: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=25.0, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=2.0, q2=2.5, p1=3.0,
p2=5.16966
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4.3.4. Resultados SALI con polarización plana para G+ 6=0

y G− 6=0

Presentamos la dependencia de los SALI con los parámetros G+y G−del sis-

tema esṕın-bosón realizando varios cálculos del SALI para un valor de enerǵıa de

E=6.2 y E=20 y las condiciones iniciales impuestas tal como se muestra en las

figuras 4.14, 4.15, 4.16, 4.17, 4.18, 4.19, 4.20, 4.21 y 4.22 respectivamente.

Para G−=0 se muestra en la figura 4.17 que el sistema esṕın-bosón presenta

comportamiento caótico debido a que el SALI tiende a cero.

Si G+ 6=0 y G− 6=0 es posible encontrar comportamientos regulares y caóticos.

En las figuras 4.14, 4.15, 4.19, 4.20, 4.21 y 4.22 se presenta comportamiento

regular de los SALI del sistema esṕın-bosón, mientras que en las figuras 4.16,

4.17 y 4.18 comportamiento caótico.
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(a)

(b)

FIGURA 4.14: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=0.5, G−=0.5, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=4.00204
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(a)

(b)

FIGURA 4.15: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=1.0, G−=1.0, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=3.59157
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(a)

(b)

FIGURA 4.16: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=1.5, G−=0.5, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=3.29748
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(a)

(b)

FIGURA 4.17: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=3.0, G−=0.0, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=3.54895
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(a)

(b)

FIGURA 4.18: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=2.5, G−=-0.5, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=2.81264
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(a)

(b)

FIGURA 4.19: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=20, G+=1.0, G−=1.0, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=3.59157
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(a)

(b)

FIGURA 4.20: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=6.2, G+=0.7, G−=0.3, y condiciones iniciales q1=0.1, q2=0.2, p1=0.3,
p2=4.4049
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(a)

(b)

FIGURA 4.21: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=20, G+=1.0, G−=1.0, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=3.59157
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(a)

(b)

FIGURA 4.22: a) Índice de alineamiento más pequeño, b) Mapa de Poincaré
para E=20, G+=1.0, G−=1.0, y condiciones iniciales q1=0.5, q2=0.7, p1=0.9,
p2=3.59157
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4.3.5. Escaneo de la SSP de sistemas hamiltonianos 2D:

Una visión global de la dinámica

Como primer paso, consideremos órbitas con condiciones iniciales que se en-

cuentran en eje p1 = 0 del mapa de Poincaré de la figura 4.22 b), con q2 = 0 y p2

definido por el hamiltoniano (4.1) para p2 > 0.

Los valores de SALI para estas condiciones iniciales para un tiempo de t =

1000 es graficado en la figura 4.23 a) en función de q1 y son coloreados con puntos

de color azul.

Podemos distinguir claramente intervalos de movimiento regular donde el SA-

LI tiene valores dentro de [ 1
10000

,
√

2]. Lo que corresponde a condiciones iniciales

(q1,p1) correspondiente a curvas cerradas de la figura 4.23 b). Podemos tam-

bién observar intervalo de movimiento caótico correspondiente a valores del SALI

entre [0, 1
10000000000

]la que corresponde a condiciones iniciales (q1, p1) de puntos

escaterados de la misma figura.
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(a)

(b)

FIGURA 4.23: a) Valores del ı́ndice de alineamiento más pequeño(SALI) para un
tiempo de integración tf = 1000 para órbitas con condiciones iniciales en el eje
p1 = 0 para la sección de Poincaré b) Mapa de Poincaré (q1,p1) del hamiltoniano
(4.1) para E=6.2 , w=1, j=9/2, G+=0.7 y G−=0.3
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CONCLUSIONES

Las conclusiones acerca de la caracterización de caos del sistema esṕın-bosón

con polarización plana son las siguientes:

- Se ha cumplido con el objetivo central del trabajo que es caracterizar el

comportamiento regular o caótico del sistema esṕın-bosón con polarización plana

del campo electromagnético por medio de la utilización del ı́ndice de alineamiento

más pequeño (SALI), la estrategia utilizada consistió en calcular los ı́ndices SALI

y lo resultados obtenidos compararlos para fines de verificación con los mapas

de Poincaré utilizados en [12], por lo que para tener una información completa

realizamos un barrido de varias condiciones iniciales, valores de enerǵıa y valores

de los parámetros G+ y G−.

- De los resultados de la sección 4.3.2 el comportamiento regular o caótico

del sistema esṕın-bosón con polarización plana depende de las condiciones ini-

ciales, pues para una enerǵıa E=6.2, parámetros G+ = 0.7, G− = 0.3 y J = 4.5

el sistema presenta comportamiento caótico si las condición inicial es (0.3, 0.9,

0.4, 4.22267), para E=6.2, parámetros G+ = 0.7, G− = 0.3 y J = 4.5el sis-

tema presenta comportamiento caótico si las condición inicial es (0.4, 0.9, 0.5,

4.13577), para E=6.2, parámetros G+ = 0.7 G− = 0.3 y J = 4.5 el sistema pre-

senta comportamiento regular si las condición inicial es (0.15, 0.2, 0.3, 4.40296),

y finalmente para E=6.2, parámetros G+ = 0.7 G− = 0.3y J = 4.5 el sistema

presenta comportamiento caótico si las condición inicial es(1.7, 0.4, 2, 2.80386)

- De los resultados de la sección 4.3.3 del comportamiento regular o caótico del

sistema esṕın-bosón con polarización plana podemos concluir que depende de la
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enerǵıa total del sistema ya que encontramos comportamiento regulares cuando

las enerǵıas son cercanas a la enerǵıa mı́nima y encontramos comportamientos

caóticos cuando se tiene enerǵıas altas.

- En cuanto a los resultados de la sección 4.3.4 concluimos que tanto el com-

portamiento regular y caótico del sistema esṕın-bosón depende del valor de los

parámetros G+y G−. En todos los casos calculados encontramos que cuando

G− = 0se encuentra que el sistema esṕın-bosón con polarización plana presenta

comportamiento caótico como, se puede mostrar en la Figura 4.17, por otro lado

para un G+y G− dados encontramos comportamiento caótico del sistema esṕın-

bosón con polarización plana tal como se muestra en las Figuras 4.16, y 4.18.

También para otros valores de G+y G− distintos de cero se exhibe un comporta-

miento regular del sistema esṕın-bosón con polarización plana tal como podemos

observar en las Figuras 4.14, 4.15, 4.19, 4.20, 4.21 y 4.22.

- Con respecto a los resultados que se muestra en la sección 4.3.5 podemos

concluir que en la gráfica (a) podemos observar adecuadamente los valores de

SALI, cuyas condiciones iniciales se toman en el eje p1=0 para la sección de

Poincaré de la Figura b) . Donde para el sistema esṕın-bosón con polarización

plana los puntos altos indican el carácter regular de las orbitas mientras que los

picos bajos el carácter caótico.

57



Bibliograf́ıa

[1] R.H. DICKE, Phys. Rev., 93, 99, (1954).

[2] E.T. JAYNES, F.W.CUMMINGS, Proc. IEEE, 51, (1963).

[3] C. COHEN-TANNOUDJI, B. DIU, F. LALOË, Quantum Mechanics Vol I.,
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APÉNDICES

.1. Definiciones Básicas

Consideremos un sistema de n grados de libertad descrito por n coordena-

das y sus correspondientes momentos canónicos conjugados, agrupados en los

n-vectores (
→
q ,
→
p). Las correspondientes ecuaciones de movimiento (2.4) y (2.5),

las ecuaciones de Hamilton, pueden obtenerse a partir de la condición variacional,

δS = 0, que extrema la acción

S(
→
q , t) =

N∑
i=1

∫ qi(t)

qi(t0)

pidqi −
∫ t

t0

Hdt
′
=

∫ t

t0

Ldt
′

(A.1)

donde H(
→
q ,
→
p, t) es el Hamiltoniano del sistema. La función Lagrangiana,

L(
→
q ,

•
→
q , t),está dado por

L(
→
q ,

•
→
q , t) =

N∑
i=1

•
qi pi −H(

→
q ,
→
p, t), (A.2)

donde

•
→
q se considera ahora como función de

→
q y los momentos generalizados

→
p .

De la forma diferencial de la acción, ecuación (2.6), resulta que las variaciones

de la acción con respecto a las coordenadas y el tiempo son respectivamente,

∂S

∂qi
= pi, i = 1, 2, . . . , n (A.3)
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∂S

∂t
= −H

Para un par de funciones de las coordenadas g1(
→
q ,
→
p) y g2(

→
q ,
→
p),se define el

corchete de Poisson como

{g1, g2} =
N∑
i=1

[
∂g1
∂qi

∂g2
∂pi
− ∂g1
∂pi

∂g2
∂qi

]. (A.4)

En términos de los corchetes de Poisson, la derivada temporal de una fun-

ción arbitraria de las coordenadas y el tiempo, f(
→
q ,
→
p, t),se expresa (usando las

ecuaciones de Hamilton) como

•
f = {f,H}+

∂f

∂t
. (A.5)

Una función sólo de las coordenadas es una constante de movimiento si no

vaŕıa en el transcurso del movimiento y esto ocurre si su corchete de Poisson con el

hamiltoniano se anula y además la función no depende expĺıcitamente del tiempo.

En particular, un hamiltoniano autónomo es una constante del movimiento E =

H(
→
q ,
→
p) que llamamos Ela enerǵıa del sistema.
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.2. Programa Mhatematica para las seccion de

superficie de Poincaré
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.3. Programa Mathematica para los ı́ndices SALI
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