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RESUMEN

En el presente trabajo se pretende dar a conocer algunas herramientas fundamen-

tales en el estudio de la caoticidad de los sistemas dinámicos sobre hiper-espacios,

como son las propiedades de expansividad e hiper-expansividad. El objetivo prin-

cipal es desarrollar la teoría de homeomor�smos hiper-expansivos y formalizar una

teoría de hiper-expansividad para �ujos de�nidos en hiper-espacios, siguiendo la li-

nea de los artículos Artigue (2013) y Bauer and Sigmund (1975). Como objetivos

especí�cos, caracterizaremos los homeomor�smos hiper-expansivos con un número

�nito de órbitas, demostrando que todo espacio métrico que admite un homeomor-

�smos expansivo es �nito. Además, estudiaremos el concepto de minimalidad para

�ujos hiper-expansivos y demostraremos que los conjuntos minimales son órbitas

periódicas.

Palabras clave: Hiper-expansividad, expansividad, cw-expansividad y minima-

lidad.
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ABSTRACT

In the present work it is intended to present some fundamental tools in the study

of the chaoticity of dynamic systems on hyper-spaces, such as the properties of ex-

pansiveness and hyper-expansiveness. The main objective is to develop the theory

of hyper-expansive homeomorphisms and formalize a theory of hyper-expansiveness

for �ows de�ned in hyper-spaces, following the lines of the articles Artigue (2013)

and Bauer and Sigmund (1975). As speci�c objectives, we will characterize hyper-

expansive homeomorphisms with a �nite number of orbits, proving that every metric

space that admits an expansive homeomorphism is �nite. Furthermore, we will study

the concept of minimality for hyper-expansive �ows and we will show that the mi-

nimal sets are periodic orbits.

Keyword: Hyper-expansiveness, expansiveness, cw-expansiveness and minima-

lism.
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INTRODUCCIÓN

La teoría de los sistemas dinámicos surge de la necesidad de construir un mo-

delo que relacione el estado actual con el estado inicial. En particular, la dinámica

compacta se preocupa por lo que sucede cuando consideramos

fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n veces

,

donde f : X → X es una aplicación continua con X un espacio métrico compacto.

Por ejemplo, dado un punto x ∈ X podemos investigar la órbita de este punto:

¾Tiene puntos de acumulación? ¾Es �nita o in�nita? ¾Es denso en el espacio? Entre

otras cuestiones. También es parte del estudio del comportamiento de un sistema

dinámico el comprender y comparar iteraciones de condiciones iniciales cercanas. En

algunas situaciones, las condiciones iniciales cercanas pueden tener futuros dinámicos

muy similares (órbitas futuras). Estas condiciones iniciales forman el conjunto

W s
ε (x) := {y ∈ X | d (fn(x), fn(y)) ⩽ ε para todo n ∈ N} ,

z = x+ iy

conocido como el conjunto estable local. Análogamente, queremos entender el

1
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comportamiento pasado de condiciones iniciales próximas, es decir, el conjunto

W u
ε (x) := {y ∈ X | d (fn(x), fn(y)) ⩽ ε para todo n ∈ N} ,

conocido con el nombre de conjunto inestable local. Una propiedad topológica que

captura la idea de caos es la expansividad, donde diferentes condiciones iniciales,

incluso si son cercanas, tienen trayectorias futuras o pasadas diferentes. El estudio

de los homeomor�smos expansivos se inició en 1950 cuando Williams (1950) de�nió

estos sistemas con el nombre de homeomor�smos inestables. En este primer artícu-

lo se demostraron algunas propiedades generales relacionadas con las trayectorias

asintóticas, la cardinalidad del conjunto de puntos periódicos y las potencias de

los homeomor�smos expansivos. Existen algunas variaciones de expansividad que

la generaliza, como, por ejemplo, la cw-expansividad, introducida por Kato (1993).

Es importante destacar que este último concepto trabaja con conjuntos continuos

(compactos y conexos) : f es un homeomor�smo cw-expansivo si existe δ > 0 tal que

si C es un continuo (compacto y conexo) tal que diamfn(C) ≤ δ para todo n ∈ Z,

entonces C es un único punto. La cw-expansividad ha suscitado varias cuestiones en

relación a continuos, en particular, entender las órbitas de continuos próximos. Así,

Artigue (2013) introduce un concepto más fuerte que la expansividad, denominada

de hiper-expansividad, que estudia el comportamiento de la órbita de dos continuos

su�cientemente próximos.

Para el caso de tiempo continuo, Bowen and Walters (1972) introdujeron una de-

�nición de �ujo expansivos que, aplicada en espacios métricos compactos arbitrarios,

les permitió demostrar algunas propiedades compartidas con los �ujos de Anosov.

Una primera forma de explorar el mundo más allá de la expansividad sería conside-

rar �ujos con alguna variación de la expansividad, como la cw-expansividad. Esta

última fue de�nida por Arbieto et al. (2017), y observamos que los �ujos expansivos

implican la cw-expansividad. Siguiendo esta línea, surge una cuestión inmediata:

introducir un concepto más fuerte que la expansividad, similar a lo hecho en el ca-

so discreto. Por lo tanto, en este trabajo tenemos como objetivo de�nir los �ujos

hiper-expansivos y observar sus características y propiedades.

2
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A continuación, delinearemos la estructura de la evolución de nuestro trabajo. El

primer capítulo se centrará en el marco teórico, mientras que los capítulos subsiguien-

tes abordarán los resultados, conclusiones y/o recomendaciones. Por consiguiente,

comenzaremos a exponer el Capítulo 1.

Con el objetivo de proporcionar contexto, la primera sección estará dedicado a

mencionar los resultados que forman parte de los antecedentes, la segunda sección

describimos los materiales y métodos y en la tercera sección mencionaremos de�ni-

ción y conceptos básicos de la dinámica topológica. En el capítulo 2, presentaremos

a los homeomor�smos Hiper-expansivos, donde un resultado principal para este tipo

de homeomor�smos es la existencia de un numero �nito de órbitas periódicas, y que

todo punto no errante es atractor o repulsor.

En el capítulo 3 nos centraremos en desarrollar el objetivo principal de nuestro

trabajo, que consiste en desarrollar los �ujos hiper-expansivos. Para de�nir este

concepto nuevo, empezamos a �jar ciertos conjuntos:

R = {h : R→ R homeomor�smos tal que h(0) = 0}.

H(A) = {α : A → R : ∃xα ∈ A con α(xα) = idR y ∀ t ∈ R, α(.)(t) ∈

C0(A,R)}.

Para α ∈ H(A) y t ∈ R, de�namos X t
α(A) = {ϕα(x)(t)(x) : x ∈ A}. Cuando

α(x) = Id para todo x ∈ A, denotaremos a X t
Id
(A) simplemente por X t(A).

La hiper-expansividad fue de�nida de la siguiente forma:

De�nición. Un �ujo (X,ϕ) de�nido en un espacio métrico X es llamado hiper-

expansivo si (2X , ϕ̂) es expansivo, es decir, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

si

dH(X t(B),X t
αA) ≤ δ para todo t ∈ R y A,B ∈ 2X

entonces A ⊂ ϕ(−ε,ε)B.

Es importante destacar que la adaptación de la hiper-expansividad para �ujos es

más sutil que la hiper-expansividad para homeomor�smos, debido a la dirección del

�ujo y a la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones. Demostramos

3
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que la hiper-expansividad implica la expansividad. Sin embargo, es importante se-

ñalar que la implicancia inversa no es verdadero. De hecho, mostramos que el �ujo

suspensión de la Herradura de Smale es expansiva pero no hiper-expansivo. Ade-

mas, probamos que todo conjunto minimal está contenido en un segmento de órbita

y que este tipo de �ujos posee al menos una órbita periódica. Finalmente, con todo

lo descrito, establecemos el siguiente Teorema.

Teorema. Sea (X,ϕ) um �ujo hiper-expansivo. Para cualquier x ∈ X existe un

punto periódico p ∈ X tal que Orb(p) ⊂ ω(x).

El Capítulo 4 describirá los resultados, discusiones y conclusiones.

4



CAPÍTULO 1

MARCO TEÓRICO

1.1. Antecedentes

Este presente trabajo de tesis se ha desarrollado en el marco de los siguientes

proyectos de investigación:

Internacionales.

De acuerdo al trabajo de Hiraide (1990), en su artículo �Expansive homeomorphisms

of compact surfaces are pseudo-Anosov�, observa que un objetivo importante en la

dinámica topológica es comprender el comportamiento global de los homeomor�s-

mos expansivos, cuyo punto clave es determinar las propiedades topológicas de los

conjuntos estables. En consecuencia, en este trabajo de tesis investigaremos sobre

los conjuntos estables e inestables de �ujos hiper-expansivos, relacionando con los

resultados de los artículos mencionados.

Thomas (1991), en su artículo �Canonical Coordinates and the Pseudo Orbit

Tracing Property�, realizó un estudio sobre diversas propiedades de los �ujos de�-

nidos en espacios métricos, como son la propiedad de sombreamiento, expansividad

y la estructura de producto local. Este trabajo se relaciona con la investigación

planteada, ya que muestra diversas herramientas para abordar multiples problemas

relacionas a la expansividad.

5



1.2. MATERIALES Y MÉTODOS

Artigue (2013), en su artículo: �Hyper-expansive Homeomorphism�, se desarrolla

la teoría de hiper-expansividad para homeomor�smos y tiene como objetivo principal

demostrar que el número de órbitas es �nitas y que el conjunto no errante es la unión

de puntos repelentes y atrayentes. Este trabajo es pertinente con la investigación

aquí planteada, ya que aborda la teoría base de nuestro trabajo.

Siguiendo en esta línea de investigación Namjip et al. (2020), en su artículo

�Topological stability in Hyperspace dynamical systems�, este artículo amplia el

concepto de estabilidad topológica de mapas continuos a los correspondientes mapas

inducidos y demuestra que un mapa continuo es topológicamente estable si y sólo

si su mapa inducido también es topológicamente estable. Este trabajo también se

relaciona con la investigación planteada, como fue descrito en los obejtivos, estamos

interesados en relacionar la hiper-expansividad con la estabilidad topológica para

�ujos.

1.2. Materiales y Métodos

1.2.1. Hipótesis de investigación

Hipótesis general

Se de�ne la hiper-expansividad para �ujos en hiper-espacios.

Hipótesis especí�cos

1. Es importante el estudio teórico de homeomor�smos hiper-expansivos.

2. Todo espacio métrico compacto que admite un homeomor�smo hiper-expansivo

es �nito.

3. Existe una relación entre los conjuntos minimales y las órbitas periódicas para

�ujos hiper-expansivos.

6



1.2. MATERIALES Y MÉTODOS

1.2.2. Tipo de Investigación

Nuestro trabajo de investigación se centra en el estudio teórico de homeomor-

�smos hiper-expansivos y en el desarrollo de una teoría para �ujos desde el punto

de vista topológico sin involucrar a la derivada. Sabemos que para el investigador

de ciencias naturales el conocimiento de las propiedades diferenciales de un sistema

nunca es inmediato, por lo tanto, este tipo de teorías ofrecen una mayor facilidad

en su entendimiento y difusión.

Investigación básica o aplicada.

Tam Malaga et al. (2008) En la publicación �Tipos, Métodos y Estrategias de In-

vestigación Cientí�ca". De�ne que la investigación aplicada tiene como objetivo me-

jorar nuevos conocimientos a través de la investigación estratégica para determinar

si pueden ser útilmente aplicados con o sin mayor re�namiento para los propósitos

de�nidos. La información obtenida a través de este tipo de investigación debería

también ser aplicable en cualquier lugar y por lo tanto ofrece oportunidades signi�-

cativas para su difusión.

1.2.3. Nivel de Investigación

El estudio de nuestro trabajo de investigación se realizará en dos etapas. Primero,

se analizará e investigará aspectos concretos que ya están establecidos. Básicamente

se trata de explorar y entender todos los conceptos y resultados de la teoría de

homeomor�smos hiper-expansivos. Segundo, se investigará aspectos concretos que

aún no han sido analizados en profundidad. De hecho, realizaremos una exploración

o primer acercamiento para la formalización de la teoría de �ujos hiper-expansivos.

Por lo tanto, se empleará los siguientes niveles de investigación:

Explicativa. El nivel de investigación explicativa se encarga de buscar el por que

de los hechos mediante el establecimiento de responder la causa de los eventos y

fenómenos, que condiciones se mani�esta o por que se relaciona dos o más variables.

Exploratorio. Se plantea cuando se observa un fenómeno que debe ser analizado.

Por tanto, su función es el reconocimiento, identi�cación y exploración o primer

acercamiento de un problema.

7
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1.2.4. Diseño de Investigación

El diseño de investigación es la estructura o guía utilizada para la plani�cación,

implementación y análisis del estudio. En particular, la investigación cualitativa sue-

le partir de una pregunta de investigación, que deberá formularse en concordancia

con la metodología que se pretende utilizar. la investigación cualitativa se realiza a

través de diferentes tipos de datos, tales como entrevistas, imágenes, observación,

documentos, libros, audios, entre otros. Por lo tanto, el diseño cuanlitativo resaltan-

te en este trabajo será:

Descriptiva-Explicativa.

Roberto Hernández and Mendoza Torres (2018) En la publicación �Métodología de

la investigación" de�ne que la investigación explicativa se encarga de buscar el por

que de los hechos mediante el establecimiento de responder la causa de los eventos

y fenómenos.

Población y muestra

Por la naturaleza del presente trabajo, no-estadístico (análisis y manejo de datos),

no se presenta población ni muestra.

1.3. Preliminares

Nuestro objetivo en esta sección es presentar algunos resultados que serán de

utilidad para el desarrollo de esta tesis.

1.3.1. Topología

A continuación, enunciaremos algunas nociones elementales de topología general

que serán indispensables para los próximos capítulos.

De�nición 1.1. Sean X un conjunto arbitrario e τ una familia de subconjuntos de

X. La familia τ es una topología en X si

8
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(i) ∅, X ∈ τ ;

(ii) cualquier unión de elementos de τ es un elemento de τ ;

(ii) cualquier intersección de un número �nito de elementos de τ es un elemento

de τ .

Si τ es una topología en X, el par (X, τ) es un espacio topológico. Los elementos

de τ son llamados conjuntos abiertos de X. Un subconjunto F ⊂ X es cerrado

en X si su complemento F c = X \ F es abierto (es decir, si F c ∈ τ).

A menudo denotaremos el espacio topológico (X, τ) simplemente por X, sobreen-

tendiendo que la topología τ está de�nida en X. Al tratar con diferentes topologías

en el mismo espacio X, haremos explícita la topología considerada. Observe que los

conjuntos X y ∅ son abiertos y cerrados simultáneamente en cualquier topología

de�nida en X.

Dado un subconjunto B ⊂ X, naturalmente tenemos una topología de�nida en B, al

considerar abiertos los conjuntos B ∩A, donde A ∈ τ . Esta es la topología inducida

en el conjunto B por la topología τ .

De�nición 1.2. Sean τ1 e τ2 dos topologías en un conjunto X. Decimos que τ1 es

menos �na que τ2 si τ1 ⊂ τ2.

De�nición 1.3. Sea (X, τ) un espacio topológico no vacío. Decimos que B ⊂ τ

es una base de la topología τ si todo abierto U ∈ τ es una unión(arbitraria) de

elementos de B.

De�nición 1.4. sean (X, τ) un espacio topológico y x ∈ X, un entorno de x es un

conjunto Vx para el cual existe U ∈ τ con x ∈ U ⊂ V . Si B es una base de τ , una

base de entornos de x está formada por todos los conjuntos en B que contienen

el punto x.

De�nición 1.5. Un conjunto X es un espacio métrico si en él se de�ne una

métrica d, es decir, una función distancia d : X × X → [0,∞) satisfaciendo las

siguientes condiciones para cualquier x, y, z ∈ X,

9
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(i) d(x, y) = 0 si y sólo si, x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdad triangular).

Algunas veces haremos explicita la métrica en X, denotando (X, d) simplemente por

X. La métrica d en X puede ser llamada, simplemente, de distancia en X.

Ejemplo 1.6. Sea (M,d) un espacio métrico. Decimos que un conjunto A ⊂ M es

un conjunto abierto desde que cada punto a ∈ A es el centro de una bola abierta

B(a, r) completamente contenido en A. Es decir, existe r > 0 tal que

B(a, r) = {x ∈ M : d(a, x) < ε} ⊂ A.

De esta forma, se de�ne una topología τ en M , donde

B = {B(a, r) : a ∈ M y r > 0},

es una base para esta topología. ◁

Sea A ⊆ X, un punto x ∈ X es un punto de adherencia de A si A∩ Vx ̸= ∅ para

todo entorno Vx. La clausura1 de A es el conjunto de sus puntos de adherencia, y es

denotado por A.

De�nición 1.7. Um subconjunto A de un espacio métrico X se dice que es denso

en X si Ā = X.

1.3.2. Métrica de Hausdor�

Los espacios métricos son considerados fuentes de estudio para el análisis ma-

temático, con ello se desprenden diferentes temáticas, entre ellas, la distancia de

Hausdor� que corresponde, extiende y ajusta la noción de distancia entre subcon-

juntos no vacíos compactos en el ambiente de los espacios métricos. Felix Hausdor�,

fue un matemático alemán que esta considerado como uno de los fundadores de la

1Adherencia, cerradura

10
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topología moderna y que ha contribuido signi�cativamente a la teoría de conjuntos,

la teoría descriptiva de conjuntos, la teoría de la medida y entre otras.

Sean (X, d) un espacio métrico, A,B ⊆ X subconjuntos no vacíos y x ∈ X.

De�namos la distancia del punto x al conjunto A como:

d(x,A) = ı́nf{d(x, y) : y ∈ A},

y la distancia de los conjuntos A y B como:

d(A,B) = ı́nf{d(x, y) : y ∈ B y x ∈ A}.

Sea

2X = {A ⊆ X : A es compacto y no vacio },

Para cualquier ε > 0, llamaremos de ε-entorno de A ⊆ 2X al conjunto Vε(A) de�nido

por

Vε(A) = {y ∈ X : d(y, A) ≤ ε}.

Cuando sea necesario denotaremos a Vε(A) por V (ε, A).

De�nición 1.8. Sea ε > 0. Si A,B ∈ 2X , entonces de�na dH : 2X × 2X → [0,∞]

por

dH(A,B) = ı́nf{ε > 0 : B ⊆ Vε(A) y A ⊆ Vε(B)}

En el siguiente teorema mostraremos que dH es una métrica y llamaremos a dH

de métrica de Hausdor�. Observemos que la métrica de Hausdor� mide cuan lejos

están uno de otro dos subconjuntos compactos de X.

Teorema 1.9. La función dH : 2X × 2X → [0,∞] es una métrica para 2X .

Demostración. Mostremos la desigualdad triangular

(∗) dH(A,C) ≤ dH(A,B) + dH(B,C).

Sea η > 0 y δ = η/2. De acuerdo con la de�nición dH tenemos que:

(1) A ⊂ V (dH(A,B) + δ, B),

11
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(2) B ⊂ V (dH(B,C) + δ,C).

Sea a ∈ A. Por (1), existe b ∈ B tal que

d(a, b) < dH(A,B) + δ.

Por (2), existe c ∈ C tal que

d(b, c) < dH(B,C) + δ.

Por lo tanto, de acuerdo con la de�nición de δ, tenemos que

d(a, c) < dH(A,B) + dhH(B,C) + η.

Así, como a ∈ A es un punto arbitrario de A tenemos que

A ⊂ V (dH(A,B) + dH(B,C) + η, C), (1.1)

Con un similar argumento tenemos que

C ⊂ V (dH(A,B) + dH(B,C) + η,A), (1.2)

Dado que η fue un número arbitrario.

1.3.3. Dinámica topológica

Sea (X, d) un espacio métrico, f : X → X un homeomor�smo y x ∈ X. Llama-

remos de órbita de x al conjunto O(x) de�nido por

O(x) = {. . . , f−1(x), x, f(x), f 2(x), . . .}.

De manera particular, llamaremos de órbita positiva y órbita negativa del punto

x ∈ X a los conjuntos

O+(x) = {x, f(x), f 2(x), . . .} y O−(x) = { x, f−1(x), f−2(x), . . .},

12
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respectivamente. Un punto p ∈ X se dice periódico se existe k ≥ 1 tal que fk(p) =

p. Se llama periodo de p al mínimo n ∈ N tal que fn(p) = p. En el caso que

f(p) = p, llamaremos a p de punto �jo.

De�nición 1.10. Sea ε > 0 e x ∈ X. Llamamos de conjunto estable local e

inestable local de x a los conjuntos W s
ε (x) y W u

ε (x) respectivamente, de�nidas

por:

W s
ε (x) = {y ∈ X : d(fn(x), fn(y)) ≤ ε para todo n ≥ 0},

W u
ε (x) = {y ∈ X : d(fn(x), fn(y)) ≤ ε para todo n ≤ 0}.

De�nición 1.11. Sea ε > 0 y x ∈ X. Llamamos de conjunto estable e inestable

de x a los conjuntos W s(x) y W u(x) respectivamente, de�nidas por:

W s(x) = {y ∈ X : d(fn(x), fn(y)) → 0 cuando n → ∞},

W u(x) = {y ∈ X : d(fn(x), fn(y)) → 0 cuando n → −∞}.

Conjuntos minimales

Decimos que un conjunto A ⊆ X es f -invariante si f(A) = A. A menudo llama-

remos al conjunto f -invariante simplemente de invariante, sobreentendiendo que el

sistema dinámico con el que trabajamos es con respecto a f .

De�nición 1.12. Sea (X, d) un espacio métrico. Un subconjunto K ⊆ X es mini-

mal si

a) K es cerrado y f -invariante,

b) K no contiene ningún subconjunto propio no vacío que sea cerrado e invariante.

Para un ejemplo sobre este tipo de conjuntos, basta observar la órbita de un pun-

to periódico. De hecho, si p es periódico con periodo n ∈ N, entonces O(x) =

{x, f(x), . . . , fn(x)} es cerrado e invariante. Además, no puede contener ningún sub-

conjunto propio cerrado e invariante, caso contrario, contradice el hecho de n ser el

periodo de p.

13
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Teorema 1.13. Sea (X, d) un espacio métrico. Un conjunto invariante K ⊂ X es

llamado minimal si, para todo x ∈ K la órbita O+(x) es denso en K.

Demostración. Sea K un conjunto minimal y considerere x ∈ K. Dado que K es

compacto y invariante entonces tenemos que O(X) ⊂ K, luego como O(X) es un

conjunto cerrado e invariante tenemos que O(X) = K.

Decimos que un conjunto A es ε-denso en B si para todo y ∈ B existe x ∈ A tal

que d(y, x) ≤ ε.

Observacíon 1.14. Minimalidad implica que para todo ε > 0 existe n > 0 tal que

para todo x ∈ K el conjunto On(x) = {x, f(x), . . . , fn(x)} es ε-denso en K. En

efecto, suponga por contradicción que existe ε > 0, una sucesión nk → ∞ desde

que k → ∞ tal que Onk
(x) = {x, f(x), . . . , fnk(x)} no es ε-denso en K. Por lo

tanto, mostramos que existe ε > 0 e y ∈ K tal que d(y, fnx) ≥ ε para todo n ∈ N.

Contradiciendo la minimalidad

Conjunto omega-límite y alpha-límite

Sea f : M → M un sistema dinámico discreto y x ∈ M . De�nimos el conjunto

ω-límite de x como

ω(x, f) = {y ∈ M : ∃nk → +∞ tal que fnkx → y},

Análogamente, de�namos el conjunto α-límite de x como

α(x, f) = {y ∈ M : ∃nk → −∞ tal que fnkx → y}.

Es importante observar que si p ∈ X es un punto periódico, entonces α(p) = ω(p) =

O(p). En efecto, sea y ∈ α(p) y nk → +∞ tal que fnkp → y. Como p es periódica,

entonces existe un mínimo n0 ∈ N tal que fn0p = p. Por lo tanto, existe s ∈

{1, 2, . . . , n0} tal que los nk son de la forma nk = n0.k + s. Así, y = f s(p) ∈ O(p).

La otra inclusión puede ser obtenida de la misma forma.

Nuestro objetivo precisamente se reexpresa como: encontrar los límites ω y α

para cada punto de X. En particular, necesitamos conocer información sobre los

14
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x

ω(x)
y

Figura 1.1: Conjunto Omega limite ω(x)

conjuntos L+(f) =
⋃

x∈X
ω(x), L−(f) =

⋃
x∈X

α(x) y L(f) = L+(f) ∪ L−(f), el límite

futuro, el límite pasado y el límite de f , respectivamente.

El límite ω de un punto podría ser vacío, como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.15. Sea X = R y f : R→ R tal que f(x) = 2x. En este caso, tenemos

que fn(x) = 2nx, lo que implica que ∀n ∈ N, fn(0) = 0 y ω(0) = α(0) = 0. Sin

embargo, para un punto no nulo x, tenemos que ĺım
n→∞

2−nx = 0 y ĺım
n→∞

2nx = ∞, lo

que implica que α(x) = 0 pero ω(x) = ∅. ◁

Para evitar estas situaciones, siempre supondremos que X es compacto.

De�nición 1.16. Un subconjunto Y de X se dice que es invariante bajo f si f(Y ) =

Y .

Denotaremos por Per(f) al conjunto de todos los puntos periódicos en X.

Proposición 1.17. Per(f) es f invariante.

Demostración. Es inmediato por el hecho de que f(x) y f−1(x) están en la misma

órbita que x.

Proposición 1.18. ω(x) es compacto e invariante bajo f .

Demostración. Sea y ∈ X − ω(x). Entonces, por de�nición del ω-límite, y no es un

punto de acumulación de la sucesión fn(x)n ∈ N, por lo que ∃U vecindad de y, tal

que existe n0 > 0 : ∀n > n0, f
n(x) /∈ U . Si y′ ∈ U , entonces y′ tampoco es un punto

de acumulación por la misma razón. Por lo tanto, U ⊆ X−ω(x), lo que implica que

X − ω(x) es abierto. Entonces, ω(x) es cerrado y, por lo tanto, compacto.

15
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Sea y ∈ ω(x). Entonces, existe una subsecuencia {fnk(x)}k∈N que converge a y.

Debido a la continuidad de f , la subsecuencia {fnk+1(x)}k∈N converge a f(y). Así

que f(y) ∈ ω(x), lo que implica que f(ω(x)) ⊆ ω(x). Pero f es un homeomor�smo,

por lo que {fnk−1(x)}k∈N−0 converge a f−1(y) y luego f−1(ω(x)) ⊆ ω(x), lo que

implica que ω(x) = f(f−1(ω(x))) ⊆ f(ω(x)). Por lo tanto, ω(x) = f(ω(x)).

De hecho, {ω(x)}x∈X son los conjuntos mínimos cerrados e invariantes bajo f :

Proposición 1.19. Sea Y ⊆ X cerrado e invariante bajo f , y y ∈ Y . Entonces

ω(y) ⊆ Y .

Demostración. Sea y ∈ Y y y′ ∈ ω(y). Entonces, existe fnk(y)k∈N → y′. Pero

tenemos que Y es invariante bajo f , por lo que ∀n ∈ N, fn(y) ∈ Y . Por lo tanto,

y′ ∈ Y , debido a que Y es cerrado. Así que ω(y) ⊆ Y .

Análogamente, α(x) es compacto e invariante bajo f . Ahora demostraremos que

L+(f), L−(f) y L(f) también son invariantes bajo f (la compacidad es directa por

de�nición), pero primero necesitamos un lema general.

Lema 1.20. Si Y es un conjunto invariante bajo f , entonces Ȳ es invariante bajo

f .

Demostración. Sea y ∈ Ȳ . Existe una secuencia {yn}n∈N de elementos de Y que

converge a y. Debido a la continuidad de f , {f(yn)}n∈N converge a f(y). Pero Y

es invariante bajo f , por lo que ∀n ∈ N, f(yn) ∈ Y . Entonces, f(y) ∈ Ȳ , lo que

implica que f(Ȳ ) ⊆ Ȳ . Sin embargo, f es un homeomor�smo, por lo que Y también

es invariante bajo f−1. Entonces f−1(Ȳ ) ⊆ Ȳ , lo que implica que Ȳ = f(f−1(Ȳ )) ⊆

f(Ȳ ). Por lo tanto, Ȳ = f(Ȳ ).

Proposición 1.21. L+(f), L−(f) y L(f) son invariantes bajo f .

Demostración. Observamos que
⋃

x∈X
ω(x) y

⋃
x∈X

α(x) son uniones de conjuntos inva-

riante bajo f , por lo que son invariantes bajo f . De acuerdo con el lema anterior,

L+(f) y L−(f) también son invariantes bajo f . Dado que L(f) = L+(f) ∪ L−(f),

entonces también es invariante bajo f .
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Proposición 1.22. Si x ∈ X es periódico si y solo si su órbita es �nita.

Demostración. Dado que O(x) es �nita, existe un n tal que x, f(x), ..., fn(x) son

distintos, pero fn+1(x) es igual a fm(x) para algún m ∈ 0, 1, ..., n. En este caso,

fn+1−m(x) = f−m ◦ fn+1(x) = f−m ◦ fm(x) = x, lo que implica que m = 0 debido a

la minimalidad de n. Así que fn+1(x) = x.

Recordando que el número natural mínimo π(x) tal que fπ(x)(x) = x se llama el

período de x.

Conjunto no errante

Sea f : M → M un sistema dinámico. Un punto x ∈ X es un punto no errante

si para todo entorno U de x, existe n ≥ 1 tal que fn(U) ∩ U ̸= ∅. Denotaremos por

Ω(f) al conjunto de todos los puntos no errantes, es decir,

Ω(f) = {x ∈ M : x es no errante}.

Observemos que el conjunto Ω(f) es cerrado y invariante. Además

Si p ∈ Per(f) ⇒ p ∈ Ω(f).

Si x ∈ M ⇒ ω(x) ⊂ Ω(f) y α(x) ⊂ Ω(f).

x

Figura 1.2: Conjunto no errante
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Proposición 1.23. Un punto x ∈ X es errante si y solo si ∃U un entorno de x y

∃n0 ∈ N : ∀n > n0, fn(U) ∩ U = ∅.

Demostración. (⇒) Trivial.

(⇐) Tomemos U un entorno de x, n0 ∈ N : ∀n > n0, fn(U) ∩ U = ∅ y V0, .., Vn0

conjuntos abiertos que son mutuamente disjuntos y ∀i ∈ {0, ..., n0}, f i(x) ∈ Vi.

Tenemos que V = U ∩
n0⋂
i=0

f−i(Vi) es un entorno de x, porque x ∈ U y f i(x) ∈ Vi.

Para i ∈ {1, ..., n0}, f i(V ) ⊆ Vi, así que V ∩ f i(V ) = ∅, porque V ⊆ V0. Para

i > n0, f i(V ) ⊆ f i(U), así que V ∩ f i(V ) = ∅ porque V ⊆ U . Por lo tanto, x es

errante.

Llamamos Ω(f) al conjunto de puntos no errantes de f .

Proposición 1.24. Ω(f) es compacto e invariante bajo f .

Demostración. Sea x ∈ X − Ω(f). Existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U y

∀n ∈ N, fn(U) ∩ U = ∅. Si y ∈ U , entonces U es un entorno de y, por lo que y es

errante. Así que X − Ω(f) es abierto, lo que implica que Ω(f) es cerrado y, por lo

tanto, compacto.

Sea x ∈ Ω(f) y U un entorno de f(x). Entonces f−1(U) es un entorno de x.

Tenemos que x no es errante, así que ∃n ∈ N : f−1(U)∩fn−1(U) ̸= ∅, lo que implica

que U∩fn(U) = f(f−1(U)∩fn−1(U)) ̸= ∅. Por lo tanto, f(x) ∈ Ω(x), lo que implica

que f(Ω(x)) ⊆ Ω(x). De manera análoga, tenemos que f−1(Ω(x)) ⊆ Ω(x), lo que

implica que Ω(f) = f(f−1(Ω(x))) ⊆ f(Ω(x)). Así que f(Ω(x)) = Ω(x).

Proposición 1.25. L(f) ⊆ Ω(f).

Demostración. Sea y ∈ X y x ∈ ω(y). Entonces existe una subsecuencia {fnk(y)}k∈N
que converge a x. Si U es un entorno de x, existen al menos dos nk1 > nk2 tales

que fnk1 (y), fnk2 (y) ∈ U . Por lo tanto, fnk1 (x) ∈ fnk1
−nk2 (U), lo que implica que

U ∩ fnk1
−nk2 (U) ̸= ∅. Así que x ∈ Ω(f), ω(y) ⊆ Ω(f),

⋃
x∈X

ω(x) ⊆ Ω(f) y L+(f) ⊆

Ω(f), porque Ω(f) es cerrado. De manera análoga, tenemos que L−(f) ⊆ Ω(f). Por

lo tanto, L(f) ⊆ Ω(f).

Por lo tanto, tenemos que Per(f) ⊆ L(f) ⊆ Ω(f), pero en general estos conjuntos

son distintos.
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Observacíon 1.26. Una órbita puede ser vista como la secuencia (xk)k∈Z ⊂ X, tal

que f(xk) = xk+1, k ∈ Z.

De�nición 1.27. Sea I ⊂ Z un rango de enteros, es decir, I = [a, b]∩Z y ε > 0. Una

secuencia (xk)k∈I ⊂ X se dice ser un ε-pseudo-orbita para f , si d (f(xk), xk+1) < ε,

para todo k ∈ I, con k + 1 ∈ I.

Cuando I es �nito, decimos que (xk)k∈I es una pseudo-órbita-�nita, y (xk)k∈I

es una pseudo-órbita-in�nita si I es un rango in�nito. Cuando I = N decimos

que (xk)k∈I es una pseudo-órbita-positiva y es una pseudo-órbita-negativa si I =

−N (= {−n;n ∈ N}). Si tenemos I �nito, es decir, I = {k0, k0 + 1, . . . , k0 + n0}, y

xk0+n0 = xk0 , decimos que (xk)k∈I es una pseudo-órbita periódica.

De�nición 1.28. Un punto x ∈ X se llama cadena recurrente si existe una ε-

pseudo-órbita desde x hacia sí misma para cualquier elección de ε > 0. El conjunto

de todos los puntos cadena recurrentes se llama el conjunto cadena recurrente y se

denota por R(f).

Proposición 1.29. R(f) es compacto y f -invariante.

Demostración. Dado que X es compacto, es su�ciente demostrar que R(f) es un

conjunto cerrado. Considere cualquier secuencia (xn)n∈N en R(f), con ĺım
n→∞

xn = y.

Para cualquier ε > 0, existe n0 ∈ N tal que xn ∈ B(y, ε), para todo n ≥ n0. Tome

la ε-pseudo-órbita periódica que contiene xn0+1 y reemplace el término xn0+1 por y,

obteniendo una ε-pseudo-órbita periódica que contiene a y, entonces y ∈ R(f), por

lo que R(f) es un conjunto cerrado, como se desea.

Ahora, tome x0 ∈ R(f) y ε > 0, necesitamos encontrar una ε-pseudo-órbita

periódica que contenga a f(x0). Por continuidad de f , existe δ1 > 0 tal que d(x, y) <

δ1 implica d(f(x), f(y)) < ε
2
, para todo x, y ∈ X. Tome δ = mı́n{δ1, ε

2
} y, dado

que x0 ∈ R(f), considere la δ-pseudo-órbita periódica (xk)k∈I que contiene a x0,

asumiendo que I = {0, 1, 2, . . . }. De�na (yk)k∈I por

yk =

 xk, k ̸= 1

f(x0), k = 1
.
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Entonces, (yk)k∈I es una ε-pseudo-órbita periódica que contiene a f(x0). De hecho,

dado que (xk)k∈I es una δ-pseudo-órbita periódica, tenemos d(f(x1), x2) < δ <
ε

2
y

d(f(x0), x1) < δ < δ1 implica d(f(f(x0)), f(x1)) <
ε

2
. Entonces,

k = 0 ⇒ d(f(yk), yk+1) = d(f(y0), y1) = d(f(x0), y1) = 0 < ε,

k = 1 ⇒ d(f(yk), yk+1) = d(f(y1), y2) = d(f(f(x0)), x2)

≤ d(f(f(x0)), f(x1)) + d(f(x1), x2)

< ε
2
+ ε

2
= ε

,

y

k > 1 ⇒ d(f(yk), yk+1) = d(f(xk), xk+1) < δ < ε.

Entonces, f(x0) ∈ R(f) y f(R(f)) ⊂ R(f).

Dado que f es un homeomor�smo, tenemos f−1(R(f)) ⊂ R(F ) por lo tanto

R(f) ⊂ f(R(f)), y concluimos la prueba de que R(f) = f(R(f)), es decir, R(f) es

f -invariante.

Proposición 1.30. Ω(f) ⊆ R(f).

Demostración. Sea x ∈ Ω(f), para todo ε > 0 existe n0 ∈ N tal que

fn0 (B (x, ε)) ∩B (x, ε) ̸= ∅.

De�niendo

x0 = x, x1 = f(x), . . . , xn0−1 = fn0−1(x), xn0 = fn0(x), xn0+1 = x0, . . .

Obtenemos un pseudoórbita periódica ε que contiene a x, por lo tanto, x ∈ R(f) y

Ω(f) ⊂ R(f).

Con esto, tenemos Per(f) ⊆ L(f) ⊆ Ω(f) ⊆ R(f). En general, estos conjuntos

no son iguales. Veamos un caso donde Ω(f) ⊊ R(f).

Ejemplo 1.31. Considere el homeomor�smo f : S1 → S1 que satisface:

- f(p1) = p1 y f(p2) = p2;
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Figura 1.3: S1

- Si x ∈ C1 entonces ω(x) = {p2} y α(x) = {p1};

- Si x ∈ C2 entonces ω(x) = {p1} y α(x) = {p2}.

Mostraremos que R(f) = S1 y Ω(f) = {p1, p2}. En primer lugar, es fácil ver que

{p1, p2} ⊂ Ω(f). Sea x ∈ S1 \ {p1, p2}, entonces x es un punto errante, es decir, x /∈

Ω(f). De hecho, supongamos que x ∈ C2 y tomemos intervalos I0 e I1 que contengan

a p1 y x, respectivamente, con I0 ∩ I1 = ∅. Existe n0 ∈ N tal que fn0(Ī1) ⊂ I0, para

ver esto, para todo y ∈ Ī1 consideremos n(y) ∈ N que garantiza fk(y) ∈ I0, si

k ≥ n(y).

Dado que fn(y) es continua, existe δy > 0 tal que

fn(y) (B (y, δy)) ⊂ I0 y fk (B (y, δy)) ⊂ I0,

para todo k ≥ n(y). Por la compacidad de Ī1 existen y1, . . . , ym, n(y1), . . . , n(ym)

y δy1 , . . . , δyn que cumplen Ī1 ⊂
m⋃
i=1

B (yi, δyi) y fk (B (yi, δyi)) ⊂ I0, para todo k ≥

n(yi). Tomando n0 = máx1≤i≤m{n(yi)} tenemos fn0
(
Ī1
)
⊂ I0. Entonces, hemos

demostrado que existe un conjunto abierto U ⊂ S1, con x ∈ U , tal que fn(U)∩U = ∅,

para n ∈ N, es decir, x es un punto errante, así que Ω(f) = {p1, p2}.

Ahora, veremos que R(f) = S1. Para ello, sea x ∈ S1 y ε > 0, obtendremos una

pseudo órbita periódica ε que contiene a x. Supongamos que x ∈ C2, podemos elegir
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k1 ∈ N tal que d
(
fk1(x), p1

)
< ε

2
. Luego, tomamos un punto z ∈ C1∩B(p1,

ε
2
) y elegi-

mos k2 ∈ N tal que fk2(x) ∈ B
(
p2,

ε
2

)
. De�nimos la secuencia (xk)k∈{0,...,2k1+k2} ⊂ X

como

xk =


fk(x), k ∈ {0, . . . , k1 − 1},

fk−k1(z), k ∈ {k1, . . . k1 + k2 − 1},

fk−(2k1+k2)(x), k ∈ {k1 + k2, . . . 2k1 + k2}.

Entonces, tenemos

d (f(xk1−1), xk1) = d
(
fk1(x), z

)
< ε

y

d (f(xk1+k2−1), xk1+k2) = d
(
fk2(z), f−k1(x)

)
< ε (1.3)

o d (f(xk), xk+1) = 0, en caso contrario. Así que (xk)k∈{0,...,2k1+k2} es una ε-pseudo-

órbita periódica que contiene x. Esto es válido para cualquier ε > 0, entonces x ∈

R(f) y R(f) = S1. En este ejemplo, Per(f) = L(f) = Ω(f) = {p1, p2} ⊊ R(f) =

S1.

1.3.4. La Herradura de Smale

Sean Q = [0, 1] × [0, 1] un cuadrado unitario, A un semicírculo de radio 1 por

debajo de Q, B un semicírculo de radio 1 por encima de Q y N = A ∪Q ∪B. Sean

Hj, para j ∈ {0, 1}, dos frajas horizontales

Hj =
{
(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, yj1 ≤ y ≤ yj2

}
, con0 ≤ y01 < y02 < y11 < y12 ≤ 1

y sean Vj, para j ∈ {0, 1}, dos frajas verticales,

Vj =
{
(x, y) ∈ R2 : xj

1 ≤ x < xj
2, 0 ≤ y ≤ 1

}
, con 0 ≤ x0

1 ≤ x0
2 < x1

1 < x1
2 ≤ 1.

Sean G una franja horizontal comprendida entre H0 e H1, H2 una franja horizontal

inferior en Q por de bajo de H0, e H3 una franja horizontal superior en Q por encima

de H1.
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f 2(N)f(N)N

f

f(H1)f(H0)

f(G)

f(B)f(A)

f

H3

H2

H1

H0

G

B

A

Figura 1.4: La herradura de Smale

La función herradura de Smale f envía una región N dentro de si misma, es

decir, efectúa una transformación de N en N como pasamos a describir. Primero,

contraemos linealmente el cuadrado Q en la dirección horizontal por un factor 0 <

δ < 1
2
e expandiéndolo en la dirección vertical por un factor 1

δ
, como es mostrado en la

Figura 1,4. Obtenemos un rectángulo que es doblado en la forma de ∩ ("herradura")

y ubicado sobre el cuadrado original (Figura 1.4). Ademas de esto, consideramos f

de forma que f(G) ⊂ B, la imagen de H2 ∪H3 este contenida en A, que f sea una

contracción de A y también de forma que f(A), f(B) ⊂ A. Así, en estas condiciones,

la función herradura de Smale f transforme la región N dentro de si misma, como

pretendíamos. Así f 2(N) ∩ Q consiste de cuatro franjas verticales de ancho δ2. Un

procedimiento análogo nos permite concluir que f 3(N)∩Q consiste de ocho franjas

verticales de anchura δ3. Continuando esta construcción inductiva, obtenemos el

siguiente conjunto

Λ− = {q ∈ Q : f−k(q) ∈ Q, para k = 1, 2, . . .}

que es producto cartesiano [0, 1] × C1, de un conjunto de Cantor por un intervalo

23



1.3. PRELIMINARES

vertical, es decir, es un conjunto de Cantor de segmentos verticales. De la misma

forma, podemos observar que el conjunto f−1(N) ∩ Q es la unión H0 ∪H1, de dos

franjas horizontales de altura δ; f−2(N) ∩Q consiste de cuatro franjas horizontales

de altura δ2. Un procedimiento análogo nos permite concluir que f−3(N)∩Q consiste

de ocho franjas horizontales de altura δ3. Continuando esta construcción inductiva,

obtenemos el siguiente conjunto

Λ+ = {q ∈ Q : fk(q) ∈ Q, para k = 1, 2, . . .}

Finalmente interceptando estos dos conjuntos, obtenemos el conjunto

Λ = Λ− ∩ Λ+.

El conjunto invariante en Q es Λ, ya que cualquier punto en Λ+ o Λ− es trans-

portado por f a otro punto que también está en Λ. Así, el conjunto Λ está formado

por los puntos en Q que, después de aplicaciones repetidas (en número in�nito) de

la función f , pueden mostrar un comportamiento recurrente o no errante. Los pun-

tos de Q que no están en Λ eventualmente deben salir de Q bajo cualquier tipo de

iteración de f .

1.3.5. Expansividad y estabilidad

Los expansivos son un caso particular de movimiento caótico. Tenemos que dos

puntos cualquiera se separan, a futuro y/o a pasado. Esto implica que un pequeño

error en las condiciones iniciales puede dar lugar a una diferencia sustancial entre

las órbitas y los conjuntos límite.

De�nición 1.32. Un homeomor�smo f : X → X es llamado expansivo, si existe

un constante c > 0 tal que para cualquier par de puntos x, y ∈ X diferentes, existe

n = n(x, y) ∈ Z tal que

d(fnx, fny) > c.

A constante c > 0 satisfaciendo la de�nición anterior, es llamada constante de ex-

pansividad.
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Observacíon 1.33. La expansividad garantiza la existencia de un numero �nito de

puntos �jos.

Sea K = {0, 1, . . . , k − 1}, donde k ≥ 2, un conjunto �nito llamada de k símbo-

los. Denotaremos por KZ al conjunto, llamado espacio shift, formado por todas las

sucesiones bi-in�nitas c : Z→ K, es decir:

KZ = {{an}n∈Z : an ∈ K ∀n ∈ Z}.

Por otro lado, en KZ de�nimos la métrica

d ({xn} , {yn}) =
∑
n∈Z

|xn − yn|
2|n|

De�namos a continuación el shift de Bernoulli

De�nición 1.34. Sea la aplicación σ : KZ → KZ de�nida por

σ({an}n∈Z) = {bn}n∈Z,

con bn = an−1. Esta aplicación es llamada de shi� de Bernoulli.

Ejemplo 1.35. (El shift de Bernoulli). Sea Σ = {0, 1}Z dotado de la topología

producto dada por poner la topología discreta en {0, 1}. En Σ podemos de�nir la

siguiente transformación σ : Σ → Σ dada por σ ({xn}) = {yn} de forma tal que

yn = xn−1. En pocas palabras, lo que hace σ (llamado shift de Bernoulli) es correr

la sucesión {xn} un lugar para la derecha.

Es muy sencillo observar como la transformación σ es expansiva con constante

de expansividad 1. Para verlo, tomemos dos sucesiones diferentes {xn} y {yn}. Por

ser distintas, existe n0 para el cual xn0 ̸= yn0 por lo cual |xn0 − yn0| = 1, entonces

d (σno ({xn}) , σn0 ({yn})) =
∑
n∈Z

|xn − yn|
2|n−no|

≥ |xn0 − yn0 |
2|n0−n0|

= 1

Observemos que la última desigualdad es obtenida por que xn0 , yn0 ∈ {0, 1} y son

diferentes. ◁
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Observacíon 1.36. En de�nitiva lo que se hace en el ejemplo 1.35 es correr las dos

sucesiones de forma tal que el término en el que di�eren es en el que se concentra

la mayor distancia. Sin embargo, es muy sencillo encontrar sucesiones distintas

que se mantienen arbitrariamente cercanas para el futuro, por ejemplo: la sucesión

constante igual a 1 se mantiene arbitrariamente a sucesiones {xn} que cumplen que

son uno para los n < n0 y en el resto de los valores son cero.

A seguir de�namos el siguiente conjunto

Γc(x) = {y ∈ X; d(fk(x), fk(y)) ≤ c,∀k ∈ Z}

es la bola dinámica de radio c centrada en x. Es fácil ver que c > 0 es la constante

de expansividad para f si y solo si Γc(x) = x, para todo x ∈ X.

De�nición 1.37. Un homeomor�smo f : X → X es positivamente expansivo cuan-

do existe c > 0 tal que x ̸= y implica d(fn(x), fn(y)) > c, para algún n ∈ N.

A continuación, presentamos algunas propiedades básicas de los homeomor�smos

expansivos.

Proposición 1.38. Si f es un homeomor�smo positivamente expansivo, entonces

X es �nito.

Demostración. Primero a�rmamos que existe un número 0 < ε < c, donde c es la

constante de expansividad para f , tal que para todo punto x ∈ X existe un entorno

Ux tal que si y ∈ Ux entonces d(f−n(x), f−n(y)) ≤ ε, para todo n ≥ 0.

En efecto, supongamos que existen puntos yn −→ x para n → ∞ de manera que

para algunos kn ∈ N tengamos d(f−kn(yn), f
−kn(x)) > ε (podemos suponer que kn

es el primero).

Dado que f es uniformemente continuo, tenemos que kn −→ ∞ cuando n → ∞.

Sea zn = f−kn(yn) y wn = f−kn(x) puntos tales que d(zn, wn) > ε y d(f l(zn), f
l(wn)) <

ε, para l ∈ {1, 2, . . . , kn}.

Sean z y w puntos límite de zn y wn, respectivamente, tenemos d(z, w) > ε, en

particular z ̸= w. Entonces,
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d(fm(z), fm(w)) = ĺım
n→∞

d(fm(zn), f
m(wn)) ≤ ε < c,

lo cual contradice el hecho de que f es expansivo.

Y ahora mostramos que para todo ε > 0 (ε < c) y para todo δ > 0 existe n ∈ N

tal que d(f−n(x), f−n(y)) < ε , ∀n ≥ 0, implica d(f−m(x), f−m(y)) < δ, para todo

m > N .

En efecto, si no fuera así, tendríamos que para todo N ∈ N existen xN e yN que

satisfacen

δ ≤ d(fk(xN), f
k(yN)) < ε < c ,∀ 0 ≤ k ≤ N.

Sean z y w puntos límites de f−N(xN) y f−N(yN), respectivamente, tenemos

d(z, w) ≥ δ > 0, mientras que d(fn(z), fn(w)) < ε < c, para todo n ≥ 0, lo cual

contradice el hecho de que f es expansivo.

Finalmente, dado que cada punto x en X tiene un entorno Ux en el que sus

puntos permanecen cerca de x en el pasado, tenemos una cobertura para X dada

por
⋃

x∈X Ux y obtenemos una subcobertura �nita {Ux1 , Ux2 , . . . , Uxn}.

Sea nk → ∞ de manera que f−nk(xi) −→ x̄i, para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. Para nk

su�cientemente grande, f−nk(Uxi
) está contenido en un entorno lo su�cientemente

pequeño de x̄i y f−nk(X) = X, por lo que concluimos que X = {x̄1, x̄2, . . . , x̄n}.

A la inversa, todo homeomor�smo f : X → X, donde X es �nito, es expansivo

positivamente.

Proposición 1.39. Un homeomor�smo f es expansivo si y solo si fk es expansivo,

para todo k ̸= 0.

Demostración. Sea c > 0 la constante de expansividad para f y elige δ > 0, por

continuidad, de manera que d(x, y) < δ implique d(fn(x), fn(y)) < c, para todo

n ∈ 0, 1, . . . , k. A�rmamos que c′ = mı́n c, δ es la constante de expansividad para

fk. De hecho, si d(fnk(x), fnk(y)) < c′ ≤ δ entonces d(f j(x), f j(y)) < c, para todo

j ∈ Z. De ello se sigue que x = y, lo que demuestra que fk es expansivo. Por otro

lado, si fk es expansivo para todo k ̸= 0, es claro que f es expansivo, con la misma

constante de expansividad.
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Proposición 1.40. El mapa identidad en un espacio métrico compacto X es ex-

pansivo solo cuando X es �nito.

Demostración. Si id : X → X es expansivo, entonces existe c > 0 tal que

x ̸= y ⇒ d(idn(x), idn(y)) > c,

para algún n ∈ N, es decir, d(x, y) > c > 0. Por lo tanto, para todo punto

x ∈ X tenemos B(x, c) \ {x} ∩ X = ∅, lo que signi�ca que todos los puntos en X

son aislados. Dado que X es compacto, concluimos que X es �nito.

Proposición 1.41. Si f es expansivo, entonces para cualquier n ∈ N existe solo un

número �nito de puntos periódicos de período n.

Demostración. Supongamos que (pk)k∈N es una secuencia de puntos periódicos dis-

tintos de período n, y sea p ∈ X un punto límite de (pk)k∈N. Tenemos

d(fn(p), p) = d(fn( ĺım
k→∞

pk), ĺım
k→∞

pk)

= d( ĺım
k→∞

fn(pk), ĺım
k→∞

pk)

= ĺımk→∞ d(fn(pk), pk)

= 0.

Por lo tanto, fn(p) = p. Y si f j(p) = p para cualquier j ∈ {1, 2, . . . , n − 1},

tendríamos f j(pk) = pk, para todo k ∈ N. Entonces p sería un punto periódico de

período n.

Sea c > 0 la constante de expansividad de fn, entonces existen in�nitos puntos

�jos de fn en B(p, c). Por lo tanto, Γc(p) tiene puntos in�nitos, lo cual es una

contradicción.

Teorema 1.42. Sea f : X → X un homeomor�smo expansivo. Entonces, el con-

junto A = {y ∈ X;α(y) = {p} y ω(y) = {q}} es a lo sumo un conjunto numerable.

Demostración. Supongamos que A es innumerable. Entonces existen puntos �jos

p1 y p2 de f tal que el conjunto B = {y ∈ X;α(y) = {p1} y ω(y) = {p2}} es

innumerable, dado que f tiene puntos �jos in�nitos.
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Sea c > 0 la constante de expansividad de f . Para cada y ∈ B, sea ny el menor

número natural tal que

d(f−k(y), p1) >
c
2

y d(fk(y), p2) >
c
2
, ∀ k ≥ ny.

Para cada n ∈ N considera el conjunto Bn = {y ∈ B;n = ny}. Entonces tenemos

B =
⋃
n∈N

Bn y así existe n0 ∈ N tal que Bn0 es innumerable.

Sea p ∈ X un punto límite de Bn0 , elige δ > 0 tal que d(x, y) < δ impli-

que d(fk(x), fk(y)) < c, para todo k ∈ {−n, . . . , n}. Toma x1 y x2 en Bn tal que

d(x1, x2) < δ y

d(fk(x1), f
k(x2)) ≤ d(fk(x1), p2) + d(p2, f

k(x2))

< c
2
+ c

2
= c,

para todo k ≤ n. Además,

d(f−k(x1), f
−k(x2)) ≤ d(f−k(x1), p1) + d(p1, f

−k(x2))

< c
2
+ c

2
= c,

para todo k ≥ n. Además,

d(fk(x1), f
k(x2)) < c, ∀ k ∈ {−n, . . . , n}.

Esto implica que Γc(x1) contiene un punto diferente de x1, lo cual contradice la

expansividad de f .

Proposición 1.43. Sea f : X → X un homeomor�smo expansivo. Entonces existe

ε > 0 tal que W s
ε (x) ⊂ W s(x) y W u

ε (x) ⊂ W u(x).

Demostración. Sea c > 0 la constante de expansividad para f y elige ε > 0 tal que

ε < c
2
. Basta con demostrar que para todo r > 0 existe n > 0 tal que fk(W s

ε (x)) ⊂

W s
r (f

k(x)), para todo k ≥ n y todo x ∈ X.

Supongamos que existe r > 0 tal que para todo n ∈ N existe algún kn ̸= n

y xn ∈ X tal que W s
r (f

kn(xn)) no contiene a fkn(W s
ε (xn)), es decir, existe yn ∈

fkn(W s
ε (xn)) pero yn /∈ W s

r (f
kn(xn)). Sea zn = f−kn(yn), entonces zn ∈ W s

ε (xn)

29



1.3. PRELIMINARES

y zn /∈ f−kn(W s
r (f

kn(xn))), es decir, yn = fkn(zn) /∈ W s
r (f

kn(xn)). Dado que

zn ∈ W s
ε (xn), tenemos d(fk(zn), f

k(xn)) < ε, para todo k ≥ 0. Pero fkn(zn) /∈

W s
r (f

kn(xn)), por lo que d(fkn(zn), f
kn(xn)) > r, para todo n ∈ N. Las secuencias

(fkn(zn))n∈N y (fkn(xn))n∈N tienen puntos límite z y x en X, respectivamente, que

cumplen z ̸= x y

d(fk(zn), f
k(xn)) < ε , ∀ k ≥ 0 ⇒ d(fk+kn(zn), f

k+kn(xn)) < ε , ∀ k ≥ −kn,

entonces d(fk(fkn(zn)), f
k(fkn(xn))) < ε −→ d(fk(z), fk(x)) ≤ ε < c, para todo

k ∈ Z, cuando n → ∞. Esto es una contradicción.

De�nición 1.44. Decimos que un punto p ∈ X es estable si para todo ε > 0, existe

un δ > 0 tal que Bδ(p) ⊆ W s
ε (p).

Un punto p ∈ X es inestable si es estable para f−1, es decir, para todo ε > 0,

existe un δ > 0 tal que Bδ(p) ⊆ W u
ε (p).

De�nición 1.45. Decimos que un punto p ∈ X es asintóticamente estable si

es estable y existe un δ > 0 tal que Bδ(p) ⊆ W s(p). Vea la �gura 1.5

q

p

Figura 1.5: p es asintóticamente estable

Un punto p es llamado atractor si es periódico y asintóticamente estable.Un

punto p es llamado repulsor si es periódico y asintóticamente estable para f−1.
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El siguiente teorema indica que para homeomor�smos expansivos, los puntos

periódicos estables implicam ser asistóticamente estables.

Teorema 1.46. Sea f : X → X un homeomor�smo expansivo. Si p ∈ X es un

punto periódico estable, entonces p es un punto atractor.

Demostración. Sea p un punto periódico de periodo k. Por lo tanto, p es un punto

�jo para fk. Por contradicción, suponga que p es un punto �jo estable y no atractor,

es decir, p no es asintóticamente estable. Por lo tanto, existe δ > 0 tal que Bδ(p) ⊂

p
q

q′

δ

Figura 1.6: existe nk → ∞ tal que q′ = ĺım
n→∞

fnk(q)

Wε(p) y q ∈ Bδ(p) tal que ω(q) ̸= {p}. Sea q′ ∈ ω(q) con q′ ̸= p ( vea la �gura 4.1 ),

luego

d(fn(p), fn(q′)) ≤ δ,

como f es expansivo se tiene que p = q′, llegando a una contradicción.

Observe que el teorema anterior indica que si dos puntos se acompañan para

iterados positivos entonces estos se aproximan cada vez mas a medida que se va

iterando.
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CAPÍTULO 2

HOMEOMORFISMOS

HIPER-EXPANSIVOS

Como fue descrito en el capítulo anterior, los expansivos indican el comporta-

miento de la órbita de dos puntos su�cientemente próximos. Es natural preguntarse

que sucede con la órbita de continuos (conjunto compacto y conexo) su�cientemente

próximos. Así, Kato (1993) de�ne un primer concepto referente a continuos, lla-

mado de cw-expansivo, esto fue de�nido de la siguiente forma: f es llamado de

cw-expansivo si existe δ > 0 tal que si C es un continuo tal que diamfn(C) ≤ δ

para todo n ∈ Z, entonces C es un único punto. Luego, Artigue (2013) introduce un

concepto más fuerte que la expansividad, denominada de hiper-expansividad, esta

estudia el comportamiento de la órbita de dos continuos su�cientemente próximos.

2.1. Homeomor�smos hiper-expansivos

Dado un espacio métrico compacto X, consideremos el espacio de todos los sub-

conjuntos compactos A ⊆ X, este espacio es llamado de hiperespacio y se denota

por 2X .

De�nición 2.1. Sea f : X → X un homeomor�smo de�nido en un espacio métrico
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X. Llamamos de extensión natural de f para 2X al mapeo f̂ : 2X → 2X de�nido por

f̂ :2X → 2X

A → f̂(A) = f(A)

De�nición 2.2. Un homeomor�smos f : X → X es llamado hiper-expansivo, si

existe una constante c > 0 tal que f̂ : 2X → 2X es expansivo, es decir, si existe

una constante c > 0 tal que para cualquier dos subconjuntos A,B ∈ 2X no unitarios

tenemos que

dH(f
n(A), fn(B)) ≤ c para todo n ∈ Z,

entonces A = B

Observe que equivalentemente a la de�nición anterior, podemos a�rmar que para

cualquier dos subconjuntos A,B ∈ 2X tenemos que

dH(f
n(A), fn(B)) ≥ c para algún n ∈ Z

Observacíon 2.3. La hiper-expansividad garantiza la existencia �nita de conjuntos

compactos e invariantes. Caso contrario, de la compacidad de 2X existe por menos

dos conjuntos invariantes A y B su�cientemente próximos( ε-próximos con ε una

constante de hiper-expansividad), observe que las iteradas positivas y negativas de A

y B continúan próximos por la invariancia de los conjuntos . Contradiciendo así la

hiper-expansividad de f .

Observacíon 2.4. De acuerdo con la de�nición de 2.2 tenemos que

Hiper-expansividad⇒ expansividad ⇒ Cw-expansividad

Lema 2.5. Sea f : X → X un homeomor�smo hiper-expansivo. Si K ⊆ X un

conjunto minimal entonces K es un conjunto �nito.

Demostración. Sea ε > 0 una constante de hiper-expansividad. De acuerdo a la

Observación 1.14, existe n ∈ N tal que para todo y ∈ K existe j ∈ {0, 1, . . . , n} tal
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que d(f j(x), y) ≤ ε. Además, f j(On(x)) = On(f
j(x)) es ε-denso para todo j ∈ Z.

Por lo tanto,

dH(f
j(K), f j(On(x))) ≤ ε

Luego, de acuerdo con la hiper-expanividad tenemos que K = On(x), es decir, K es

un conjunto �nito.

Proposición 2.6. Si f es hiper-expansivo entonces todo punto �jo de f es atractor

o repulsor.

Demostración. Por contradicción, supóngase que p ∈ X es un punto �jo que no es

atractor ni repulsor. Como p no es atractor, por el Teorema 1,46 tenemos que p no

es estable, de esta forma existe ε > 0 y sucesiones xn ∈ X y kn > 0 tal que xn → p

cuando n → ∞ y fknxn /∈ Bε(p). Podemos suponer que kn es el primer tiempo

donde los punto xn salen de la bola, es decir, para todo n < kn, fnxn ∈ Bε(p) y

fknxn /∈ Bε(p). Supongamos que an = fkn−1(xn) → a ∈ Bε(p) cuando n → ∞. Por

lo tanto, podemos deducir que

fn(a) → p cuando n → −∞,

y a ̸= p. En efecto, basta observar la invariancia de los conjuntos α(t) y {p}, de

acuerdo a la hiper-expansividad tenemos que α(a) = p. De manera similar, si p no

es repelente, existe b ̸= p tal que fnb → p cuando n → ∞. Sea δ > 0 una constante de

hiper-expansividad y n0 > 0 tal que f−n(a) y fnb pertenecen al conjunto Bδ(p) para

todo n ≥ n0. Finalmente, observe que los conjuntos A = {f−n0(a), fn0(b)} y B =

{p, f−n0(a), fn0(b)} contradicen la hiper-expansividad. En efecto, sea Uδ(f
nA) =

{x ∈ X : d(x, fnA) ≤ δ} un δ-entorno de fnA para todo n ∈ Z. Se a�rma que

fnB ⊂ Uδ(f
nA) para todo n ∈ Z. De hecho, como f−n0a y fn0b son puntos en

común de A y B, bastaría probar que p ∈ Uδ(f
nA). Obsérvese que para todo n ≥ 0,

d(p, fnA) = ı́nf{d(p, y) : y ∈ fnA}

≤ d(p, fn+n0b)

≤ δ.

(2.1)
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La última desigualdad de (4,1) se tiene por la convergencia de la órbita de b al punto

p. De esta forma p ∈ Uδ(f
nA) para todo n ≥ 0. Se puede mostrar de manera similar

que p ∈ Uδ(f
nA) para todo n ≤ 0. Se ha probado entonces que todo δ-entorno de

fnA contiene al conjunto fnB. Es fácil observar que todo δ-entorno de fnB contiene

al conjunto fnA para todo n ∈ R. Por lo tanto,

dH(f
n(A), fn(B)) = ı́nf{δ′ : fnB ⊂ Uδ′(f

nA) y fnA ⊂ Uδ′(f
nB)} ≤ δ.

La hiper-expansividad implica que B = A. Se concluye entonces que p = f−n0a ó

p = fn0b, de esta forma a = p ó b = p, en cualquiera de los casos tenemos una

contradicción

ε

δ

f−n0+1(a)

fn0−1(b)

fn0(b)

f−n0(a)

p

b

a

Figura 2.1: fnb → p y f−n(a) → p cuando n → ∞, .

Sea p ∈ X, recordemos que si p es una órbita periódica asintóticamente estable,

se dice que la órbita de p es un atractor. Un repelente es un atractor para f−1.

Denotaremos por Perr y Pera como el conjunto de puntos periódicos repelentes y

atractores, respectivamente.

Teorema 2.7. Un homeomor�smo f : X → X es hiper-expansivo si y solo si f

posee un número �nito de órbitas y Ω(f) = Perr ∩ Pera.

Demostración. Supongamos que f es hiper-expansivo. Mostraremos que f posee un

número �nito de órbitas. De acuerdo con la hiper-expansividad tenemos un número
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2.1. HOMEOMORFISMOS HIPER-EXPANSIVOS

�nito de puntos periódicos. Podemos suponer que todos los puntos periódicos son

puntos �jos, basta tomar una potencia de f . Sabemos que Perr ∪ Pera ⊆ Ω(f),

mostremos que Ω(f) ⊆ Perr ∪ Pera. En efecto, sea x /∈ Perr ∩ Pera un punto que

no es �jo y consideremos el conjunto minimal K ⊆ ω(x). De acuerdo con el Lema 2.5

tenemos que K = {p} puesto que todas los puntos periódicos son �jos. A�rmamos

que ω(x) = {p}. En efecto, sea ε > 0 y y ∈ ω(x) entonces existe k0 > 0 tal que

d(fnk(x), y) ≤ ε

2
para todo k ≥ k0,

como p ∈ ω(x) y dado que p es atractor existe δ > 0 tal que Bδ(p) ⊂ W s(p), luego

existe s0 > 0 tal que f s0(x) ∈ W s(p). Entonces existe n1 > s0 tal que

d(fn(x), p) ≤ ε

2
para todo n ≥ n1,

considerando un n2 = máx{k0, n1} tenemos que d(y, p) ≤ ε. Por lo tanto, y = p,

luego ω(x) = {p}.

Finalmente, demostremos que x /∈ Ω(f), es decir, para δ > 0 consideremos un

ε0 > 0 su�cientemente pequeño y un n0 > 0 tal que

fnx ∈ B(p, δ) para todo n ≥ n0 y tal que fnx /∈ B(x, ε0) para todo 1 ≤ n ≤ n0,

d(x, y) ≤ ε0 implica d(fn(x), fn(y)) ≤ δ
2
para todo 1 ≤ n < n0.

Vea la �gura 2.2.

Finalmente, mostremos que existe un número �nito de órbitas. Observemos que

para todo ε > 0 existe n ≥ 0 tal que si x /∈ Bε(Ω(f)) tal que f jx, fkx ∈ Bε(Ω(f)) si

j ≥ n y k ≤ −n. En efecto, si x /∈ Bε(Ω(f)) entonces d(x,Ω(f)) > ε, luego x /∈ Ω(f),

siguiendo la misma idea del párrafo inicial, tenemos que

ω(x) = q ∈ Per(f) ⊆ Ω(f) = Perr ∩ Pera.

Por lo tanto, q es un punto atractor, luego, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

Bδ(q) ⊂ W s(q)∩W s
ε (q), es decir, existe n > 0 tal que f jx ∈ Bε(q) ∈ Bε(Ω(f)) para

todo j ≥ n, vea la �gura 2.3 mostrando así nuestra a�rmación.
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x

p

f(x)

f 2(x)

f 3(x)

fn0−1(x)

fn(x)...

fn0(x)

y

fn0(y)

δ

δ
2

ε0

Figura 2.2: x ∈ Ω(f), es decir, fn(Bε0(x)) ∩Bε0(x) = ∅

ε

f j(x)

f(x)

Bε(Ω(f))

Ω(f)

q

x

Figura 2.3: Bδ(q) ⊂ W s(q) ∩W s
ε (q)

Supongamos que f tiene un número in�nito de órbitas y ε > 0 una constante

de expansividad para f̄ , entonces X\Bε(Ω(f)) es un conjunto compacto in�nito.

Entonces, existe x, y /∈ Bε(Ω(f)) y p, q ∈ Ω(f) tal que ω(y) = ω(x) = {p} y

α(x) = α(y) = {q}. Entonces, si x y y son su�cientemente próximos, entonces

estos puntos contradicen la expnasividad de f . Esto contradice el número �nitos de

órbitas.
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2.2. SHIFT DE DOS SÍMBOLOS

2.2. Shift de dos símbolos

Sea
∑

2 el espacio de secuencias de dos símbolos 0 y 1, es decir,

∑
2

= {x = a0a1a2 . . . : ai ∈ {0, 1}}

Para dos secuencias x = (xi) y y = (yi), de�nimos

d(x, y) =
∞∑
i=0

|xi − yi|
2i

.

Es fácil ver que la métrica d genera la topología del producto en
∑

2. Sea la aplicación

que corre los valores de las secuencias un lugar para la izquierda, es decir

σ :
∑
2

→
∑
2

(xi) → σ(xi) = (xi+1)

La aplicación σ es conocida como la aplicación de desplazamiento (full-shift ) y es

continua con respecto a la métrica d de�nida. Esta construcción simple y abstracta

resulta muy poderosa dentro de los Sistemas Dinámicos. El punto es que el full-shift

y sus restricciones a subconjuntos invariantes modelan un conjunto impresionante

de dinámicas en distintos contextos. Por ejemplo, los sistemas dinámicos caóticos en

variedades suelen ser proyecciones de este tipo de dinámicas simbólicas.

El siguiente ejemplo demuestra que la implicancia de la Obervacion 2.4 no es

verdadera, es decir

Expansividad ⇏ Hiper-expansivo

Ejemplo 2.8. Sea
∑

2 el espacio de secuencias de dos símbolos 0 y 1 y K (
∑

2) =

2
∑

2 sea el espacio de hipervolúmenes de todos los subconjuntos compactos no va-

cíos de
∑

2. Es fácil observar que (
∑

2, σ) es expansivo con una constante de ex-

pansividad de 1
2
. Sin embargo, demostramos que el sistema (

∑
2, σ) no es hiper-

expansivo. Supongamos que (
∑

2, σ) es hiper-expansivo, es decir, (K (
∑

2) , σ̂) es

expansivo, con una constante de expansividad δ. Sea n ∈ N tal que 1
2n

< δ. De-
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2.2. SHIFT DE DOS SÍMBOLOS

�nimos S1 como
{
0k1r0∞ : k ≥ 0, r ≤ n

}
y S2 como

{
0k1r0∞ : k ≥ 0, r ≤ n+ 1

}
.

Luego, dH (S1, S2) =
1

2n+1 .

Además, σ (Si) = Si, i = 1, 2. Así, para cualquier k ∈ N,

dH
(
σk(S1), σ

k(S2)
)
= dH(S1, S2) =

1

2n+1
< δ,

lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, el sistema (K (
∑

2) , σ̂) no es expansivo, es decir, (
∑

2, σ) no es

hiper-expansivo. ◁
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CAPÍTULO 3

FLUJOS HIPER-EXPANSIVOS

En este capítulo de�niremos los �ujos hiper-expansivos y demostraremos diver-

sas propiedades de esta. Nuestra adaptación de la hiper-expansividad para el caso

continuo es más sutil que la hiper-expansividad para el caso discreto, debido a la

dirección del �ujo y la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones. De

esta manera, logramos obtener un concepto que pueda abarcar distintos ejemplos y

casos.

3.1. Introducción

Sea (X,ϕ) un �ujo de�nido en un espacio métrico compacto X. Donde un �ujo

en X es una función continua ϕ : R × X → X denotada por ϕ(t, x) = ϕt(x),

satisfaciendo:

ϕ0(x) = x para todo x ∈ X,

ϕs+t(x) = ϕs (ϕt(x)) para todo s, t ∈ R y todo x ∈ X.

Llamamos a ϕ de �ujo regular si para cada x ∈ X existe t ∈ R tal que ϕt(x) ̸= x, es

decir, no tiene puntos de equilibrio.
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3.1. INTRODUCCIÓN

De�nición 3.1. Llamamos conjunto no errante al conjunto Ω(ϕ) de�nido por

Ω = {x ∈ X : para cada entorno Vx y t0 > 0 existe t > t0 tal que ϕt(Vx) ∩ Vx ̸= ∅}

De�nición 3.2. Para x ∈ X sean los conjuntos

ω(x) = {y ∈ X : ϕtnx → y para alguna sucesión tn → ∞},

α(x) = {y ∈ X : ϕ−tnx → y para alguna sucesión tn → ∞}

Decimos que el punto x ∈ X es recurrente si x ∈ ω(x) ∩ α(x).

De�nición 3.3. Para cualquier x ∈ X y ε > 0. Sean W s
ε (x) y W u

ε (x) los conjuntos

estable local e inestable local de x respectivamente, de�nidas por:

W s
ε (x) = {y ∈ X : ∃ α ∈ Rep(R+) tal que d(ϕtx, ϕα(t)y) ≤ ε ∀t ≥ 0},

W u
ε (x) = {y ∈ X : ∃ α ∈ Rep(R−) tal que d(ϕtx, ϕα(t)y) ≤ ε ∀t ≤ 0}.

De�nición 3.4. Para cualquier x ∈ X y ε > 0. Sean W s(x) y W u(x) los conjuntos

estable global y inestable global de x respectivamente, de�nidas por:

W s(x) = {y ∈ X : ∃ α ∈ Rep(R−) tal que d(ϕtx, ϕα(t)y) → 0 cuando t → ∞},

W u(x) = {y ∈ X : ∃ α ∈ Rep(R−) tal que d(ϕ−tx, ϕα(−t)y) → 0 cuando t → ∞}.

Decimos que un punto x ∈ X es estable si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal

que Bδ(x) ⊂ W s
ε (x). El punto x ∈ X será llamado de inestable si es estable para

ϕ−t. Decimos que x es asintóticamente estable si es estable y existes δ tal que

Bδ(x) ⊂ W s(x).

De�nición 3.5. Un punto p ∈ X es llamado atractor si posee una órbita periódica

y es asintóticamente estable. Un repelente es un atractor para ϕ−t.

De�nición 3.6. Un punto p ∈ X es llamado no errante para un �ujo ϕ en X si

para cualquier entorno Ux de x y T0 > 0 existe un t > T0 tal que ϕt(Ux) ∩ Ux ̸= ∅.
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3.2. FLUJOS EXPANSIVOS

3.2. Flujos expansivos

La adaptación de la expansividad para �ujos de�nido por Bowen and Walters

(1972) es más sutil que la de�nición de expansividad para homeomor�smos, debido

a la dirección del �ujo y a la posibilidad de tener una reparametrización.

De�namos los siguientes conjuntos:

a) R = {h : R→ R homeomor�smos tal que h(0) = 0},

b) H(A) = {α : A → R : ∃xα ∈ A con α(xα) = idR y ∀ t ∈ R, α(.)(t) ∈ C0(A,R)},

c) para α ∈ H(A) y t ∈ R, de�namos X t
α(A) = {ϕα(x)(t)(x) : x ∈ A}. Cuando

α(x) = Id para todo x ∈ A, denotaremos a X t
Id
(A) simplemente por X t(A),

d) K(X) el conjunto de todos los subconjuntos compactos de X equipado con la

métrica de Hausdor�,

e) C(X) = {A ∈ K(X) : A conexo}.

De�nición 3.7. Sea (X,ϕ) un �ujo ϕ de�nido en un espacio métrico compacto

X. Decimos que (X,ϕ) es expansivo si para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si

s : R→ R es una función contínua con s(0) = 0 y d(ϕtx, ϕs(t)y) ≤ δ para todo t ∈ R

entonces y ∈ ϕ(−ε,ε)x.

Esto indica que dos órbitas se separarán δ en algún momento, no importa como los

reparametricemos (una de ellas).

Proposición 3.8. Si (X,ϕ) es un �ujo expansivo entonces todo punto �jo estable

es atractor.

Demostración. Sean p ∈ X un ponto �jo y ε > 0. Por contradicción supongamos

que p es un punto estable pero no asintóticamente estable. Sea δ > 0 una constante

de expansividad correspondiente a ε > 0. De la estabilidad del punto p ∈ X existe

δ′ > 0 tal que Bδ′(p) ⊂ W s
δ (p); por otra parte, dado que p no es asintóticamente

estable, existe q ∈ Bδ′(p) tal que q /∈ W s(p). Por lo tanto, existe α(t) ∈ Rep(R) tal
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3.3. FLUJOS HIPER-EXPANSIVOS

que ϕα(t)q ∈ Bδ(p) para todo t ≥ 0 y p /∈ ω(q). Sea q′ ∈ ω(q), q′ ̸= p, es inmediato

observar que q′ ∈ Bδ′(p). Por lo tanto

d(ϕt(q
′), p) ≤ δ ∀ t ∈ R.

De acuerdo a la expansividad, observe que p = q′, obteniendo una contradicción.

Por lo tanto, todo punto �jo estable es atractor.

Proposición 3.9. Si (X,ϕ) es un �ujo expansivo, entonces cada punto �jo es iso-

lado.

Demostración. (Bowen and Walters, 1972, Lema 1)

Observacíon 3.10. Observe que cada punto periódico no es isolado para puntos

periódicos del mismo periodo. Basta observar, un punto en la órbita de un punto

periódico, su�cientemente próximo al punto periódico, este punto estará próximo al

punto periódico y tendrá el mismo periodo.

De�nición 3.11. Un �ujo ϕt es cw-expansivo si para todo ε > 0 existe δ > 0 con

la propiedad de que si A ∈ C(X) y α ∈ H(A) con diamX t
α(A) < δ para todo t ∈ R

entonces A ⊂ ϕ(−ε,ε)(xα).

3.3. Flujos Hiper-expansivos

En esta sección de�niremos los �ujos hiper-expansivos y mostraremos que el

�ujo suspensión de la herradura de Smale es un �ujo hiper-expansivo. Además,

mostraremos que todo conjunto minimal está contenida en un segmento de órbita

�nita.

Familia de estables y inestables

Sea (X,ϕ) um �ujo de�nido en un espacio métrico X. De�namos los conjuntos

de familias estables e inestables de conjuntos compactos:

De�nición 3.12. Para cualquier A ∈ K(X) y ε > 0, sea W s
ε (A) y W s

ε (A) las
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3.3. FLUJOS HIPER-EXPANSIVOS

familias locales estables y inestables de subconjuntos de X de�nidas por:

W s
ε (A) = {B ∈ K(X) : ∃ α ∈ H(B)+ tal que dH(X t(A),X t

αB) ≤ ε, ∀t ≥ 0},

W u
ε (A) = {B ∈ K(X) : ∃ α ∈ H(B)− tal que dH(X t(A),X t

αB) ≤ ε, ∀t ≤ 0}.

De�nición 3.13. Sea

ϕ̂t : 2
X → 2X (3.1)

una extención natural de la acción de ϕ a 2X , de�nido por ϕ̂t(A) = ϕt(A) para

cualquier A ∈ 2X y t ∈ R.

De�nición 3.14. Un �ujo (X,ϕ) de�nido en un espacio métrico X es llamado

hiper-expansivo si (2X , ϕ̂) es expansivo, es decir, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal

que si

dH(X t(B),X t
αA) ≤ δ para todo t ∈ R y A,B ∈ 2X

entonces A ⊂ ϕ(−ε,ε)B.

Vδ(B)

Vδ(A)

B

A

ϕtz

z

ϕty
ϕα(y)(t)y

y

ϕtx

x

δ

δ

Figura 3.1: Hiper-expansividad

Observacíon 3.15. a) Observe que la adaptación de la hiper-expansividad para �u-

jos es mas sutil que la hiper-expansividad para homeomor�smos, debido a la di-

rección del �ujo y a la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones,

vea la �gura 3.3.
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b) La hiper-expansividad es una propiedad más fuerte que la expansividad de�nida

por Bowen, es decir, la hiper-expansividad implica la expansividad. En efecto,

sean ε > 0 e δ > 0 una constante de expansividad para ϕ̂ correspondiente a

ε. A�rmamos que δ > 0 será una constante de expansividad para ϕ. En efecto,

supongamos que d(ϕα(t)x, ϕty) ≤ δ para todo t ∈ R y x, y ∈ X. Por la de�nición

de hiper-expansividad para los conjuntos A = {x} y B = {y} tenemos que x = ϕry

para algún |r| < ε. Esto prueba que ϕ es expansivo.

Flujo hiper-expansivo ⇒ Flujo expansivo ⇒ Flujo Cw-expansivo.

◁

Flujo suspención

Sea (X, d) un espacio métrico, f : X → X un homeomor�smo y c : X → R+.

Llamaremos de espacio suspensión de f sobre c al conjunto

Xc,f := {(x, t) : 0 ≤ t ≤ c(x), x ∈ X}/ ∼

A seguir de�niremos el �ujo suspensión y la métrica de�nida en el espacio suspensión

para mas detalles vea Bowen and Walters (1972)

De�nición 3.16. La suspensión de f con altura c es el �ujo de�nido por

ϕc,f
t : Xc,f → Xc,f ,

(x, s) 7→ ϕc,f
t (x, s) := (fn(x), s′),

con n y s′ satisfaciendo

n−1∑
i=0

c
(
f i(x)

)
+ s′ = t+ s, 0 ⩽ s′ ⩽ c (fn(x)) .

De�namos ahora una métrica en X1,f = Xf y suponga que dimX ≤ 1. Consi-

deremos el subconjunto X × {t} de X × [0, 1] y sea dt la métrica de�nida por

dt((y, t), (z, t)) = (1− t)d(y, t) + td(f(y), f(z)), y, z ∈ X.
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Por otro lado, para cada (x, t), (y, s) ∈ Xf , considere todas las sucesiones �nitas

(zi, ti)
n
i=1 de elementos de Xf tal que (z1, t1) = (x, t), (zn, tn) = (y, s) y para ca-

da 1 ≤ i ≤ n − 1, (xi, ti) y (xi+1, ti+1) pertenecen al mismo conjunto X × {t}

para algún t ∈ [0, 1] (en ese caso llamamos [(xi, ti) , (xi+1, ti+1)] un segmento hori-

zontal) o pertenecen a la misma órbita do �ujo suspensión (en ese caso llamamos

[(xi, ti) , (xi+1, ti+1)] de segmento vertical). La longitud de un segmento hori-

zontal será dado por la distancia dt entre los puntos (xi, ti) y (xi+1, ti+1), en cuanto

la longitud de um segmento vertical será la distancia entre sus tiempos en [0, 1].

La longitud de una cadena es de�nido como la suma de las longitudes de sus seg-

mentos horizontales y verticales. De�namos una métrica df en Xf de la siguiente

forma:

df ((x, t), (y, s)) = ı́nf{ longitud de todas las cadenas entre (x, t) y (y, s)}.

Teorema 3.17. Sea f : X → X un homeomor�smo y c : X → R+ una función

continua. La suspención de f con altura c es expansiva si y solo si f es expansiva.

Demostración. Vea (Bowen and Walters, 1972, Teorema 6)

Ejemplo 3.18. El �ujo suspensión de la herradura de Smale f : Λ → Λ de�nida en

la sección 1.3.4 es expansiva. En efecto, en el ejemplo 2.8 mostramos que la función

desplazamiento σ :
∑

→
∑

es expansivo. Por otro lado, existe una función h : Λ →∑
que es una conjugación topológica entre f |Λ y σ. Así, la herradura de Smale es

expansiva, pues las conjugaciones topológicas llevan espacios expansivos en espacios

expansivos. Finalmente, por el Teorema 3.17 tenemos que el �ujo suspensión de la

herradura de Smale es expansivo.

El siguiente ejemplo muestra que la expansividad no implica la hiper-expansividad.

Flujo expansivo ⇏ Flujo hiper-expansivo.

Ejemplo 3.19. El �ujo suspensión de la herradura de Smale es un �ujo expansivo

pero no hiperexpansivo. En efecto, todo punto periódico de un homeomor�smos es

un punto periódico de su �ujo suspensión. Además, sabemos que todo punto perió-

dico de un �ujo es un punto �jo de su hiperespacio. Por otro lado, la herradura de
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Smale de�nida en la subseccion 1.3.4 tiene in�nitos puntos periódicos, luego el �ujo

suspensión de la herradura en el hiper-espacio tiene in�nitos puntos �jos. Sabemos

que los �ujos expansivos tienen un número �nito de puntos �jos. Por lo tanto, el

�ujo en el hiper-espacio no puede ser expansivo, es decir, el �ujo suspensión de la

herradura de Smale no es hiper-expansivo. ◁

Ejemplo 3.20. Siguiendo la misma idea del ejemplo anterior, podemos observar

que el �ujo suspensión del difeomor�mo de Anosov lineal y del Shift de Bernoulli

son ejemplos de �ujos expansivos que no son hiper-expansivos. ◁

De�nición 3.21. Sea (X,ϕ) um �ujo continuo de�nido en un espacio métrico.

A ⊂ X es minimal si

(a) A es cerrado, A ̸= ∅ y ϕt(A) = A para todo t ∈ R,

(b) B ⊂ X satisface (a) y B ⊂ A entonces A = B, es decir, no existe subconjunto

propio satisfaciendo (a).

De�nición 3.22. Decimos que A es un conjunto ε-denso en X si para todo x ∈ X

existe y ∈ A tal que d(x, y) ≤ ε.

Lema 3.23. Si (X,ϕ) es un �ujo hiper-espansivo y K ⊂ X un conjunto minimal

entonces K esta contenida en un segmento de órbita �nita.

Demostración. De acuerdo a la minimalidad del conjunto K, a�rmamos que para

todo ε > 0 existe t0 > 0 tal que para todo x ∈ X, ϕ[0,t0]x es ε-densa en K. En efecto,

suponga por contradicción existe ε > 0, tk → ∞ desde que k → ∞ y puntos xk ∈ X

tal que ϕ[0,tk]xk no es ε-densa en K. Por lo tanto, de acuerdo a la de�nición anterior

existe una sucesión pk ∈ K tal que d(ϕrxk, pk) ≥ ε para todo r ≤ [0, tk]. Aplicando

limite, d(ϕrx, p) ≥ ε para todo r ≥ 0, donde x = ĺım
k→∞

xk ∈ X y p = ĺım
k→∞

pk ∈ K.

Esto contradice la minimalidad de K. Continuando con la demostración, sea ε0 > 0

y δ > 0 una constante de hiper-expansividad correspondiente a ε0. Por el párrafo

anterior y la continuidad uniforme de ϕ, existe un t1 correspondiente a δ/2 tal que

para todo x ∈ X:
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(a) ϕ[0,t1]x es δ/2-densa en K,

(b) d(ϕux, x) ≤ δ/2 para todo |u| ≤ t1.

Es claro por la propiedad de �ujos que

ϕt(ϕ[0,t1]x) = ϕ[0,t1](ϕtx) ∀ t ∈ R,

así ϕt(ϕ[0,t1]x) es δ/2-densa en K para todo t ∈ R. Por lo tanto, concluimos que

dH(X t(ϕ[0,t0]x),X tK) = dH(ϕt(ϕ[0,t0]x), K) ≤ δ.

Así, por la hiper-expansividad K ⊂ ϕ[−ε0,t0+ε0]x. Esto prueba que K está contenido

en un segmento de órbita �nita. Mostremos la última desigualdad. Sea t ∈ R, se

a�rma que :

1) K ⊂ Uδ(ϕt(ϕ[0,t1]x)),

2) ϕt(ϕ[0,t1]x) ⊂ Uδ(K).

Por lo descrito en el párrafo anterior, 1) es inmediato. Mostremos 2). Sean ϕt+r1x ∈

ϕt(ϕ[0,t1]x) y q ∈ K. De (a), existe ϕt+r2x ∈ ϕt(ϕ[0,t1]x) tal que d(q, ϕt+r2x) ≤ δ/2.

Por lo tanto

d(ϕt+r1x,K) ≤ d(ϕt+r1x, q)

≤ d(ϕt+r1x, ϕt+r2x) + d(ϕt+r2x, q)

≤ d(ϕt+r1x, ϕt+r1+ux) + δ/2

≤ δ/2 + δ/2 = δ,

donde u = r2 − r1 y |u| ≤ t1. Esto prueba que ϕt(ϕ[0,t1]x) ⊂ Uδ(K) para todo t ∈ R.

Por lo tanto, se concluye que dH(ϕt(ϕ[0,t0]x), K) ≤ δ, como se deseaba.

Observacíon 3.24. Observe que el lema anterior nos indica que K es una órbita

periódica. ◁

Llamamos punto �jo para ϕ̂ a todo conjunto K ⊂ X compacto ϕ-invariante, es decir,

ϕt(K) = K para todo t ∈ R.

48



3.3. FLUJOS HIPER-EXPANSIVOS

Observacíon 3.25.

1. Cada �ujo hiper-expansivo posee un número �nito de puntos �jos para ϕ̂. Caso

contrario, existe por lo menos un punto de acumulación de puntos �jos. Por lo

tanto, existen dos conjuntos diferentes, invariantes y su�cientemente próximos

K1 y K2 contradiciendo la hiper-expansividad.

2. Por lo anterior, note que todo �ujo hiper-expansivo posee un numero �nito de

puntos periódicos. ◁

Proposición 3.26. Sea (X,ϕ) un �ujo de�nido en un espacio métrico. Entonces

existe al menos un conjunto minimal no vacío K ⊂ X.

Demostración. (Todd and Boris, 2018, Proposiición 1.6.27)

Corolario 3.27. Cada �ujo hiper-expansivo posee al menos una órbita periódica

Demostración. Sigue inmediatamente de la Proposición 3.26 y el Lema 3.23.

Teorema 3.28. Sea (X,ϕ) um �ujo hiper-expansivo. Para cualquier x ∈ X existe

un punto periódico p ∈ X tal que Orb(p) ⊂ ω(x).

Demostración. Sea x ∈ X. De la invariancia y compacidad del conjunto ω(x) y

la Proposición 3.26, podemos garantizar la existencia de un conjunto minimal K

contenido en el conjunto ω(x). Entonces, de acuerdo con el Lema 3.23 existe un

punto periódico p tal que K = Orb(p).

Finalmente, enunciamos algunos problemas que pueden ser abordados a futuro,

o que podrían resultar de interés para los lectores de este trabajo.

Problema 1. ¾Podemos a�rmar que todo punto no errante de �ujos hiper-

expansivos son atractores o repulsores?.

Para resolver el problema 1, observamos que es importante responder el siguiente

problema:

Problema 2. ¾Los puntos periódicos estables de �ujos expansivos actúan como

atractores?.
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CAPÍTULO 4

RESULTADO, DISCUSIÓN Y

CONCLUSIÓN

4.1. Resultado

Tal como hemos indicado en los objetivos de nuestra trabajo, los teoremas y

proposiciones que enumeraremos a continuación, a modo de síntesis, representan

nuestros resultados fundamentales. Dividiremos en dos partes nuestros resultados,

la primera constará de los resultados descritos en en el capítulo 2, que son resultados

obtenidos en el artículo Artigue (2013) y la segunda parte constará de resultados

obtenidos en este trabajo de tesis que son descritos en el capítulo 3.

Parte I

Teorema 1.46. Sea f : X → X un homeomor�smo expansivo. Si p ∈ X es un

punto periódico estable entonces p es un punto atractor.

Demostración. Sea p un punto periódico de periodo k. Por lo tanto, p es un punto

�jo para fk. Por contradicción, suponga que p es un punto �jo estable y no atractor,

es decir, p no es asintóticamente estable. Por lo tanto, existe δ > 0 tal que Bδ(p) ⊂
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p
q

q′

δ

Figura 4.1: existe nk → ∞ tal que q′ = ĺım
n→∞

fnk(q)

Wε(p) y q ∈ Bδ(p) tal que ω(q) ̸= {p}. Sea q′ ∈ ω(q) con q′ ̸= p ( vea la �gura 4.1 ),

luego

d(fn(p), fn(q′)) ≤ δ,

como f es expansivo se tiene que p = q′, llegando a una contradicción.

Proposición 3.8. Sea f : X → X un homeomor�smo expansivo. Entonces existe

ε > 0 tal que W s
ε (x) ⊂ W s(x) y W u

ε (x) ⊂ W u(x).

Demostración. Sea c > 0 la constante de expansividad para f y elige ε > 0 tal que

ε < c
2
. Basta con demostrar que para todo r > 0 existe n > 0 tal que fk(W s

ε (x)) ⊂

W s
r (f

k(x)), para todo k ≥ n y todo x ∈ X.

Supongamos que existe r > 0 tal que para todo n ∈ N existe algún kn ̸= n

y xn ∈ X tal que W s
r (f

kn(xn)) no contiene a fkn(W s
ε (xn)), es decir, existe yn ∈

fkn(W s
ε (xn)) pero yn /∈ W s

r (f
kn(xn)). Sea zn = f−kn(yn), entonces zn ∈ W s

ε (xn)

y zn /∈ f−kn(W s
r (f

kn(xn))), es decir, yn = fkn(zn) /∈ W s
r (f

kn(xn)). Dado que

zn ∈ W s
ε (xn), tenemos d(fk(zn), f

k(xn)) < ε, para todo k ≥ 0. Pero fkn(zn) /∈

W s
r (f

kn(xn)), por lo que d(fkn(zn), f
kn(xn)) > r, para todo n ∈ N. Las secuencias

(fkn(zn))n∈N y (fkn(xn))n∈N tienen puntos límites z y x en X, respectivamente, que
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cumplen z ̸= x y

d(fk(zn), f
k(xn)) < ε , ∀ k ≥ 0 ⇒ d(fk+kn(zn), f

k+kn(xn)) < ε , ∀ k ≥ −kn,

entonces d(fk(fkn(zn)), f
k(fkn(xn))) < ε −→ d(fk(z), fk(x)) ≤ ε < c, para todo

k ∈ Z, cuando n → ∞. Esto es una contradicción.

Lema 2.5. Sea f : X → X un homeomor�smo hiper-expansivo. Si K ⊆ X un

conjunto minimal entonces K es un conjunto �nito.

Demostración. Sea ε > 0 una constante de hiper-expansividad. De acuerdo a la

Observación 1.14, existe n ∈ N tal que para todo y ∈ K existe j ∈ {0, 1, . . . , n} tal

que d(f j(x), y) ≤ ε. Además, f j(On(x)) = On(f
j(x)) es ε-denso para todo j ∈ Z.

Por lo tanto,

dH(f
j(K), f j(On(x))) ≤ ε

Luego, de acuerdo con la hiper-expanividad tenemos que K = On(x), es decir, K es

un conjunto �nito.

Proposición 2.6. Si f es hiper-expansivo entonces todo punto �jo de f es atractor

o repulsor.

Demostración. Por contradicción, supóngase que p ∈ X es un punto �jo que no es

atractor ni repulsor. Como p no es atractor, por el Teorema 1,46 tenemos que p no

es estable, de esta forma existe ε > 0 y sucesiones xn ∈ X e kn > 0 tal que xn → p

cuando n → ∞ y fknxn /∈ Bε(p). Podemos suponer que kn es el primer tiempo

donde los punto xn salen de la bola, es decir, para todo n < kn, fnxn ∈ Bε(p) y

fknxn /∈ Bε(p). Supongamos que an = ϕkn−1(xn) → a ∈ Bε(p) cuando n → ∞. Por

lo tanto, podemos deducir que

fn(a) → p cuando n → −∞,

y a ̸= p. En efecto, basta observar la invariancia de los conjuntos α(t) e {p}, de

acuerdo a la hiper-expansividad tenemos que α(a) = p. De manera similar, si p no
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es repelente, existe b ̸= p tal que fnb → p cuando n → ∞. Sea δ > 0 una constante de

hiper-expansividad y n0 > 0 tal que f−n(a) y fnb pertenecen al conjunto Bδ(p) para

todo n ≥ n0. Finalmente, observe que los conjuntos A = {f−n0(a), fn0(b)} y B =

{p, f−n0(a), fn0(b)} contradicen la hiper-expansividad. En efecto, sea Uδ(f
nA) =

{x ∈ X : d(x, fnA) ≤ δ} un δ-entorno de fnA para todo n ∈ Z. Se a�rma que

fnB ⊂ Uδ(f
nA) para todo n ∈ Z. De hecho, como f−n0a y fn0b son puntos en

común de A y B, bastaría probar que p ∈ Uδ(f
nA). Obsérvese que para todo n ≥ 0,

d(p, fnA) = ı́nf{d(p, y) : y ∈ fnA}

≤ d(p, fn+n0b)

≤ δ.

(4.1)

La última desigualdad de (4,1) se tiene por la convergencia de la órbita de b al punto

p. De esta forma p ∈ Uδ(f
nA) para todo n ≥ 0. Se puede mostrar de manera similar

que p ∈ Uδ(f
nA) para todo n ≤ 0. Se ha probado entonces que todo δ-entorno de

fnA contiene al conjunto fnB. Es fácil observar que todo δ-entorno de fnB contiene

al conjunto fnA para todo n ∈ R. Por lo tanto,

dH(f
n(A), fn(B)) = ı́nf{δ′ : fnB ⊂ Uδ′(f

nA) y fnA ⊂ Uδ′(f
nB)} ≤ δ.

La hiper-expansividad implica que B = A. Se concluye entonces que p = f−n0a ó

p = fn0b, de esta forma a = p ó b = p, en cualquiera de los casos tenemos una

contradicción

Teorema 2.7. Un homeomor�smo f : X → X es hiper-expansivo si y solo si f

posee un número �nito de órbitas y Ω(f) = Perr ∩ Pera.

Demostración. Supongamos que f es hiper-expansivo. Mostraremos que f posee un

número �nito de órbitas. De acuerdo con la hiper-expansividad tenemos un número

�nito de puntos periódicos. Podemos suponer que todos los puntos periódicos son

puntos �jos, basta tomar una potencia de f . Sabemos que Perr ∪ Pera ⊆ Ω(f),

mostremos que Ω(f) ⊆ Perr ∪ Pera. En efecto, sea x /∈ Perr ∩ Pera un punto

53



4.1. RESULTADO

ε

δ

f−n0+1(a)

fn0−1(b)

fn0(b)

f−n0(a)

p

b

a

Figura 4.2: fnb → p y f−n(a) → p cuando n → ∞ .

�jo e consideremos o conjunto minimal K ⊆ ω(x). De acuerdo con el Lema 2.5

tenemos que K = {p} puesto que todas los puntos periódicos son �jos. A�rmamos

que ω(x) = {p}. En efecto, sea ε > 0 y y ∈ ω(x) entonces existe k0 > 0 tal que

d(fnk(x), y) ≤ ε

2
para todo k ≥ k0,

como p ∈ ω(x) y dado que p es atractor existe δ > 0 tal que Bδ(p) ⊂ W s(p), luego

existe s0 > 0 tal que f s0(x) ∈ W s(p). Entonces existe n1 > s0 tal que

d(fn(x), p) ≤ ε

2
para todo n ≥ n1,

considerando un n2 = máx{k0, n1} tenemos que d(y, p) ≤ ε. Por lo tanto y = p,

luego ω(x) = {p}. Finalmente, demostremos que x /∈ Ω(f), es decir, para δ > 0

consideremos un ε0 > 0 su�cientemente pequeño y un n0 > 0 tal que

fnx ∈ B(p, δ) para todo n ≥ n0 y tal que fnx /∈ B(x, ε0) para todo 1 ≤ n ≤ n0,

d(x, y) ≤ ε0 implica d(fn(x), fn(y)) ≤ δ
2
para todo 1 ≤ n < n0.

Vea la �gura 2.2. Finalmente, si f tiene un número in�nito de órbitas y ε > 0 una

constante de expansividad para f̄ , entonces X\Bε(Ω(f)) es un conjunto compacto

in�nito. Entonces, existe x, y /∈ Bε(Ω(f)) y p, q ∈ Ω(f) tal que ω(y) = ω(x) = {p}

y α(x) = α(y) = {q}.
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Parte II

Proposición 3.8. Si (X,ϕ) es un �ujo expansivo entonces todo punto �jo estable

es atractor.

Demostración. Sean p ∈ X un ponto �jo y ε > 0. Por contradicción supongamos

que p es un punto estable pero no asintóticamente estable. Sea δ > 0 una constante

de expansividad correspondiente a ε > 0. De la estabilidad del punto p ∈ X existe

δ′ > 0 tal que Bδ′(p) ⊂ W s
δ (p); por otra parte, dado que p no es asintóticamente

estable, existe q ∈ Bδ′(p) tal que q /∈ W s(p). Por lo tanto, existe α(t) ∈ Rep(R) tal

que ϕα(t)q ∈ Bδ(p) para todo t ≥ 0 y p /∈ ω(q). Sea q′ ∈ ω(q), q′ ̸= p, es inmediato

observar que q′ ∈ Bδ′(p). Por lo tanto

d(ϕt(q
′), p) ≤ δ ∀ t ∈ R.

De acuerdo a la expansividad, observe que p = q′, obteniendo una contradicción.

Por lo tanto, todo punto �jo estable es atractor.

De�nición 3.13. Sea

ϕ̂t : 2
X → 2X (4.2)

una extensión natural de la acción de ϕ a 2X , de�nido por ϕ̂t(A) = ϕt(A) para

cualquier A ∈ 2X y t ∈ R.

De�nición 3.14. Un �ujo (X,ϕ) de�nido en un espacio métrico X es llamado

hiper-expansivo si (2X , ϕ̂) es expansivo, es decir, para todo ε > 0 existe δ > 0 tal

que si

dH(X t(B),X t
αA) ≤ δ para todo t ∈ R y A,B ∈ 2X

entonces A ⊂ ϕ(−ε,ε)B.

Lema 3.23. Si (X,ϕ) es un �ujo hiper-espansivo y K ⊂ X un conjunto minimal

entonces K esta contenida en un segmento de órbita �nita.

Demostración. De acuerdo a la minimalidad del conjunto K, a�rmamos que para

todo ε > 0 existe t0 > 0 tal que para todo x ∈ X, ϕ[0,t0]x es ε-densa en K. En efecto,
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suponga por contradicción existe ε > 0, tk → ∞ desde que k → ∞ y puntos xk ∈ X

tal que ϕ[0,tk]xk no es ε-densa em K. Por lo tanto, de acuerdo a la de�nición anterior

existe una sucesión pk ∈ K tal que d(ϕrxk, pk) ≥ ε para todo r ≤ [0, tk]. Aplicando

limite, d(ϕrx, p) ≥ ε para todo r ≥ 0, donde x = ĺım
k→∞

xk ∈ X y p = ĺım
k→∞

pk ∈ K.

Esto contradice la minimalidad de K. Continuando con la demostración, sea ε0 > 0

e δ > 0 una constante de hiper-expansividad correspondiente a ε0. Por el párrafo

anterior y la continuidad uniforme de ϕ, existe un t1 correspondiente a δ/2 tal que

para todo x ∈ X:

(a) ϕ[0,t1]x es δ/2-densa en K,

(b) d(ϕux, x) ≤ δ/2 para todo |u| ≤ t1.

Es claro por la propiedad de �ujos que

ϕt(ϕ[0,t1]x) = ϕ[0,t1](ϕtx) ∀ t ∈ R,

así ϕt(ϕ[0,t1]x) es δ/2-densa en K para todo t ∈ R. Por lo tanto, concluimos que

dH(X t(ϕ[0,t0]x),X tK) = dH(ϕt(ϕ[0,t0]x), K) ≤ δ.

Así, por la hiper-expansividad K ⊂ ϕ[−ε0,t0+ε0]x. Esto prueba que K está contenido

en un segmento de órbita �nita. Mostremos la última desigualdad. Sea t ∈ R, se

a�rma que :

1) K ⊂ Uδ(ϕt(ϕ[0,t1]x)),

2) ϕt(ϕ[0,t1]x) ⊂ Uδ(K).

Por lo descrito en el párrafo anterior, 1) es inmediato. Mostremos 2). Sean ϕt+r1x ∈

ϕt(ϕ[0,t1]x) y q ∈ K. De (a), existe ϕt+r2x ∈ ϕt(ϕ[0,t1]x) tal que d(q, ϕt+r2x) ≤ δ/2.
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Por lo tanto

d(ϕt+r1x,K) ≤ d(ϕt+r1x, q)

≤ d(ϕt+r1x, ϕt+r2x) + d(ϕt+r2x, q)

≤ d(ϕt+r1x, ϕt+r1+ux) + δ/2

≤ δ/2 + δ/2 = δ,

donde u = r2 − r1 e |u| ≤ t1. Esto prueba que ϕt(ϕ[0,t1]x) ⊂ Uδ(K) para todo t ∈ R.

Por lo tanto, se concluye que dH(ϕt(ϕ[0,t0]x), K) ≤ δ, como se deseaba.

Corolario 3.27. Cada �ujo hiper-expansivo posee al menos una órbita periódica.

Demostración. Sigue inmediatamente de la Proposición 3.26 y el Lema 3.23.

Teorema 3.28. Sea (X,ϕ) um �ujo hiper-expansivo. Para cualquier x ∈ X existe

un punto periódico p ∈ X tal que Orb(p) ⊂ ω(x).

Demostración. Sea x ∈ X. De la invariancia y compacidad del conjunto ω(x) y

la Proposición 3.26, podemos garantizar la existencia de un conjunto minimal K

contenido en el conjunto ω(x). Entonces, de acuerdo con el Lema 3.23 existe un

punto periódico p tal que K = Orb(p).

4.2. Discusión

Comprender la dinámica hiperbólica se ha convertido en el principal objetivo

de muchos investigadores del área y se han considerado muchas generalizacio-

nes de la hiperbolicidad: Hiperbolicidad Parcial, Hiperbolicidad No Uniforme,

Descomposición Dominada, entre otras. Todas estas nociones suponen fuertes

propiedades en el comportamiento de la derivada del sistema, casi nada se

puede decir, a partir de estas teorías, sobre sistemas de�nidos en espacios mé-

tricos que no son variedades, o para espacios de Peano (localmente conexos),

sin considerar alguna diferenciabilidad del sistema. Observamos que para el
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investigador de ciencias naturales, el conocimiento de las propiedades de dife-

renciabilidad de un sistema nunca es inmediato. Por tanto, resulta interesante

desarrollar teorías que no involucren la derivada y considerar generalizaciones

de la hiperbolicidad desde un punto de vista topológico, como es la hiper-

expansividad, expansividad y cw-expansividad.

En la búsqueda de la teoría de la hiper-expansividad para �ujos, iniciamos de

forma preliminar con el estudio de la expansividad y hiper-expansividad para

homeomor�smos. Se observa que la hiper-expansividad implica la expansividad

y se obtiene resultados más fuertes con la teoria de la hiper-expansividad. De

hecho, en el Teorema 1.46, un punto periódico estable de�nido en un espacio

expansivo implica ser un punto atractor, es decir, las órbitas de dos puntos

su�cientemente próximos a un punto estable, se aproximan cada vez más para

tiempos positivos, y en la Proposición 2.6 se observa que todo punto �jo en

un espacio Hiper-expansividad es atractor o repulsor, observando que en el

caso de la hiper-expansividad no exigimos la estabilidad para garantizar que

un punto sea atractor.

La adaptación de la hiper-expansividad para el caso continuo es más sutil

que la hiper-expansividad para el caso discreto, debido a la dirección del �ujo

y la posibilidad de tener un conjunto de reparametrizaciones. Así, los �ujos

hiper-expansivos descrita en 3.14 fue de�nida usando un continuo de repara-

metrizaciones. Es importante realzar que nuestra de�nición fue creada usando

las ideas de �ujos cw-expansivos de�nidas en Arbieto et al. (2017). Al intentar

llevar propriedades del caso discreto al continuo, nos enfrentamos a diversos

problemas relacionados con las reparametrizaciones, motivo por el cual es ne-

cesario diversas herramientas como las secciones transversales.

4.3. Conclusión y Sugerencia

Es fundamental y a manera de resumen dar algunas conclusiones sobre nuestros

resultados mas importantes. Para mejor orden lo dividiremos en dos partes.
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En el estudio de homeomor�smos hiper-expansivos, logramos concluir que una

de las principales importancias, es la implicancia de propriedades mucho más

fuertes que en el caso de expansivo. En efecto, observamos que los elementos

de estudio son los compactos, englobando así diversas propriedades y obte-

niendo resultados más fuertes que los expansivos y cw-expansivos. Por otro

lado, para homeomor�mos hiper-expansivos garantizamos la relación existen-

te de conjuntos minimales con las órbitas periódicas. En efecto, en Lema 3.23

se muestra que los conjuntos minimales son órbitas periódicas.

En el caso continuo, exploramos diversas formas de de�nir la hiper-expansividad

para �ujos, tomando en consideración las de�niciones de expansividad y cw-

expansividad para �ujos. Después de examinar los distintos resultados y te-

niendo en cuenta la di�cultad de las reparametrizaciones, logramos obtener

como resultado la De�nición 3.14, obteniendo así una de�nición que pueda ob-

tener la mayor cantidad de posibilidades de ejemplos que encajen en ella. Un

ejemplo para esta de�nición es el �ujo suspensión de la herradura de Smale.

Logramos concluir que los hiper-expansivos implican la expansividad y cw-

expansividad.

El Lema 3.23 y en el Teorema 3.28 logramos obtener resultados signi�cativos

para �ujos hiper-expansivos. Sin embargo, reconocemos que aún tenemos un

largo camino a recorrer por este mundo de los hiper-expansivos. Hemos iden-

ti�cado varios problemas que requieren atención, los cuales están descritos en

el Problema 1 y el Problema 2 al �nal de nuestro trabajo. A seguir, damos

algunas sugerencias del problema 2.

Primera tentativa del problema 2. Aquí trabajamos con la de�nición de con-

juntos estables de�nidas con reparametrizaciones. El problema cae en no en-

contrar una reparametrización para el punto q′ (como se observa en la ecuación

de color rojo) y también no logramos garantizar que p /∈ ω(p). Como es des-

crito en la siguiente demostración:

Sean p ∈ X un punto periódico, ε > 0, t0 ∈ R tal que ϕt0p = p y δ > 0
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una constante de expansividad correspondiente a ε > 0. Supongamos por

contradicción que p es un punto estable pero no asintóticamente estable.

De la estabilidad del punto p ∈ X existe δ′ > 0 tal que Bδ′(p) ⊂ W s
δ (p); por

otra parte, dado que p no es asintóticamente estable, existe q ∈ Bδ′(p) tal que

q /∈ W s(p). Por lo tanto, existe α(t) ∈ Rep(R) tal que ϕα(t)q ∈ Bδ(ϕtp) para

todo t ≥ 0 pero tal que, p /∈ ω(q). Sea q′ = ĺım
n→∞

ϕα(t0n)q, de acuerdo a la

De�nición 3,12 tenemos que q′ ̸= p. Por lo tanto

d(ϕα(t)q
′, ϕtp) = ĺım

n→∞
d(ϕα(t)+α(t0n)(q), ϕtp) ≤ δ ∀ t ∈ R,

La última desigualdad de la ecuación anterior no necesariamente es verdadera,

este es un problema común que se tiene cuando se trabaja con reparametri-

zaciones. Si lográsemos responder esta última desigualdad como a�rmativa,

podríamos seguir nuestra demostración como se muestra a seguir: Por la ex-

pansividad de ϕ, se llega a que ϕrp = q′ para algún |r| ≤ ε y entonces p ∈ ω(q).

En efecto, como q′ = ĺım
n→∞

ϕα(t0n)q entonces

p = ĺım
n→∞

ϕα(t0n)−rq

Así, p ∈ ω(q), lo cual es una contradicción.

Segunda tentativa del problema 2. Para no caer en el problema anterior, pen-

samos que podriamos trabajar con otro tipo de reparametrizaciones. En efecto,

de�niremos los conjuntos estables con reparametrizaciones en Rep(ε), es decir,

funciones Lipchitz. Observamos que con este tipo de reparametrización, solu-

cionamos el problema inicial y creemos que es posible concluir como a�rmativo

nuestro problema, por el tiempo y dado que no es un objetivo de nuestra tesis,

dejamos como un problema a trabajar a futuro o para los lectores interesados.

Damos algunas ideas para la demostración del problema 2:

Sean p ∈ X un punto periódico, ε > 0, t0 ∈ R tal que ϕt0p = p y δ > 0

una constante de expansividad correspondiente a ε > 0. Supongamos por

contradicción que p es un punto estable pero no asintóticamente estable.
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De la estabilidad del punto p ∈ X existe δ′ > 0 tal que Bδ′(p) ⊂ W s
δ (p) (de-

�niremos los conjuntos estables com reparametrizaciones en Rep(ε), es decir,

funciones lipchitz); por otra parte, dado que p no es asintóticamente estable,

existe q ∈ Bδ′(p) tal que q /∈ W s(p).

Supongamos que p /∈ ω(q). Sea q′ = ĺım
n→∞

ϕα(t0n)q, q
′ ̸= p. Por lo tanto, de�na

αn(t) = α(t+ t0n)− α(t), entonces β = ĺım
n→∞

αn ∈ Rep(ε)

d(ϕβ(t)q
′, ϕtp) = ĺım

n→∞
d(ϕα(t+t0n)(q), ϕtp) ≤ δ ∀ t ∈ R,

Luego, por la expansividad de ϕ tenemos que ϕrp = q′ para algún |r| ≤ ε y

entonces p ∈ ω(q). De fato, como q′ = ĺım
n→∞

ϕα(t0n)q entonces

p = ĺım
n→∞

ϕα(t0n)−rq

Así, p ∈ ω(q), lo cual es una contradicción.

Ahora supongamos que p ∈ ω(q). Observe que para cualquier a ∈ Bδ′(p)

tenemos que a′ = ĺım
n→∞

ϕα′(t0n)a pertenece a la órbita de p. Por otro lado,

el hecho de q /∈ W s(p) implica que existe una secuencia tk → ∞ tal que

ĺım
k→∞

ϕα(tk)q = q′′ pertenezca a la órbita de p o no. Si q′′ /∈ Orb(p), entonces

existe t ∈ R tal que ϕtq
′′ ∈ Bδ′(p) (aquí por la continuidad q′′ acompaña a la

órbita de ϕα(tk)q
′′ cada vez mas, dado que p ∈ ω(q) garantizamos que la órbita

de p se aproxima para p). De acuerdo a la a�rmación del párrafo anterior,

q′′ ∈ Orb(p), contradicción.

¾Podemos a�rmar que q′′ ∈ Orb(p)?.

Para el problema 1, creemos que las herramientas usadas hasta el momento

no son su�cientes para lograr resolver . Por lo tanto, como sugerencia pode-

mos a�rmar que las secciones transversales son importantes para este tipo de

problemas, esto puede verse en el artículo de Artigue (2015).

Finalmente recomendar, a todos los interesados en leer el presente trabajo, tener

claro los conceptos de disciplinas básicas tales como Topología y Análisis real. Eso
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facilitará a entender y codi�car mejor, los temas que se tratan en el presente trabajo.
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