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Resumen

En esta tesis se presenta la solucion del potencial central mejorado de Poschl-Teller, el cual
modela el potencial de las interacciones diatomicas, habiendo empleado la aproximacion de Peke-
ris para el término centrifugo y el método de Nikiforov- Uvarov para resolver la ecuacion radial
de Schrodinger con el potencial central mejorado de Poschl - Teller, obteniendo los autovalores de
la energia de rotacion- vibracion y la funcién de onda radial. El interés de aplicar la aproximacion
de Pekeris al término centrifugo para resolver el potencial mejorado de Poschl-Teller radica en
la no existencia de soluciones exactas cuando el nimero cudntico rotacional es distinto de cero
(J # 0). El andlisis de los resultados de la energia de rotacion-vibracién, mostr6 el aumento de la
energia hasta un cierto méximo y luego el decrecimiento, observandose la existencia de niveles de
energia degenerados. Los resultados numéricos de las energias vibracionales son proximas a los
datos experimentales obtenidas por el método RKR (Rydberg-Klein-Rees). El comportamiento de
las funciones de onda radial obtenidas como parte de las soluciones de la ecuacion radial, muestran
nodos en la medida en que crece el nimero cudntico vibracional, cuyas densidades de probabili-
dad correspondientes tienen sus picos para ciertas distancias internucleares, indicando posiciones
en las cuales se encuentra a la molécula con mayor probabilidad. La consideracién exclusiva de
los estados vibracionales de la molécula O,", desde el nivel O hasta el 14, proporciona resultados
proximos a los datos experimentales, siempre que se utilicen los pardmetros moleculares corres-
pondientes al estado electronico fundamental. De forma similar, se obtienen buenas concordancias

para N, en el rango de niveles vibracionales de 0 a 20, y para la molécula CI, (X 22;) deOa4.
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Abstract

In this thesis we present the solution of the improved Poschl-Teller central potential, which mo-
dels the potential of diatomic interactions, having employed the Pekeris approximation for the cen-
trifugal term and the Nikiforov- Uvarov method for solving the radial Schrodinger equation with
the improved Poschl-Teller central potential, obtaining the eigenvalues of the rotation-vibrational
energy and the radial wave function. The interest of applying the Pekeris approximation to the
centrifugal term to solve the improved Poschl-Teller potential lies in the non-existence of exact
solutions when the quantum number is exact solutions when the rotational quantum number is
nonzero (J # 0). The analysis of the results of the rotation-vibration energy shows the increase of
the energy up to a certain maximum and then the decrease, observing the existence of degenerated
energy levels. the existence of degenerate energy levels. The numerical results of the vibrational
energies are close to the experimental data obtained by the RKR method (Rydberg, RKR). RKR
(Rydberg-Klein-Rees) method. The behavior of the radial wave functions obtained as part of the
solutions of the radial equation, show nodes as the vibrational quantum number increases, whose
corresponding probability densities have their peaks for certain internuclear distances, indicating
positions in which the molecule is most likely to be found. The application of only vibrational
states for the molecule of O3 from vibrational quantum number O to 14 are close in the case of the
corresponding experimental molecular parameters of the fundamental molecular electronic state.
corresponding experimental molecular parameters of the fundamental molecular electronic state.
Similarly, one has for N3 from 0 to 20, and for the N3 molecule from O to 20. Cl, molecule from 0

to 4.
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Capitulo I

Introduccion

La buisqueda de la soluciones exactas de la ecuacion radial de Schrédinger para modelos de
potenciales moleculares es un area de investigacion muy amplia desde el nacimiento de la mecéni-
ca cudntica (Stanek, 2011). Se han planteado diferentes potenciales que se viene trabajando desde
los afios 30 del siglo XX, como el potencial de Morse (Morse, 1929), potencial de Rosen—Morse
(Rosen & Morse, 1932), potencial de Frost—Musulin (Frost & Musulin, 1954), potencial de Tietz
(Tietz, 1963) y los potenciales de Schitberg (Schitberg, 1986), estos potenciales modelan la inter-
accion de dos dtomos que conforman una molécula diatémica.

Uno de los potenciales al que se dedico bastante atencion fue el de Poschl-Teller, que modela la
interaccion de dos 4tomos que conforma una molécula diatémica (Poschl & Teller, 1933). Barut et
al. (1987), resolvieron la ecuacién radial de Schrédinger con el segundo potencial de Poschl-Teller,
obteniendo las relaciones de las energias y funciones de onda de estados ligados y de esparcimiento
(scattering) de ondas s. Posteriormente, Ma y Xu (2005), resolvieron la ecuacion radial de Schro-
dinger con el primero y segundo potencial de Poschl-Teller, obteniendo los niveles de energia de
los estados ligados de ondas s. Dong (2009), utilizando el potencial de Poschl-Teller de segundo
tipo modificado, obtuvo los niveles de energia de onda s. En el mismo ano, Agboola (2009) re-
solvid la ecuacion de Schrodinger D-dimensional con el potencial modificado de Poschl-Teller y
también obtuvo algunos valores esperados. Para ello utiliz6 una aproximacioén al término centrifu-
go, el método de Nikiforov-Uvarov y el teorema de Feynman-Hellmann, encontrando la ecuacién
de energia y funcion de onda normalizada de estados ligados, como también algunos valores espe-

rados. Chen et al. (2012), resolvieron la ecuacién de Schrédinger D-dimensional con el potencial
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modificado de Poschl-Teller, utilizando un nuevo esquema de aproximacion para el término cen-
trifugo, obteniendo las soluciones analiticas de los estados de esparcimiento (scattering). You et al.
(2013) resolvieron la ecuacién radial de Schrodinger con el segundo potencial de Poschl-Teller,
utilizando para ello un esquema de aproximacion mejorado al término centrifugo y concluyendo
que se obtuvieron las energias y funciones de onda de estados ligados y de esparcimiento (scatte-
ring).

En recientes afnos se han publicado versiones mejoradas de potenciales centrales para moléculas
diatomicas al utilizar la energia de disociacion y la distancia internuclear de equilibrio para una
molécula diatémica con pardmetros explicitos (Sun et al., 2013). Estas versiones mejoradas de
modelos de potenciales centrales diatémicos han despertado mucho interés (Liu & Jia, 2022), de-
bido a que estos son convenientes para aplicaciones practicas, ya que pueden modelar las curvas
de potencial de interaccidn interatomica y permitir calcular los niveles de energia rotacionales-
vibracionales de las moléculas diatomicas (Jia et al., 2017). Una de estas versiones mejoradas de
potencial, es el potencial central mejorado de Poschl-Teller que fue propuesto por Jia et al. (2017).
El término “mejorado” se refiere a una reparametrizacion del potencial original de Poschl-Teller,
de modo que sus pardmetros matematicos coincidan con los pardmetros moleculares reales. Este
potencial central fue utilizado en pocos trabajos.

En una publicacion reciente Eyube et al. (2021), resolvieron la ecuacion radial de Schrédinger con
el potencial mejorado de Poschl-Teller, utilizando el esquema de la aproximacion tipo Pekeris para
modelar el término centrifugo del potencial efectivo, la regla de cuantizacién mejorada y técnicas
de solucidn especificas para resolver la ecuacion, obteniendo la expresion de la energia rotacional-
vibracional y la expresion de la funcién de onda radial no normalizadas. También obtuvieron las
energias vibracionales de la molécula de RbH (XY ") que concuerdan con los datos experimenta-
les de Rydberg-Klein-Rees (RKR). Posteriormente, Liu y Jia (2022) resolvieron la ecuacién radial
de Schrodinger con el potencial mejorado de Poschl-Teller, utilizando el esquema de aproxima-
cién mejorada de Greene-Aldrich y el enfoque de invarianza de forma supersimétrica, obteniendo
la expresion de la energia rotacional-vibracional. Ademads, calcularon los niveles vibracionales de
las moléculas diatémicas de CO (X'X+) y dimero Li, (a®X7).

Los objetivos de la presente tesis fueron, determinar las funciones de onda radiales y niveles de

energia rotacionales-vibracionales utilizando el potencial central mejorado de Poschl-Teller en la



ecuacion radial de Schrodinger de manera analitica, y calcular los niveles de energia rotacionales-
vibracionales y funciones de onda radiales de las moléculas diatémicas O3, NI y Cl,, a partir de
los resultados analiticos obtenidos para el potencial central mejorado de Poschl-Teller. Solamente
las energias vibracionales de las moléculas diatdmicas se compararon con datos experimentales
publicados en Singh y Rai (1966) y Coxon (1971). También se han conseguido normalizar ana-
liticamente las funciones de onda, cuyo aporte puede permitir determinar valores esperados de

observables fisicos.



Capitulo 11

Marco teorico

2.1. La ecuacion radial de Schrodinger para un potencial mo-

lecular diatomico

La ecuacién de Schrodinger para un potencial central molecular (V (r)) (Ikhdair, 2009), es:

2
(5 74V ) 0lr0.9) = B 0.) Rl

donde p es la masa reducida una molécula diatémica, r es la separacion internuclear y A es la
constante de Planck reducida (Tang et al., 2014).

Utilizando el operador Laplaciano (5/?) en coordenadas esfericas, obtenemos:

1 a 2 8¢(T7 97 90) 1 1 a aw(rv 97 90) 1 1 02¢<T7 97 90)
r2 Or <T or + 2senfog \>" b 00 + r2sen?f  Op?

+ BB V0,0) =0 22)

dado que el hamiltoniano es la suma de una parte radial y otra angular, se sabe que, en general, las
soluciones son separables como producto de una parte radial y otra angular cuyas soluciones son

los arménicos esféricos (Y7, (0, ¢)) (Zettili, 2009).

'QDV,J,m(T) 97 90) = RVJ(T)YJm(ea 90) (23)
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Sustituyendo la ecuacién (2.3) en (2.2) y ordendndolo, se tiene:

Yim (0, ©) <%d% (7’2 dR;j (T)) + %(EVJ - V(r))Rw(N)

Ry 1 0 9 1 1
S Len&@@ (sen989>+ Zazgaz| om0 28

—~

_)
L es el momento angular orbital (Zettili, 2009).

=2 [ 1 0 %) 1 1 0
Lo==n Len@@ (Sen9%>+ﬁsen26’8_cp2} 25)

La ecuacién (2.4) toma la forma:

dr

1 d ( ,dR, 2 Ry, (r)=*
Vinl6.0) (e (P2 4+ 5B~ VOO ) = T a0 20

—2
% . s, . ’
L no depende de r, este commuta con el V' (r) y la energia cinética radial, asi que conmuta con
o —~2
el Hamiltoniano. Ademés L, conmuta con L , por lo tanto el Hamiltoniano, L, y L conmutan
mutuamente, con lo que tienen eigenfunciones comunes (Zettili, 2009). Las eigenfunciones de L,
—2

y L son los arménicos esféricos Y, (0, ¢).

LY (0, ) = mhY (0, 0) 2.7)

—2
T Yyu(0,0) = J(J + D)R2Y5m (6, ¢) 2.8)

Sustituyendo (2.8) en la ecuacidn (2.6) y ordendndolo, obtenemos :

J(J + 1)n?
2ur?

2
1 d (TZdRyJ<T) Roy(r) = BusBor(r) 09)

dr ) +V(7’)RVJ(7")+

La ecuacidn (2.9), es conocida como la ecuacidn radial de Schrédinger para un potencial molecular
diatémico (Tezcan et al., 2008).

Para simplicar la ecuacién diferencial (2.9), se introduce una funcién w,, ;(r):

Uy (1) = 1R, (1) (2.10)



Por lo tanto la ecucién (2.9), toma la forma:

_%% Vir)+ % Uy (r) = Byt (r) (2.11)
[0)
_%% + Versny(r) = By (r) (2.12)
donde
Verg =V(r)+ % (2.13)

. . . B2 J(J+1 . A .
lo cual es conocido como el potencial efectivo, donde % es denominado el término cen-

trifugo del potencial efectivo (Eyube et al., 2021) o potencial repulsivo (Zettili, 2009) y V () es el
potencial central molecular. Ademds, £, ; es el nivel de energia de rotacion-vibracién con niimero
cudntico de vibracién (v) y nimero cudntico de rotacién (J) , siendo R, ;(r) la funcién de onda
radial (Eyube et al., 2023).

La ecuacién (2.11) se llama a veces ecuacion radial de Schrodinger (Alonso & Finn, 1971). Por
lo tanto, la ecuacién (2.11) lo consideramos como nuestra ecuacion radial de Schrodinger que

necesita ser resuelta.

2.2. Nivel de energia de rotacion - vibracion (£, )

Y m (6, ¢) son los arménicos esféricos que es una funcién en coordenadas angulares. Las va-
riaciones de © y ¢ manteniendo a r constante, hace que haya cambios en la orientacién espacial
de la molécula diatémica, lo cual establece un movimiento rotacional. Los nimeros cuénticos J y
m son numeros cudnticos rotacionales. Por otro lado, los cambios en la coordenada r son cambios
en la distancia internuclear, lo cual establece un movimiento vibracional y el ndmero cudntico v
es el nimero cudntico vibracional (Levine, 2001). Por lo tanto, F,; simboliza el nivel de energia
de rotacion - vibracion con numero cudntico de vibracion v y nimero cuéntico de rotacion J para

una molécula diatomica (Liu & Jia, 2022).



2.3. Niveles de energia degenerados

Los niveles de energia son degenerados cuando varias funciones de onda tienen la misma ener-
gia (Engel & Reid, 2006).
Teniendo en cuenta que para un J dado, hay 2.J + 1 valores de m, debido a que m toma valores

que cae en el intervalo de —J a J (Levine, 2004), esto es,
m=—-J—-J+1,--- ., J—1,J (2.14)

Asi, laenergia £, ; es 2.J 41 veces degenerado. Debido a que para un J dado, hay 2./ + 1 diferentes

funciones de onda 1, ;,, las cuales les corresponde la misma energia (Zettili, 2009).

2.4. Funcion de onda radial (R(r))

Para describir el estado de un sistema en mecdnica cudntica se utiliza la funcién de onda, que
contiene toda la informacién que es posible conocer acerca del sistema (Levine, 2001). La infor-
macion estd dada por |rR(r)|*dr, que es la probabilidad radial de que los dtomos de una molécula
diatémica estén separados por una distancia r y r +dr (Gordillo-Vazquez & Kunc, 1998), donde la
distancia entre los dos dtomos se llama distancia internuclear (Rey Lara, 2021) y [rR, ;(r)|* es la
densidad de probabilidad radial (Serway et al., 2006). Asi, los 4&tomos de una molécula diatémica
deberén estar separados una distancia en donde la onda de la gréfica de densidad de probabilidad
radial (|r R, ;(r)|?) tenga una amplitud apreciable (Eisberg & Resnick, 2000). Segin De La Pefia
(2014), para que la funcién de onda sea fisicamente aceptable, debe cumplir la siguientes condi-

ciones:

1. La R(r) y sus derivadas deben ser continuas.
2. La R(r) debe tener un tnico valor en cada punto.

3. La R(r) debe ser finita en todo punto y de cuadrado integrable.

La condicién de normalizacion (Serway et al., 2006), es:

/OO IrR(r)|?dr =1 (2.15)
0
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donde la integral se toma sobre todos los valores posibles de r (Serway et al., 20006).

2.5. Potencial central mejorado de Poschl-Teller (PCMPT)

En 1933, Poschl y Teller propusieron dos potenciales analiticos que modelan la interaccion

diatomica (Poschl & Teller, 1933), sus ecuaciones son:

_h? [ k(k—1) AA—=1) m
Vilr) = 812/ Lin2 a(r —r,) T os? a(r — 7“0)] 0= alr—ro) < 2 (2.16)
- h2a02 /1(/1 — 1) B /\()\ + 1) } B
Valr) = 812 [simh2 alr —r,)  cosh®a(r —r,) |’ 0= a(r—ro) <oo 2.17)

donde ;. es la masa reducida de una molécula diatémica, r es la separacion internuclear, h es
la constante de Planck y s, A\, « y r, son cuatro pardmetros reales ajustables (Jia et al., 2017),
teniendo la condicién k > 1y A > 1 (Poschl & Teller, 1933). La ecuacioén (2.16) es conocida
como el primer potencial de Poschl-Teller (Ma & Xu, 2005) y la ecuacién (2.17) como el segundo
potencial de Poschl-Teller (You et al., 2013).

Un potencial para sistemas diatémicos debe satisfacer tres criterios, los cuales son:

v (r)
dr

d*V (r)

= = Ke = Am? pc®w? (2.18)

lr=r. = 0,V (00) =V (re) = D. y

Se realiz6 el procedimiento matemadtico utilizando la ecuacion (2.17) y los tres criterios dadas por
las ecuaciones (2.18), los detalles se encuentran en el articulo de Jia et al. (2017). Se obtuvo la
expresion del potencial central mejorado de Poschl-Teller (PCMPT) para moléculas diatomicas

(Jia et al., 2017), su ecuacidn es

(2.19)

V(r)=D.+ D, (sinh4 a(re — o) cosh404(7~e _ 7"0))

sinh® a(r — 7)  cosh? a(r —rg)

La palabra “mejorado” significa una reparametrizacion del potencial original de Pdschl-Teller

(2.17), cuyos parametros matemadticos coincida con los pardmetros moleculares reales (Jia et al.,
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2017), que incluye la energia de disociacion (D.), frecuencia angular de equilibrio (w,), la distan-
cia internuclear de equilibrio (7.) y la constante de acoplamiento de rotacion - vibracién («.) para
moléculas diatémicas (Jia et al., 2017). Estos parametros moleculares son determinados experi-
mentalmente por mediciones espectroscopicas (Jia et al., 2017).

Donde « y r son los pardmetros del potencial (2.19), dados como:

I
= er ] == 2.20
a = Tcw 3D, ( )
donde c es la velocidad de la luz.
Eyube et al. (2021) encontré la ecuacidn correcta para ry, dado como:
1 167’ r3aow
=r, — — coth™! e ¢ 2.21
= Te T 50 (2are N 3ah? > (@21

2.6. Moléculas diatomicas

2.6.1. Estados electronicos de las moléculas diatomicas

Existen diferentes estados electronicos para la misma molécula diatémica, debido a que la dis-
tancia de separacion o distancia internuclear entre los dos dtomos pueden tomar distintos valores,
resolviendo para cada una de ellas la ecuacion de Schrodinger electronica y obtener un conjunto
de funciones de onda electrénica con sus respectivas energias electronicas, donde cada miembro
de ese conjunto corresponde a un estado electronico molecular diferente (Levine, 2001). Asi, los
estados electronicos de las moléculas muestran cémo estén distribuidos los electrones alrededor de
los nucleos, cuando los niicleos de la molécula se encuentran a una cierta distancia.

Los estados electronicos de las moléculas son descritas por los simbolos de los términos molecu-

lares.

2.6.2. Simbolos de los términos moleculares

A=|M;

, es el valor absoluto de la proyeccion del momento angular orbital total de los elec-

trones sobre el eje internuclear (Bransden & Joachain, 1983). Se designa el estado electrénico de
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las moléculas diatémicas con los simbolos >, IT, A, @, ..., segin que A = 0, 1,2, 3, ... (Alonso &
Finn, 1971).

La reflexion en un plano que pasa por el eje internuclear cambia el signo del momento angular
orbital respecto de este eje. Los estados electrénicos con valores A # 0 (esos son II, A, &, ...)
son doblemente degenerados. A cada valor de energia le corresponde dos estados que difieren en
la direccion de la proyeccion del momento angular orbital sobre el eje internuclear. Para el caso
A = 0 los estados electronicos > son no degenerados (Landau & Lifshitz, 1983), dividiendo este
estado en dos estados X7y X,

Para distinguir X" y 3~ se requiere considerar la funcién de onda electrénica. En una molécula
diatdmica cualquier plano que contenga al eje internuclear es un plano de simetria y la funcién de
onda electronica del estado > permanece inalterado cuando se refleja a través de dicho plano, cuyo
caso es el estado X1, o si cambia de signo, es el estado X~ (Brown & Carrington, 2003).

Una molécula diatémica formada por dos ntcleos iguales tiene un centro de simetria que coin-
cide con el punto medio del segmento que une a los dos nicleos (Landau & Lifshitz, 1983). La
distribucién de probabilidad de un electrén debe ser la misma en puntos situados simétricamente
respecto al centro de simetria, por lo tanto la funcién de onda de un electrén en puntos simétricos
tiene el mismo valor o tiene el mismo valor pero signos opuestos (Alonso & Finn, 1971). Entonces,
podemos clasificar los estados electronicos segtin su pariedad: Los estados pares (g), cuya funcion
de onda no cambia de signo al cambiar las coordenadas de los electrones con respecto al centro
de simetria, y los estados impares (u), cuya funcién de onda cambia de signo al cambiar el signo
de las coordenadas de los electrones con respecto al centro de simetria (Landau & Lifshitz, 1983).
Los subindices g o u se afiaden a los estados electronicos, teniendo para las moléculas diatomicas
homonucleares los estados >, >, I, IT,,, ... (Bransden & Joachain, 1983).

S es el espin resultante de los electrones de la molécula, cuando S' es distinto de cero se produce
la degeneracion asociada a las direcciones posibles del espin total, cuya multiplicidad es 25 + 1.
Entonces, el simbolo de un estado electrénico es 2*'A (Alonso & Finn, 1971).

El estado fundamental es a menudo etiquetado con el simbolo X (Bransden & Joachain, 1983).
En la mayoria de los casos, esto es un estado X 12; para una molécula homonuclear y un estado

X!YT para la molécula heteronuclear (Bransden & Joachain, 1983).
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2.6.3. Parametros moleculares experimentales

1. Masa reducida p.- La masa reducida es la masa que tiene una cuasiparticula (De La Pefia,
2014). La cuasiparticula es un fenémeno fisico que se da en sistemas de particulas que inter-
actian, donde los grupo de particulas empiezan a comportarse como particulas individuales
(FLEET, 2020).

Su ecuacién es:
myme

o= i (2.22)

my1 + Mma

donde m, y ms son las masas atomicas de los dos dtomos, respectivamente.

2. Energia de disociacion (D.).- Es la energia necesaria para separar a los dos dtomos que

forman la molécula diatémica (Alonso & Finn, 1971).

3. Distancia internuclear de equilibrio (r.).- Es la distancia entre los nuicleos en la que fuerza

de atraccion y repulsion se encuentran equilibradas (Ferndndez Rodriguez & Rius, 1998).

4. Frecuencia angular de equilibrio (w.).- Mide qué tan rapido oscilan los atomos de la molécula

diatoémica en torno de su posicion de equilibrio (Serway & Jewett, 2008), siendo su ecuacién

oy — (k’_) _ <_Eé'(7“e>>2 (2.23)
" "

donde k. es la constante de fuerza de equilibrio y E” la segunda derivada de la energia

electrénica (Levine, 2004).

5. Constante de acoplamiento de rotacion - vibracién (a.).- Esto explica la interaccion entre
el movimiento rotacional y vibracional de la molécula, ya que . se encuentra dentro de la
ecuacion relacionada a la constante rotacional media (5,) con nimero cuantico vibracional

v (Levine, 2004), siendo su ecuacion:

1
B, =B, —a, <1/ + 5) (2.24)

donde o, es un nimero positivo mucho menor que la constante rotacional de equilibrio (B5.)

11



(Levine, 2004), con ecuacidn:

. = 27 donde I, = m@ es el momento de inercia de equilibrio (2.25)
T e

2.6.4. Descripcion de las moléculas diatomicas a estudiar:
Dinitrégeno ionizado (N3)

La emisién de Nj son producidas por el bombardeo de electrones en el aire y las explosiones
nucleares a gran altitud (Andreazza & Singh, 1997). Algunos cometas presentan lineas de emision
de N3 en sus espectros 6pticos, uno de ellos es C/2016 R2 que presenta una alta abundancia de N7
reportada en el ano de 2018, con 12 lineas de emision brillantes (Rousselot et al., 2022).

El NJ en el estado electrénico fundamental X 22;, tiene los siguientes parametros moleculares
experimentales:

w(g) = 1,171 x10~% (Kunc & Gordillo-Vazquez, 1997)

D.(em™1) =71365 (Kunc & Gordillo-Vazquez, 1997)

ae(em™1) = 0,02 (Singh & Rai, 1966)

we(em™1) =2207,19 (Singh & Rai, 1966)

re(A) = 1,116 (Singh & Rai, 1966)

Dioxigeno ionizado (O3)

Se producen una cantidad significativa de iones O} debido a los rayos X tenues que ionizan
a grupos de CO, formados por unas pocas 100 moléculas en la atmésfera de Marte. Ademés, las
observaciones muestran que O es la especie i6nica dominante en la baja ionosfera de Marte (Smita
et al., 2022).
El O} en el estado electrénico fundamental X?I1,, tiene los siguientes pardmetros moleculares
experimentales:
u(g) =1,337 x10723 (Kunc & Gordillo-Vézquez, 1997)
D.(ecm™') = 54688 (Kunc & Gordillo-Vézquez, 1997)
ae(ecm™') = 0,01984 (Singh & Rai, 1966)
we(cm™1) = 1876,40 (Singh & Rai, 1966)
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ro(A) = 1,123 (Singh & Rai, 1966)

Cloro diatéomico (Cl,)

El Cloro diatémico (Cl,) es un producto quimico importante en los desinfectantes, la purifica-
cion del agua y la lejia, pero también es muy téxico, ya que provoca intoxicaciones graves cuando
se inhala (Deng & Zhang, 2016).

El CI, en el estado electrénico fundamental X 22;, tiene los siguientes pardmetros moleculares
experimentales:

w(amu) =17,4844 (Kaur & Mahajan, 1999)

D.(em™1) = 20276,440 (Kaur & Mahajan, 1999)

ae(em™) = 1,516 x1073 (Kaur & Mahajan, 1999)

we(em™') = 559,751 (Kaur & Mahajan, 1999)

TE(A) = 1,9872 (Kaur & Mahajan, 1999)

Para facilitar el uso de los pardmetros moleculares experimentales de cada una de las moléculas a

estudiar, se escribe de forma compacta en la siguiente tabla 2.1:

Tabla 2.1. Los pardmetros moleculares experimentales de las moléculas usadas en este estudio

Moléculas Estado Parametros Moleculares

1 De(em™)  71.(A)  welem™)  ac(em™)
N3 XQZ;' 1,171 x107%3 (g) 71365 1,116 ~ 2207,19 0,02
(04 X211, 1,337 x1072 (g) 54688 1,123 1876,40 0,01984
Cl, XQEQ' 17,4844 (uma) 20276,440 11,9872 559,751 1,516 x1073

2.7. Aproximacion de Pekeris al término centrifugo

El término centrifugo del potencial efectivo se escribe como:

2
V.= J(J+ 1)k (2.26)
2412

La idea bésica del modelo de aproximacion de Pekeris (Pekeris, 1934) es expresar el término

centrifugo por una expresion equivalente (V7.), la cual practicamente tiene la misma forma que la
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energia potencial del sistema (Eyube et al., 2021).

Eyube et al. (2021) obtuvo la aproximacion de Pekeris al término centrifugo del potencial efectivo
para el potencial central mejorado de Poschl-Teller, siguiendo los siguientes pasos:

Se realiza la expansion en series de Taylor de la ecuacion (2.26) alrededor de » = r. 0 equivalen-
temente alrededor del punto z = 0, donde x = i — 1, obteniendo

J(J + 1)R?

(142)7°~ T (1 -2z + 32”4+ Oz (2.27)
pr?

J(J +1)h2

V.=
2pr?

El siguiente paso consiste en considerar la forma equivalente de la ecuacién (2.27); en este caso,

se adopta la forma del potencial mejorado de Poschl-Teller para representar a V..

~  J(J+1)R? ( dy ds )
AL + 2.28
2pr? * " sinha(r —ry)  cosh’a(r — 1) (228)

donde dy, d; y ds son coeficientes constantes a determinar.
Se utiliza la transformacién » = - — 1y para simplificar se asume a = a(r. —7¢) y b = ar,, para
e

expresar la ecuacién (2.28) en téminos de la variable x como:

~  J(J+1)h?

2ur?

Se realiza la expansi6n en series de Taylor de las funciones h;(z) = sinh™?(a + b z) y ho(x) =

cosh™(a + b ) alrededor del punto z = 0, obteniendo:

1 2bcosha b?(1 + 2 cosh? a)
hy(z) = sinh ™ bx) = — 24+ 028 2.30
1(z) = sinh(a + b z) sinh? a sinh® @ * sinh* a o ( )
1 2bsinh b%(1 — 2sinh?
hy(x) = cosh™?(a + b x) = 5 — sm3 - ( s41n %) 2 + Oz® (2.31)
cosh” a cosh” a cosh™a

Se sustituyen las ecuaciones (2.30) y (2.31) en (2.29):

J(J + l)hz dO + Sin}112ad1 + CoshzadQ - 2b (;?11}})’(1 d + :;:;Sa dz)
2ur? 2 ( :
o (e, reg) 2 4 O
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Se comparan las ecuaciones (2.27) y (2.32), lo que lleva a

1 1
dy+ ———di + ———dy =1
0 sinh? a ! cosh? a 2

cosha sinh a 1

dy + dy = —

sinh® a ! cosh® a 27
1+ 2cosh?®a 1—23inh2ad B 3
sinh?a ! cosh*a 272

Se resuelve las tres ecuaciones, para obtener:

do - O
gy — S (1—2sinh®a) + - sinh?
= — (1 —2sinh“a) + —sinh™a
"7 dbcosha 402
cosh® a 9 3 4
dy = Tbsnha (1+2cosh a) — 4_szOSh a
Por lo tanto, la aproximacion al término centrifugo resulta:
v J(J+ 1R J(J +1)h? ( dy do )
2w T 2ur? sinh®a(r —r,)  cosh® a(r — 7,)
donde:
sinh® a(r, — 1) I 4
d f— 1 - 2 h e — 1 h e
"= Zar, cosha(r, — o) ( sinh® a(re — o)) + Tlar)? sinh® a(r, — 1)
b’ a(r. — 3
ds cosh” a(re — ro) (14 2cosh®a(re — o)) — cosh® a(re — 7¢)

~ 4ar,sinh are — 1) 4(are)?

2.8. Método de Nikiforov-Uvarov (N-U)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

El método de Nikiforov - Uvarov es usada para resolver la ecuacion diferencial de segundo

orden de la forma (Nikiforov & Uvarov, 1988):

(2.42)



donde o(s) y (s) son polinomios de grado maximo 2 y 7(s) es un polinomio de grado maximo
1. Siempre se supone que s y los coeficientes o(s), o(s) y 7(s) pueden tener cualquier valor real o
complejo.
El objetivo es reducir la ecuacién (2.42) a una forma més simple tomando u(s) = ¢(s)y(s) y
eligiendo una ¢(s) apropiada, entonces, se tiene:
¢/ %‘_’ ¢// (b/ %‘_’ a.’
" 2—+— )y —+——4+—=)y=0 2.43

y+<¢+0y+ ¢+¢0+02y (2.43)

Para evitar que la ecuacion (2.43) sea mas complicada que la ecuacion original (2.42), se supone

que el coeficiente de ¢’ tiene la forma 7(s) /o (s), donde 7(s) es un polinomio de grado méaximo 1.

Entonces, para la funcién ¢(s) se obtiene la ecuacion:
¢
— = == (2.44)
¢

donde
(1(s) = 7(s)) (2.45)

7(s) es un polinomio de grado méximo 1.

1/ / / / 2
Ya que % = <£> + (%) = (E)I + (§)2, la ecuacién (2.43) toma la forma

p o
p  T(s) , Tls)
Y+ U(g)y + 02(8)34 =0 (2.46)
donde:
7(s) = 7(s) + 2m(s) (2.47)
y
G(s) = (s) +72(s) + 7(s) [F(s) — o'(s)] + 7'(s)o(s) (2.48)

de modo que 7(s) y @(s) son polinomios de grado maximo 1 y 2, respectivamente. En pocas
palabras, las transformaciones inducidas por la sustitucién de u(s) = ¢(s)y(s), han hecho que la
ecuacion (2.46) tenga la forma de la ecuacion original (2.42).

Seleccionando al polinomio 7(s) mas apropiado, se puede reducir (2.46) a la forma mds simple,
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asumiendo que

a(s) = Aa(s) (2.49)

donde A es una constante. La ecuacion (2.46) se reduce a la forma
a(s)y" +7(s)y + Ay =0 (2.50)

Se denomina la ecuacion (2.50) como ecuacion de tipo hipergeométrica y a sus soluciones como
funciones de tipo hipergeométrica, en consecuencia, es natural llamar a la ecuacién (2.42) como
ecuacion del tipo hipergeométrico generalizado.

Para determinar 7(s) y ), se reescribe (2.49) en la forma
™+ (F-0)r+5—ko=0

donde
k=X—1(s) (2.51)

Si se asume que k es conocida, al resolver la ecuacion cuadratica de 7 (s), se obtiene:

A~ ;=\ 2
W(S)ZUQT:E\/(UZT> —G+ko (2.52)

Dado que 7(s) es un polinomio de grado 1, el discriminante dentro de la raiz cuadrada debe
ser cero, tal que la expresion sea un cuadrado perfecto y, por tanto, su raiz exacta. Por lo tanto, se
obtendrd una ecuacién cuadratica para k.

Al determinar k£ obtenemos 7, después ¢, 7 y A. Debido a las diferentes eleciones de k£ y dada la
ambigiiedad de los signos en la ecuacién de 7(s), se puede reducir de muchas maneras la ecuacién
original a la ecuacion del tipo hipergeométrico (2.50).

La transformacién nos permite reemplazar el estudio de la ecuacion original por el estudio de la
ecuacion simple (2.50).

Pasamos al estudio de las propiedades de las soluciones de la ecuacién de tipo hipergeométrico
(2.50).

Se prueba que todas las derivadas de funciones de tipo hipergeométrico son también de tipo hiper-
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geométrico. Se deriva la ecuacion (2.50) y se denota vy (s) = ¢/(s), con lo que
o(s)v] + 7(s)v] + prv; =0 (2.53)

donde:
T1(s) = 7(s) +0'(s) y pu = A+ 7'(s)

71(s) es un polinomio de grado no mayor que 1y y; es independiene de s, la ecuacién (2.53) es del
tipo hipergeométrica. La inversa es también cierta: toda solucién de la ecuacion (2.53) con A # 0
es la derivada de alguna solucién de (2.50).

Sea vy (s) una solucién de (2.53). Si vy (s) es la derivada de alguna solucién de y(s) de (2.50), estas

funciones deberan estar relacionadas de la forma siguiente:

y(s) = — (o(s)0} + 7(s)un)

Derivando,

Ay = —[o(s)v] + 11 (s)v] + 7' (s)v1] = Ay
Por induccién, derivando n veces la ecuacion (2.50), se puede obtener una ecuacion de tipo hiper-
geométrico haciendo v, (s) = y™(s):

a(s)vl + Ta(s)vl, + pyv, =0 (2.54)

donde:

n(n B 1) "

fn = A+ n7'(8) + 50 (s)

Cualquier solucién de la ecuacién (2.54) para uy # 0 (k = 0,1,...,n — 1), puede representarse en
la forma v, (s) = y™(s), donde y(s) es alguna solucién de la ecuacién (2.50).
Esta propiedad permite construir una familia de soluciones particulares de la ecuacion (2.50) co-

rrespondientes a determinados valores de \. En efecto, cuando p,, = 0, en la ecuacién (2.54) se
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tiene la solucién particular v, (s) = constante. Dado que v, (s) = y™ (s), significa que cuando

n(n B 1)O_//

A=\, =-—n7' —
2

la ecuacion del tipo hipergeométrico tiene una solucion particular de la forma y(s) = y,,(s), que es
un polinomio de grado n. Se llamardn a tales soluciones polinomios de tipo hipergeométrico. Los
polinomios ¥, (s), son las ecuaciones mas sencillas de (2.50).

Para obtener la expresién explicita de los polinomios y,,(s), multiplicamos las ecuaciones (2.50) y

(2.54) por las funciones apropiadas p(s) y p,(s), tal que pueden ser escritas como:
(opy’) + Apy =0 (2.55)

Aqui, las funciones p(s) y p,(s) cumplen las ecuaciones diferenciales
(op) =71p (2.57)

(0pn) = Tnpn (2.58)

Utilizando la expresién explicita de 7,,(s), podemos establecer la relacién entre las funciones p, ()

Yy po(s) = p(s).

!/ /
(opn) _ = 0P
Pn p
donde
/ / n /
Pn = ﬁ + _U
Pn p o
Resolviendo para p,(s), se tiene
pn(s) =0c"(s)p(s), (n=0,1,...) (2.59)
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Dado que 0p,, = pns1 Y v, (S) = vny1(5), se puede reescribir la ecuacion (2.56) en la forma

1

PrnUn = _E (Pns1Vns1)
Cuando m < n, se obtiene progresivamente:
1 1 1 Am n—m
PmUm = _M_m (Pm41Vmi1) = (_M_m) (_Mm+1> (Pms2Vmia)’ = o = A, (Pnn)
donde .
Ap = (=" ] e, Ao =1 (2.60)
k=0

Si y(s) es un polinomio de grado n, es decir, y = y,(s), entonces

Um(s) = 5T (s), va(s) =y (s) = constante

se obtiene para yim) (s) la expresion siguiente:

Aman

(m) _ n—m
donde:
1
Apn = An(Nr=r, ¥ Bo = 4, (5) (2.62)

Cuando m = 0, se puede expresar explicitamente los polinomios de tipo hipergeométrico y,,(s)

como una férmula de Rodrigues

Yn(s) = — [0"(s)p(s)] (n=0,1,...) (2.63)

habiendo encontrando y,,(s) y ¢(s), se tiene la funcion u(s); B,, es un factor de normalizacion.

Estas soluciones ¥, (s) corresponden a los valores

TL(TL B 1)0// (

A=\, = —n1 —
2

n=0,1,..) (2.64)
Por otro lado, la derivada de 7(s) tiene que ser negativa.
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2.9. Desviacion porcentual absoluta media (MAPD)

La desviacion porcentual absoluta media (MAPD) (Yanar et al., 2020), es utilizada para evaluar
cuantitativamente la precision de los datos de energia calculados con los datos experimentales. La
ecuacion es:

E
ZRER T Tea (2.65)

100 Y
MAPD = —
N ZO ERKR

donde N es el nimero de datos experimentales, F'rxr y Ecqc las energias de RKR y las ener-
gias calculadas, respectivamente. Ademas, MAPD calculado es inferior al 1 % lo que se encuentra

dentro del requisito de error (Bitrus et al., 2021).
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Capitulo I1I

Material y métodos

3.1. Solucion del potencial central mejorado de Poschl-Teller.

La ecuacion radial de Schrodinger (2.11) con el potencial central mejorado de Poschl-Teller,

€S

sinh®a(r —ry)  cosh®a(r —ry)

h? d?uy, 5 (r) sinh® a(r, —ry)  cosh® a(r. — ro) J(J+1)h?
_ZT—F(DG + De ( ) + 2/L7’2 ) UVJ(T) = EZ,JUVJ<7”)

3.1
Esta ecuacién no tiene solucién exacta cuando J # 0, por lo que es necesario utilizar una aproxi-
macion al término centrifugo.
Se utiliz6 la aproximacién de Pekeris al término centrifugo del potencial efectivo que fue obtenido

por Eyube et al. (2021), dada por la ecuacion:

(3.2)

J(J+ DR J(J+ DR < dy d )

2urz - 2ur? sinh® a(r —r,)  cosh® a(r — 7,)

donde:

sinh® a(r. — 7¢)

dy = 1 —2si h2 e — i h4 e —
"7 4ar, cosh a(r, — ro) ( sinh” a(re —ro)) + da2r2 sinh” a(re — 7o)

cosh® a(re — 79)

ds cosh* au(re — 7o)

) (14 2cosh? a(re — o)) —

4ar, sinh a(r. — rg 4a?r?
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Sustituimos la ecuacién (3.2) en (3.1), obteniendo:

h? d?u, ;5 (r) N (De D, (sinh4 afre —r,)  cosh'a(r, — ro))) oy ()4

2 dr? sinh® a(r —7r,)  cosh®a(r —r,)
J(J + 1)R? ( dy ds )

14 — Ey 14 33

24172 sinh® a(r — 1) cosh® a(r — r,) (1) JUuyy(r) (3.3)

La ecuacion de Schrédinger con un potencial del tipo dado, es reducida a una ecuacion del tipo
hipergeométrico generalizado a partir de una apropiada transformacién de coordenadas s = s(r)
(Berkdemir et al., 2006).

En este trabajo se opt6 por la transformacién de coordenadas s = tanh® a(r — 7). Por lo tanto, la

ecuacion (3.3) toma la forma:

d*u,,y(s) L _L1=3s du(s) (—Bos® + Bis — Ba)
ds? 2s(1 —s) ds 45%(1 — )2

uyy(s) =0 (3.4)
donde 3, = By + P2 — B,y las cantidades reducidas vienen dadas como:

2
/BI/J = a (EVJ - De)

" h2a2
2 J(J+1)d
Bo = h2g2 D, cosh* a(r, — o) — %
52 = 202 De sinh Oé(T’e — To) + W

e

En este trabajo s6lo nos ocuparemos de los niveles de energia de estados ligados, por lo que se
requiere considerar D, > FE,;, es decir, 3,; > 0.

Comparando la ecuacién (3.4) con la ecuacién (2.42), se obtienen los polinomios siguientes:

o(s) =2s(1—8), 5(s) = —Bos*> + Bis — By 7(s) =1—3s (3.5)

Reemplazando los polinomios en la ecuacién (2.52), se obtiene 7(s):

(1—8)E£/(14+48y —8k)s2 + (—2 — 4B, + 8k)s + (1 + 45,)

5 (3.6)

m(s) =
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Recordando el método de N-U, para deteerminar k la discriminante de la expresion bajo la raiz

cuadrada tiene que ser cero:
A = (=2 — 48, + 8k)? — 4(1 + 48y — 8k)(1 4+ 46;) =0

Resolviendo se obtiene:

_ Bo — B2 — Bus £V Bus + 48,505

ky 5

(3.7

Los dos valores de k& dadas en la ecuacién (3.7) son sustituidas en la ecuacién (3.6), obteniendo:

52 £ 4|(VABys — VI +4B2)s + I+ 45|, para k.

m(s) =

% + %|(\/461,J +V1+4+483)s — /1 +4Ps|, parak_

Analizando:

w (VAP — V1 +4P2)s + 1+ 48| = (VAP — V1 +4B2)s + /1 + 4[5,
yaque (V46,5 — V1 +463)s + V1 + 48y = 4B, ss + V1 +455(1 — s) > 0.

o [(VAB, s+ V1 +4P2)s — 1+ 48| = (VAP + V1 +462)s — 1+ 4P,
yaque (v/408,5 + 1+ 453)s — /1 + 455 > 0.

Por lo tanto, se tendra:

152+ L (VAP — VI+4By)s + VT +45,), paraky

m(s) =

Los 4 L ((\/2B,; + 1+ 4By)s — /11 4B,), parak_

De las cuatro posibles formas del polinomio 7(s), se seleccionard tinicamente aquella que cumpla
con que 7(s) (7(s) = 7(s) + 2m(s)) tenga derivada negativa (Berkdemir & Han, 2005), es decir,
d
que satisfaga ;—S < 0, condicién necesaria para la existencia de estados ligados (Okon et al.,
s

2017). Analizando:

» Eln(s)ys = 525+ 1 (V4B — VI+4B5)s + /1 +4P,) para k.,

entonces:
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T4 (s) = (1= 3s) + (1 — s) + (V4Boy — VI +4B2)s + VI + 4s)

Por lo tanto:

7o (s) = —4+ (VAB,, — VI T 45))

» Elnm(s)_y =55 — 1 ((V4B,s — V1 +4B2)s + /1 +4P,) para k.,

entonces:

r(s) = (1= 38) + (1 - 5) — (V3B — VI T WBa)s + VI F %)

Por lo tanto:

TLi(s) =4 = (VAP — V1 +4B)

» Eln(s)_- =152 — 2 (V4B + V1 +4B2)s — /1 +45;) para k_,
entonces:
T__(s)=(1=3s)+ (1 —3s) = (VABs + VI +4Ba2)s — V1 +4p)

Por lo tanto:

7 (s) = —4— (\/4B,s+/1+48,) <0

>0 >0

» Elw(s);- =152+ 1 (V4B + VI +4B2)s — V1 +40,) para k_,

entonces:

rr(s) = (1—38) + (- s) + ((vVABoy + VIFABs)s — VI T 45p)

Por lo tanto:

T (s) = =4+ (V4B,s + V1 +45)

Por lo tanto, como resultado del andlisis anterior, se eligieron los siguientes valores para 7(s) y k:

n(s) =2 o) © - % (W%J +V/1+48)s —/1+ 452) (3.8)
B Bo — B2 — Bus _2VBVJ + 48,552 (3.9)

De aqui en adelante se uiliza las ecuaciones (3.8) y (3.9).

Para )\ dada por la ecuacién (2.51), se obtiene

_Bo—P2— B —QVBVJ + BB % ~ % (V4B + /15 15)) (3.10)

A
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Ademds, \,, dada por la ecuacidn (2.64), se obiene

n(n - 1)

/\n 46%] + 1 + 452 9

(—4)

Teniendo en cuenta que n = v es el nimero cudntico de vibracidn, se reescribe la ecuacion:

_vv-1)

(—4) (3.11)

Comparamos estas expresiones, A = ), obtenemos la ecuacion de energia.

2
Bus = <—1—2V:F\/50+;1—\/52+i>

donde §,; = —h—fa“—Q (E,;— D.).

2
h%a? 1 1

E,j=D,— = —1—2V$\//30+——\/52+— (3.12)
20 4 4

Por lo tanto, concideramos que nuestra ecuacion de energia de rotacién - vibracién del potencial

Entonces:

central mejorado de Poschl-Teller, es:

2
R2a? 1 1

E,j =D, — — —1—2v+\/ﬁo+——\/ﬁ2+— (3.13)
21 4 4

Comparando la ecuacion de energia obtenida (3.13) con las ecuaciones que fueron obtenidos por

nuestros antecedentes, se concluye que es la misma ecuacion de energia de rotacion - vibracién
que fue obtenido por Eyube et al. (2021) que solucioné el potencial mejorado de Poschl-Teller con
la regla de cuantizacion mejorada.

Hallamos la ecuacion de funcion de onda radial normalizada.

Por el método de N-U toma que u,;(s) = ¢(s)y(s), entonces reemplacemos o (s) dada en (3.5) y

7(s) dada en (3.8) en la ecuacion (2.44) para obtener ¢(s):

o(s) 52— 3 (V3B + VI+4B)s — I+ 4B,)

P(s) 25(1 — s)
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(VAB,s + I+ 4B2)s — I+ 4Bs) p
25(1 —s) °

—
Q.
=
KA
SN—
I
—
.
off
|
[

\/1+43 By
d(s) = SiHY2 (1— S)\/?C:g, c3 = constante (3.14)

Por otro lado, y(s) = y,(s) estd dada por la ecuacién (2.63) pero primeramente determinemos la

funcién de peso (p(s)), la cual satisface la condicién:

p(s) a(s)
pl(s)  (1=35+2(152 — 5 (VABs + V1 +4P2)s — V1 +45,))) — (2 — 4s)
p(s) 2s(1 —s)
/ dp(s) / (1-3s+2 (5 -2 (VABw + VI +4B2)s — V1 +45))) — (2 — 45)6(3
p(s) 25(1 —s)
p(s) =(1— s)ms%%q, c4 = constante (3.15)
Por lo tanto, y = y,(s) es:
ynls) = Bp2ms~ 7 2 (1 — s)_m% (1 — g)nVBos gty (3.16)

La definicion del Polinomio de Jacobi (Gradshteyn & Ryzhik, 2007), es dada como:

(cv,8) (=" _ )« —ﬁﬂ _ \otn B+n
PP () Sam] (1—2)"*1+2) T [(1—2)**"(1+ 2)"*"] (3.17)

Siz=1-2s,a = @ y 8 = /B, sustituyendo en la ecuacion (3.17) se obtiene

VIT15y 1 14 d VARST:
e R D R h e B U] I CAT
n! s
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W,m>(

Entonces, y,,(s) = P 1—2s),donde B,, =1/(2"n!). Por el método de N-U, la funcién

u,7(s) = ¢(s)y(s), esto es expresada como

/1448 B, /14489
tyy(s) = Nsi+ 52 (1 o) Y3 7 VB () _gg) (3.19)

donde NV es la constante de normalizacion.

Teniendo en cuanta que s = tanh? a(r — ), entonces:

VI Vg (VT g
u,,J(r):N(tanh2Oz(r—ro))%r Z2(1—(tanh2a(r—r0))) 2 pl e VP

)(1—2(tanh2 a(r—rg)))
(3.20)

La funcidon de onda radial no normalizada es:

1 1 A/ 1443 /BV m
Rys(r) = N=(tanh? a(r—ro))i* 5 (1-(tanh? a(r—r))) 2 Py = V27
r

1—-2(tanh® a(r—rp)))
(3.21)

El potencial con funciones hipérbolicas de Péschl-Teller (2.17), las funciones de onda permanecen

finitas en el intervalo 0 < «(r — r9) < oo (Pdschl & Teller, 1933), siendo PCMPT una repara-

metrizacion del potencial (2.17), donde sus pardmetros matematicos coinciden con los pardmetros

moleculares reales. Asi, el intervalo sigue presente en el PCMPT.

Ahora calculamos la constante de Normalizacién:

00 00 1 ds
2 _ 2 _ 2 _
| R par = [ usbar = [P -1 62

Dado que 0 < a(r —r,) < oo, se tiene que 0 < s < 1, donde s = tanh? a(r — rg). Ademds,
se utiliza el polinomio de Jacobi, el cual se expresa en términos de la funcion hipergeométrica
(Gradshteyn & Ryzhik, 2007).

F'v+1+a) 1 —x

pep ==~ P (- 1;1 ;
V) = i) [ et Sl

) (3.23)
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entonces:

Y VIt VI+43,
/ . 1;452 (1—S)m_1<2F1<_V,V+ + /ﬂuj_’_l 1+ _g BZ S))2d8
0

2
[N <r<n+1+—”z%>> .

3.24
20 \ i+ i) (329
Usamos la serie hipergeométrica generalizada (Gradshteyn & Ryzhik, 2007)
e k
o) (0e)k...(ap)r 2
pFQ(alaa%'“aap;BlvﬁQa"'7Bq;z) :Z ( l)k( Z)k ( p)k_ (325)

— (B1)k(B2)k--(Bo)r K!

se tiene

IN]2 D(v+1+ —”;4%)2 e v+ VB + D () (v + T 4 VB + D
200 © PIT(1 4 VR (1 VAR, ml(1 + Y82

I Ra—
/ 31%4[32““””(1 —s)VPlds =1

k=0 m=0

(3.26)

Usamos la definicién de la funcién beta (Andrews, 1998) y la relacién B(z,y) = %, obte-
niendo
NP (T + 1+ ¥52) iz v+ 2 4+ By + Vi (~1)a(v + 52 + VB + D
20\ IP(1+ \/IJ;TB k=0 m=0 1+ VIR, ml(L+ Y572,

v1+4
ﬁ(—+ g +k+m+1,y/8,5) =1 (3.27)

2

INP [T+ 1+ 222) VS (—0)i(v + Y522 4 By + D (—0)m(v + Y522 4+ /By + 1),
20\ pID(1 4 122 = RI(1 4 VAR, ml(1+ 22
D2 4k +m+ DI(VB,

( m ) (3.28)

F(@+k+m+\/@+1)
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Ahora utilizamos la definicién del simbolo de Pochhammer (Andrews, 1998), (a), = Natn)

T'(a) *
Entonces:
Z Z (v+ Y2 4 B+ D)p(VE22 4 1) (=) (v + Y2 /By 4+ 1) (V22 1),
=i 0+ V”‘”Z) k'(“*‘*ﬁ? + VB + i (14 Y52)m! (1 + k + VB + Y52),,
NP (Lot 1s 25 ﬁ<—1+452+1\/6j>= (3.29)
20 vID(1+ 1+T%) 2 ’
La constante de normalizacidn es
N - V2«
D 0 2o (Y2 4 B D) (P2 1) (1) (0 2 VB 4 D (2 ket 1)
=0 Em=00 | By (VI e, (Y05 ) (kB + Y2
1
- (3.30)
V1465
D(v+14+¥Y——-2) VI3, -
\/( 1/'1—‘(1-‘,- /1_;,2_4,(3 )) /B< 3 2 + 17 /BZIJ>
Por lo tanto, la ecuacidn de la funcidn de onda radial normalizada es:
V2
Ryy(r) = a
sy () v+ Y2 B+ D (2 ) (1) (2 4 B+ ) i (S 4k Do
o X’ (14 Y882y (P2 BTy, Y2y (ke B+ Y2
1 m VBug

1
= (tanh® a(r — 1)) 3t

. (1 — (tanh® a(r — 1)) 2

Vi¥353, \ 2
D(v+1+¥Y——-2) VI+4B A
\/<u!r(1+”1§4ﬂ )> 5< > L BVJ)

P7E 1-‘2—4[32 sV BV-]) (

1 — 2(tanh® a(r — 79))) (3.31)

3.2. Obtencion de valores de energia para las moléculas N3, O}
y Cl,

Primero se comenz6 hallando los pardmetros del PCMPT, los cuales son: o (1/A) y o (A),
dadas por las ecuaciones (2.20) y (2.21), para ello se usaron los pardmetros moleculares de las mo-
léculas dadas en la tabla 2.1 y los factores de conversién lem ™! = 1.239841875x10~%eV/, luma
=931.494028 MeV/c?, he = 12398.5 eVA, he = 1973.29 eVA, luma = 1.66053892x1072'g y
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1A = 10-%cm.

En la ecuacién de energia de rotacidon-vibracion (3.13) se reemplazaron los valores de o y r( ha-
llados para las moléculas de N3, O} y Cl, dadas en la tabla 4.1 y los valores de los pardmetros
moleculares experimentales de las moléculas dadas en la tabla 2.1. Se obtuvieron las energias de
vibracién (cuando J = 0) en unidades de cm ™! son mostrados en las tablas 4.2, 4.3 y 4.4. Pos-

1

teriormente, se obtuvieron las energias de rotacion - vibracion en unidades de ¢m ™, variando el

ndmero cudntico de vibracién y rotacién, son mostrados en las figuras 4.8, 4.7 y 4.9.

3.3. Obtencion de las funciones de onda radiales y densidades

de probabilidad radiales para las moléculas N3, O3 y Cl,

En la ecuacion de la funcion de onda radial (3.31), se reemplazan los valores de v y 7y hallados
para las moléculas de N3, Of y Cl, dadas en la tabla 4.1 y los valores de los parametros mole-
culares experimentales de las moléculas dadas en la tabla 2.1. En las figuras 4.10, 4.13 y 4.16 se
muestran las gréficas de las funciones de onda radial y densidad de probabilidad radial vibracio-
nales (cuando .J = 0) en unidades cm /2 y em ™, respectivamente. Ademds, en las figuras 4.11,
4.12, 4.14, 4.15, 4.17 y 4.18 se muestran las graficas de las funciones de onda radial y densidad
de probabilidad radial cuando el nimero cudntico vibracional toma valores 0,1,2 y 3, y el niimero

cuantico rotacional toma valores 2 y 5.

3.4. Datos de otros trabajos usados para las discusiones del

presente trabajo

Las energias experimentales de Rydberg-Klein-Rees (RKR) para las moléculas de N}

(X2%]) y O3 (X°11,)
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Tabla 3.1: Las energias vibracionales experimentales RKR (Err) para la molécula de N3 en el
estado X*¥ ¥ y O en el estado X°11,:

N (X°%)) 05 (X*11,)

v FErxr(em™) v Eggr(em™) | v Egggp(em™) v FEgrgg(em™)
0 1099,6 11 23180,9 0 934 11 19381
1 32859 12 24981,5 1 2777 12 20869
2 5417,7 13 26746,2 2 4585 13 22307
3 7536,5 14 28479,7 3 6364 14 23723
4 9590,5 15 30164,0 4 8105

5 11648,2 16 31819,8 5 9812

6 13651,8 17 33436,1 6 11489

7 15629,7 18 35012,9 7 13133

8 17570,4 19 36550,2 8 14745

9 194742 20 38048,0 9 16323

10 21345,1 10 17868

Fuente: Obtenido en el articulo de Singh y Rai (1966).

Las energias experimentales de Rydberg-Klein-Rees (RKR) para la molécula de Cl, (X 22; ):

Tabla 3.2: Las energias vibracionales RKR ( Erkr) para la molécula de Cl, en el estado X 22;.

v Egggr(em™)
0 279.15
1 833.43
2 1382.33
3 1925.79
4 2463.8
5 2996.28
6 3523.4
7 4044.8
8 4560.5
9 5070.5
10 5574.7
11 6073.1
12 6565.6
13 7052.2
14 7532.8
15 8007.3

v
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

Erkpr (cm™)
8475.6
8937.7
9393.5

9843
10286.1
10722.7
11152.6
11575.6
11991.5
12400.2
12801.7
13195.9
13582.7

13962
14333.7
14697.7

14
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47

Frkr (em™)

15053.8
15401.8
15741.4
16072.4
16394.5
16707.4
17010.8
17304.4
17587.9
17860.8
18122.8
18373.5
18612.4
18838.9
19052
19250.5

14

48

49

FErkr (em™)
19433
19597.9

Fuente: Obtenido en el articulo de Coxon (1971).
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3.5. Herramientas utilizadas

= Lenguaje de programacion Python
Python se utiliz6 para programar la ecuacion de energia, con la finalidad de poder introducir
los pardmetros moleculares experimentales de las moléculas diatémicas en la ecuacién de
energia y variar el nimero cuantico de vibracién (v) y el nimero cudntico de rotacién (.J), asi
obtener la energia de vibracion y energia de rotacion - vibracion para las distintas moléculas

diatémicas.

= Software Mathematica
El Software Mathematica se utiliz6 para programar la ecuacion de la funcién de onda radial
normalizada, debido a que el Software Mathematica me facilit6 el manejo de las funciones
especiales. Posteriormente, se introdujeron los pardmetros moleculares experimentales de
las moléculas diatémicas en la ecuacion de funcién de onda radial normalizada y se varid
el nimero cudntico vibracional () y el nimero cudntico rotacional (.J), para obtener las
funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para las distintas moléculas

diatomicas.
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Capitulo IV
Resultados y Discuciones

4.1. Los ay r( calculados para las molécula diatomicas N3, O}

y Cl,

Se encontraron los valores de los pardmetros del PCMPT (« y () para cada molécula; estos se
muestran en la siguiente tabla.

Tabla 4.1: Los valores de los parametros del potencial central mejorado de Poschl-Teller para las
moléculas N3, O3 y Cl,.

Moléculas Estado a (I/A)

ro (A)
Ng XQZ; 1,3359578767656066 0,830164760471413
O; X2Hg 1,3863163330711625 0,841851625348013

Cl, X2§]g+ 1,0008434553058858  1,64251882490065

4.2. Las energias de vibracion de N3 (X 22;)

Las energias de vibracién (cuando J = 0) calculados para la molécula de N por la ecuacién
de energia (3.13), son mostradas en la tabla 4.2:
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Tabla 4.2: Las energias de vibracién calculados para la molécula N7 (X 22;’).

v Eyp(em™) v Ey,(em™)
0 1105,3 11 23130,9
1 3278,3 12 249284
2 5417,2 13 26691,8
3 7521,9 14 28421,1
4 9592,5 15  30116,2
5 11628,9 16 31777,2
6 13631,3 17 33404,0
7 15599,5 18 34996,8
8 17533,5 19 365554
9 194334 20  38079,8
10 21299,2

La comparacion de las energifas de vibracion calculados para la molécula de N dadas en la
tabla 4.2 con las energias vibracionales experimentales RKR de la molécula de N3 dadas en la
tabla 3.1, se muestra en la figura 4.1:

Figura 4.1: Grifica de las energias de vibracion calculados (F,) y de las energias vibracionales

experimentales RKR (Egx ) para la molécula diatémica de N3 (X 22;), en funcién del nimero
cudntico vibracional.

35000 4

30000 1

25000 4

20000 1

Energia (cm™1)

15000

10000 A

5000 - —— Las energias de vibracion calculados (Eyp) para Ny

+  Eggn de NT

T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Numero cuantico vibracional (v)

El error relativo porcentual de las energias de vibracion calculados para la molécula de N3

dadas en la tabla 4.2 con las energias vibracionales experimentales RKR de la molécula de N3
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dadas en la tabla 3.1, se muestra en la figura 4.2:

Figura 4.2: Grafica del error relativo porcentual de las energias de vibracion calculados con las
energias vibracionales experimentales RKR de la molécula de N} en funcién del nimero cuantico
vibracional.

0.5 1

0.4 1

0.3 1

0.2 1

Error realtivo (%)

0.1

0.0

T T T T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
Namero cuantico vibracional (v)

Se observa en la figura 4.1 que las energias de vibracion calculados (E,() se hacen proximas a
los valores de energias vibracionales experimentales RKR (Erk ) de la molécula de N3 (X 22;).
Una forma de comparar cuantitativamente los resultados es utilizar el MAPD.
Utilizando los valores de energia de vibracion calculados de la tabla 4.2 y las energias vibracio-
nales experimentales RKR de la molécula de N3 dadas en la tabla 3.1 en la ecuacion (2.65), se
obtiene el valor de MAPD igual a 0,16603 %. Este resultado revela que las energias de vibracién
calculados se encuentran muy proximos a las energias experimentales RKR de la molécula N7
(X 22;). Ademads, MAPD calculado es menor al 1 % lo cual se encuentra dentro del requisito de
error.
En la figura 4.2, se observa que para el niimero cudntico vibracional cero el error relativo es apro-
ximadamente 0,52 % y para los demas nimeros cudnticos vibracionales sus errores relativo son
menores al 0,22 %, teniendo en cuanta que para los niimeros cudnticos vibracionales 2, 4 y 19 sus
errores relativos son cercanos a cero, lo que significa que sus energias de vibracion calculados son

casi idénticos a sus energias experimentales RKR.
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4.3. Las energias de vibracién de O3 (X*°II,)

Las energias de vibracién (cuando J = 0) calculados para la molécula de O por la ecuacién

de energia (3.13), son mostradas en la tabla 4.3:

Tabla 4.3: Las energias de vibracion calculados para la molécula OF (X?I1,).

v By, (em™)
0 939,6
1 2783,7
2 4595.,6
3 63754
4 8123,0
5 9838,3
6 11521,5
7 13172,5
8 14791,3
9 16377,9
10 179323
11 19454,5
12 20944,6
13 224024
14 23828,1

Figura 4.3: Grifica de las energias de vibracién calculados (E,q) y de las energias vibracionales
experimentales RKR (Erf ) para la molécula diatémica O} (X>I1,) en funcién del nimero cudn-
tico vibracional.
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4.3 con las energias vibracionales experimentales RKR de la molécula OF dadas en la tabla 3.1, se
muestra en la figura 4.3.

El error relativo porcentual de las energias de vibracion calculados para la molécula Of dadas en
la tabla 4.3 con las energias vibracionales experimentales RKR dadas en la tabla 3.1, se muestra

en la figura 4.4.

Figura 4.4: Grifica del error relativo porcentual de las energias de vibracion calculados con las
energias vibracionales experimentales RKR de la molécula de O3 (X?I1,) en funci6n del nimero
cudntico vibracional.
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Se observa en la figura 4.3, que los valores de energia de vibracién calculados son un poco
mads grandes que las energias vibracionales experimentales RKR de la molécula OF. Una forma de
comparar cuantitativamente los resultados es utilizar el MAPD.

Utilizando los valores de energia de vibracién calculados (F,) de la tabla 4.3 y las energias ex-
perimentales RKR (Frir) de la molécula de O dadas en la tabla 3.1 en la ecuacién (2.65), se
obtiene el valor del MAPD igual a 0,32982 %. Este resultado revela que las energias de vibracién
calculados se encuentran proximos a las energias experimentales RKR de la molécula O} (X?2I1,).
Ademds, MAPD calculado es menor al 1 % lo cual se encuentra dentro del requisito de error.

En la figura 4.2, se observa que para el nimero cudntico vibracional cero el error relativo es apro-
ximadamente 0,6 % y en el nimero cudntico 3 tenemos el error relativo mds pequefio, que es
aproximadamente de 0,18 %. A partir del nimero cudntico 3 aumenta el error relativo pero son

menores a 0,45 %.
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4.4. Las energias de vibracion de Cl, (X 22;)

Las energias de vibracién (cuando J = 0) calculados para la molécula de CI, por la ecuacién

de energia (3.13), son mostradas en la tabla siguiente:

Tabla 4.4: Las energias de vibracion calculados para la molécula Cl, (X 22;)

v Eg(em™) v Eg(em™) v Eyg(em™) v Ey(em™)
0 280,64 13 6854,06 26 12121,72 39  16083,63
1 832,64 14 7305,62 27 12472,84 40  16334,30
2 1376,92 15 7749,46 28  12816,24 41  16577.25
3 1913,48 16 8185,57 29 1315190 42 16812,48
4 2442,30 17 8613,95 30 13479,85 43 17039,98
5 2963,40 18 9034,61 31 13800,06 44  17259,75
6 3476,78 19 9447,54 32 1411255 45 17471,79
7 3982,43 20 9852,75 33 14417,31 46 17676,11
8 4480,35 21  10250,23 34 1471435 47 1787270
9 4970,54 22 1063998 35 15003,65 48 18061,57
10 5453,01 23 11022,01 36 1528524 49 18242,71
11 5927,75 24 11396,30 37  15559,09

12 6394,77 25 11762,88 38  15825,22

La comparacién de las energias de vibracion calculados para la molécula de Cl, dadas en la

tabla 4.4 con las energias vibracionales experimentales RKR de la molécula de Cl, dadas en la

tabla 3.2, se muestra en la figura 4.5:

Figura 4.5: Grifica de las energias de vibracion calculados (FE,) y de las energias vibracionales
experimentales RKR (Erxr) de la molécula diatémica de Cl, (X 22;) en funcién del nimero
cuantico vibracional.
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Utilizando los valores de energia de vibracion calculados de Cl, de la tabla 4.4 y sus energias
experimentales RKR de Cl, dadas en la tabla 3.2 en la ecuacidn (2.65), se obtiene el valor del
MAPD igual a 4,57781 % este no cumple con el requisito de error de que sea menor al 1 %.

Por otro lado, se utilizaron los valores de energia correspondientes a los nimeros cudnticos de 0
hasta 4 de la molécula de Cl, de la tabla 4.4 y las energias experimentales RKR de la molécula de
Cl, dadas en la tabla 3.2, en la ecuacién (2.65) se obtiene el valor de MAPD igual a 0.50635 %,
que cumple con el requisito de error de ser menor al 1%. Por lo tanto, las energias de vibracion
calculadas son casi proximas a las energias experimentales RKR de la molécula de Cl,, correspon-
dientes a los niimeros cudnticos de O hasta 4.

El error relativo porcentual de las energias de vibracion calculados correspondientes a los nimeros
cuanticos de 0 hasta 4 para la molécula Cl, dadas en la tabla 4.4 con las energias experimentales

RKR dadas en la tabla 3.2, se muestra en la figura 4.6:

Figura 4.6: Gréfica del error relativo porcentual de las energias de vibracion calculadas correspon-
dientes a los nimeros cudnticos de O hasta 4 con las energias vibracionales experimentales RKR
de la molécula de CI, (X 22;) en funcién del nimero cudntico vibracional.
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Se observa en la figura 4.6, que para el nimero cudntico vibracional uno tiene un error relativo
mds pequefio que es aproximado a 0,09 % y el error relativo més alto es aproximadamente 0.9 %

correspondiente al nimero cudntico cuatro.
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4.5. Energia de rotacién-vibracién de la molécula de O3 (X*II,)

En la figura 4.7, se muestra las graficas de las energias de rotacién-vibracién cuando el nimero
cudntico de vibracién toma valores de 0 a 14 y el nimero cudntico de rotacién (.J) varia de 0 a
187. Se observa que en cada una de las graficas llega a un valor maximo de energia, las cuales
pueden ser observadas en la tabla 4.5. También se observa que las graficas de energia decrecen,
dando lugar a niveles de energfa degenerados de la molécula de O3 (X?II,).

Cuando J toma valores mayores que 187, los valores de energia son nimeros complejos.

Figura 4.7: Energias de rotacién-vibracién de la molécula de OF (X*II,) en funcién del nimero
cuantico rotacional (J).
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Tabla 4.5: Las energias de rotacidon-vibracién médximas de cada una de las graficas.

J Egy(em™ v T E,;(em™)
185 54682,2 8 179 54686,2
184 54686,4 9 178 54684,6
184 54680,5 10 177 54683,6
183 54688.,0 11 177 54684,3
182 54684,0 12 176 54684,5
182 54683,9 13 174 54685,1
181 54687,7 14 173 54686,4
180 54687,7

NN Nk W= O]
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4.6. Energias de rotacién-vibracién de la molécula de N3 (X°2)

En la figura 4.8, se muestra las gréficas de las energias de rotacion-vibracion cuando el nimero
cudntico de vibracién toma valores de 0 a 20 y el nimero cudntico de rotacién (.J) varia de 0 a
194. Se observa que en cada una de las graficas llega a un valor mdximo de energia, las cuales
pueden ser observadas en la tabla 4.6. También se observa que las graficas de energia decrecen,
dando lugar a niveles de energia degenerados de la molécula N7 (X 22;).

Cuando J toma valores mayores que 194, los valores de energia son nimeros complejos.

Figura 4.8: Energias de rotacion-vibracion de la molécula de N3 (X 22;) en funcién del nimero
cuantico rotacional (J).
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Tabla 4.6: Las energias de rotacidon-vibracion médximas de cada una de las graficas.

v I Eyg(em™) v 1 E,(em™)
0 191 71364,7 11 184 71364,2
I 191 71351,9 12 183 713649
2 190 71364,7 13 182 71365,0
3 190 71352,1 14 181 71364,9
4 189 71364,8 15 180  71365,0
5 188 71360,9 16 179 71365,0
6 188 71360,6 17 178 713649
7 187 71365,0 18 177 71364,5
8 186 713633 19 176  71363,3
9 185 71359,1 20 174 71363,1
10 185 71362,1
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4.7. Energias de rotacion-vibracion de la molécula de Cl, (X 22;)

En las figuras 4.9, se muestra las graficas de las energias de rotacién-vibracién cuando el nui-
mero cudntico de vibracién toma valores de 0 a 15 y el niimero cudntico de rotacién (.J) varia de
0 a 302. Se observa que en cada una de las graficas llega a un valor maximo de energia, las cuales
pueden ser observadas en la tabla 4.7. También se observa que las graficas de energia decrecen,
dando lugar a niveles de energia degenerados de la molécula Cl, (X 22;).

Cuando J toma valores mayores que 302, los valores de energia son nimeros complejos.

Figura 4.9: Graficas de las energias de rotacion-vibracién de la molécula de Cl, (X 22;) en fun-
cién del nimero cuantico rotacional (J).
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Tabla 4.7: Las energias de rotacion-vibracién maximas de cada una de las gréficas.

v J Egy(em™) v T E,(em™)
0 299 20273.6 9 293 20276.3

1 299 20276.4 10 292 20276.4
2 298 20275.4 11 291 20276.4

3 298 20275.5 12 290 20276.3
4 297 20276.4 13 289 20276.1
5 296 20276.0 14 287 20275.8
6 295 20275.1 15 286 20276.3
7 295  20275.8

8 294 20276.2
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4.8. Funciones de onda radial y densidades de probabilidad ra-

dial para la molécula de N3 (X°X})

Dado que 0 < a(r—rg) < o0, se puede reescribir como o < r < 0o, donde r( para la molécu-
la N7 es igual a 0,830164760471413 A. Por tanto, las graficas correspondientes a las funciones de
onda radiales y a las densidades de probabilidad radial se representan en el intervalo r € [rg, 1,45].

En la figura 4.10, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de

Figura 4.10: Funciones de onda radiales y densidades de probabilidad radial vibracionales del
PCMPT para la molécula diatémica N,* (X 22;)
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probabilidad radial vibracionales del PCMPT para la molécula N7. Las distancias internucleares
mas probables para la molécula diatémica N,* correspondientes al punto mds alto de cada onda,
son: para v = (0 es 1,12054 A; v = 1 son 1,08023 y 1,17428 A; v = 2 son 1,06039; 1,13126 y
1,21014 A y v = 3 son 1,04653; 1,10885; 1,16643 y 1,24053 A,

En la figura 4.11, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
probabilidad radial cuando J = 2 del PCMPT para la molécula N3. Las distancias internucleares
mas probables para la molécula diatomica N,* correspondientes al punto mds alto de cada onda,
son: para v = (0 es 1,12056 A; v = 1son 1,08025 y 1,17429 A; v = 2 son 1,06041; 1,13128 y
1,21017 Ay v = 3 son 1,04655; 1,10887; 1,16645 y 1,24056 A.

En la figura 4.12, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
probabilidad radial cuando J = 5 del PCMPT para la molécula N3. Las distancias internucleares

mas probables para la molécula diatémica N," correspondientes al punto mds alto de cada onda,
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son: para v = 0 es 1,12064 A; v = 1 son 1,08032 y 1,17439 A; v = 2 son 1,06048; 1,13136 y
1,21027 A 'y v = 3 son 1,04662; 1,10895; 1,16654 y 1,24066 A.

Se observa que las funciones de onda radiales y las densidades de probabilidad radial presentan

nodos a medida que el nimero cudntico vibracional () aumenta, y la probabilidad de las distancias

internucleares correspondientes al nodo es cero. También se observa que hay distancias internu-

cleares minimas y maximas que puede tomar la molécula cuando el nimero cudntico rotacional

(J) aumenta, el cual es debido a la asociacién de J con el término centrifugo o llamado potencial

repulsivo lo que hace que separe mas a los dos d&tomos que conforman a la molécula NJ.

Figura 4.11: Funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para diferentes nimeros
cudnticos vibracionales y J = 2 del PCMPT para la molécula diatémica N3 (X 22;)
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Figura 4.12: Funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para diferentes nimeros
cudnticos vibracionales y J = 5 del PCMPT para la molécula diatémica N3 (X 22;)
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4.9. Funciones de onda radial y densidades de probabilidad ra-

dial para la molécula de O3 (X*II,)

Dado que 0 < a(r—rg) < 00, se puede reescribir como o < r < 00, donde r( para la molécu-
la Of es igual a 0,841851625348013A. Por tanto, las gréficas correspondientes a las funciones de
onda radiales y a las densidades de probabilidad radial se representan en el intervalo r € [rg, 1,5].
En la figura 4.13, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
Figura 4.13: Funciones de onda radiales y densidades de probabilidad radial vibracionales del
PCMPT para la molécula diatémica O} (X>I1,)
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probabilidad radial vibracionales del PCMPT para la molécula Of. Las distancias internucleares
mds probables para la molécula diatémica Of correspondientes al punto mds alto de cada onda,
son: para v = 0 es 1,12779 A; v = 1son 1,08709 y 1,18265 A; v = 2 son 1,06719; 1,13909 y
1,21947 A y v = 3 son 1,05334; 1,11653; 1,17512 y 1,25076 A.

En la figura 4.14, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
probabilidad radial cuando J = 2 del PCMPT para la molécula Oj. Las distancias internucleares
mds probables para la molécula diatémica O} correspondientes al punto mds alto de cada onda,
son: para v = (0 es 1,12781 A; v = 1son 1,08711 y 1,18267 A; v = 2 son 1,06720; 1,13911 y
1,21949 A y v = 3 son 1,05336; 1,11655; 1,17515 y 1,25079 A.

En la figura 4.15, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
probabilidad radial cuando J = 5 del PCMPT para la molécula O3. Las distancias internucleares

mas probables para la molécula diatémica O correspondientes al punto mas alto de cada onda,
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son: para v = 0 es 1,12789 A; v = 1 son 1,08718 y 1,18277 A; v = 2 son 1,06728; 1,13920 y
1,21959 A 'y v = 3 son 1,05343; 1,11663; 1,17524 y 1,25090 A.

Se observa que las funciones de onda radiales y las densidades de probabilidad radial presentan
nodos a medida que el nimero cudntico vibracional () aumenta, y la probabilidad de las distancias
internucleares correspondientes al nodo es cero. También se observa que hay distancias internu-
cleares minimas y maximas que puede tomar la molécula cuando el nimero cudntico rotacional
(JJ) aumenta, el cual es debido a la asociacién de .J con el término centrifugo o llamado potencial
repulsivo lo que hace que separe mas a los dos d&tomos que conforman a la molécula OF.

Figura 4.14: Funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para diferentes nimeros
cudnticos vibracionales y J = 2 del PCMPT para la molécula diatémica O3 (X>I1,)
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Figura 4.15: Funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para diferentes nimeros
cudnticos vibracionales y J = 5 del PCMPT para la molécula diatémica O3 (X>I1,)
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4.10. Funciones de onda radial y densidades de probabilidad

radial para la molécula de Cl, (X*X})

Dado que 0 < a(r — 1) < 00, se puede reescribir como 1y < r < 0o, donde r para la molé-
cula Cl, es igual a 1, 64251882490065A. Por tanto, las graficas correspondientes a las funciones de
onda radiales y a las densidades de probabilidad radial se representan en el intervalo r € [rq, 2,45].

En la figura 4.16, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de

Figura 4.16: Funciones de onda radiales y densidades de probabilidad radial vibracionales del
PCMPT para la molécula diatémica Cl, (X*%7)
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probabilidad radial vibracionales del PCMPT para la molécula Cl,. Las distancias internucleares
mds probables para la molécula diatémica Cl, correspondientes al punto mds alto de cada onda,
son: para v = (0 es 1,99302 A; v = 1 son 1,94235 y 2,06083 A; v = 2 son 1,91750; 2,00668 y
2,10606 Ay v = 3 son 1,90019; 1,97853; 2,05104 y 2,14431 A.

En la figura 4.17, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
probabilidad radial cuando J = 2 del PCMPT para la molécula Cl,. Las distancias internucleares
mads probables para la molécula diatomica Cl, correspondientes al punto mds alto de cada onda,
son: para v = 0 es 1,99303 A; v = 1 son 1,94235 y 2,06084 A; v = 2 son 1,91751; 2,00669 y
2,10608 A y v = 3 son 1,90020; 1,97854; 2,05105 y 2,14432 A.

En la figura 4.18, se presentan las graficas de las funciones de onda radiales y de las densidades de
probabilidad radial cuando J = 5 del PCMPT para la molécula Cl,. Las distancias internucleares

mds probables para la molécula diatémica Cl, correspondientes al punto mds alto de cada onda,
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son: para v = 0 es 1,99307 A; v = 1 son 1,94239 y 2,06089 A; v = 2 son 1,91754; 2,00673 y
2,10612 Ay v = 3 son 1,90023; 1,97858; 2,05109 y 2,14437 A.

Se observa que las funciones de onda radiales y las densidades de probabilidad radial presentan
nodos a medida que el nimero cudntico vibracional () aumenta, y la probabilidad de las distancias
internucleares correspondientes al nodo es cero. También se observa que hay distancias internu-
cleares minimas y maximas que puede tomar la molécula cuando el nimero cudntico rotacional
(JJ) aumenta, el cual es debido a la asociacién de .J con el término centrifugo o llamado potencial

repulsivo lo que hace que separe mds a los dos atomos que conforman a la molécula Cl,.

Figura 4.17: Funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para diferentes nimeros
cudnticos vibracionales y J = 2 del PCMPT para la molécula diatémica Cl, (X 22;)
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Figura 4.18: Funciones de onda radial y densidades de probabilidad radial para diferentes nimeros
cudnticos vibracionales y J = 5 del PCMPT para la molécula diatémica Cl, (X 22;“)
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Capitulo V

Conclusiones y Recomendaciones

5.1. Conclusiones

= Se ha resuelto la ecuacién radial de Schrodinger con el potencial central mejorado de Poschl-
Teller, por el método de Nikiforov-Uvarov y la aproximacién de Pekeris al término centri-
fugo. Se obtienen la ecuacidn energia rotacional-vibracional y la ecuacion de la funcion de

onda radial normalizada.

= En las grificas de energia de rotacin-vibracién para las moléculas N3 (X*X1), O (X>II,)
y Cl, (X 22;) se observan que llegan a un méaximo valor de energia y luego decrecen, dando
lugar a niveles de energia degenerados. Ademds, se obtienen las gréficas de las funciones de
onda radiales normalizadas y densidades de probabilidad radiales para cada molécula, donde
se observa que las distancias internucleares aumentan a medida en que aumenta el nimero
cudntico rotacional (/). Debido a que J estd asociado al término centrifugo o llamado po-
tencial repulsivo, ocurre que se separen mds los dos 4tomos que conforman a las moléculas

diatomicas.

5.2. Recomendaciones

= Se recomienda utilizar la ecuacién de energia y funcién de onda obtenidas para determinar

nuevos resultados, como el valor esperado de la posicién, valor esperado del momentun,
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valor esperado de la energia y otros y asi, aplicarlos para las moléculas N (X 22;), (0

(X°I1,) y CL, (X?5)).

= Buscar otros métodos para resolver la ecuacion radial de Schrodinger con el potencial cen-
tral mejorado de Poschl-Teller y aplicar los resultados a las mismas o diferentes moléculas

diatémicas.
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Capitulo VI

Anexo

6.1. Codigo Python y Wolfram Mathematica

= URL de la carpeta en Drive: https://drive.google.com/drive/folders/1ePggUVENrpWy
HWqSrSiEsTbzA AjOtYEf?usp=sharing

= URL del repositorio en GitHub: https://github.com/Marcio26Mallqui/Calculos-numeric

os-de-las-energias-y-funciones-de-onda-de-distintas-moleculas

Nota: Para acceder al c6digo, copie las URL y péguelo en su navegador web.
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